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فى وقت ما توقع طالب الحامعة الذى يدرس رياضيات متقدمة فى مرحلة البكالوريوس 
تطوير مقدرته الفنية فى حل مسائل تحتوى على حساب عظم الأهمية » لكن ٠‏ لم يتوقع سيادة 
« الاحتيالات النظرية » مثل تقارب منتظم أو اتصال منتظم . وكان مطلوباً منه أن يكون 
قادرا على استخدام نظرية الدالة الضمنية » لكن بدون معرفة فروضما . قد تغير هذا الال » 
ويعتير الآن من الأهمية أن كل طلبة الرياضيات المتقدمة ‏ الرياضات ااستقبلة » علماء 
الكبيؤتر » الفيز يائيون » المهندسون » أو الاقتضاديون - يفهمون الطبيعة الأساسية النظرية 
الموضوع . هم حينئذ سوف يفهمون كلا من قوة تحديد النظرية العامة بدرجة أكثر تماما . 


نشأ هذا الكتاب المدرسى من شيرق بتدريس التحليل الحقيق فى جاءمة الينوى منذ عام 
هو . جمهور المستمعين لى غالباً من أشخاص جدد مجهزين 'جيداً عادة إلى خريجى المامعة . 
معظمهم عادة لا يدرسون الرياضيات كمل أسامى »> لكلهم درسوا على الأقل ما يكاقء 
ثلاثة فصول دراسية فى دراسة ( ليست عنيفة ) التفاضل والتكامل » الحتوى على تفاضلات جزئية» 
تكاملات مضاعفة > تكاملات خطية » ومتسلسلات لا نجائية . من المرغوب فيه لكل ادراسين 
أن يدرسوا فصلا دراسياً فى امبر الخطى أو المبر الحديث لكى بمهدوا الطريق. هذا المقرر 
الذى نبرهن فيه نظريات تحليلية . لكن حيث أن كثير] من الطلبة الذين ألتى بهم ئيس 
علام هذه الحلفية . فأبدأ دراسة التحليل بير اهين جيرية قليلة » لكى أضعهم على بداية 
طریقهم 


أقدم فى هذه الطبعة » المواص المرتبة والمبرية لنظام الأعداد الحقيقية فى باب 4 ٠‏ م 
بطريقة أسبل من تلك الى استخدمتها فى الطبعة الأولى . وبالإضافة إلى ذلك أقدم التعاريف 
لفراغ متجه وفراغ عمودى فى باب ۸ » حيث أن هذه المفاهم تحدث كثيراً فى الرياضيات 
الحديثة . قصرت أيضاً أبواباً كثيرة لسبولة وسرعة الحصول على المادة العلمية وثقدم 
قابلية ثثى إضافية عند استخدام هذا الكتاب ككتاب مدرسى . أضفت تمرينات ومشروعات 
جديدة وكثيرة » لكتى حاولت أن أجعل الكتاب فى نفس المستوى كالطبعة الأولى . يوجد 
فقط تغيير ات طفيفة فى المزء الأول من الكتاب لكن » ما أن الحبرة قد أثبعت أن النقاش 


م 


التفاضل والتكامل ف الفراغ ‏ كان مختصراً جدا. فى الطبعة الأولى . فإف جمعت نظرية الدوال 
المتغير واحد فى فصل واحد وأسببت بعناية فائقة فى معالحة دوال متغيرات متعددة . 


قدمت فى باب ١‏ إلى م » المصطلحات العلمية للفئات النظرية ومفهوماً استخدم فيما بعد 
ويقدم أفكاراً أساسية قليلة . لكن . هذه الأبواب لا تعطى أمثيلا نظامياً لنظرية الفئة . 
( لا نحتاج إلى مثل هذا القثيل ٠‏ أو نرغب فيه فى هذه المرحلة ) . يحب فحص هذه الأبواب 
بإيجازو الرجوع إليها فيا بعد إذا كان ذلك ضرورياً . فى الحقيقة_نبدأ الكتاب بالباب الرابع » 
ويقدم الباب السادس '« تحليلا » ومن الممكن دراسة الأبواب من 4 إلى ١١‏ ومن ١4‏ إلى ١١۷‏ 
ومن ٠١‏ إلى ١-74‏ ومعظم ۷ إلى 8١‏ فى فصل دراسى. واحد . ينبغى أن أستعمل حق اءتياز 
المع . و باختصار أقدم بعض موضوعات خاصة أخرى ( مثل المتسلسلات ) على حساب نتائج 
مختلفة سبلة ا مواقع ( أو حى حذف بعض النتائج ) الى ليست ضرورية المادة السابقة , 
حيث أن الكتاب بأكله يعطى مادة أكثر قليلا عا مكن دراسته عادة وعما نقدر لتغطيته فى 
عام واحد هذا المستوى » فسوف بحصر العم بمادة نقاش بعض الأبواب . لكن من المفيد 
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للدارس أن يحفظ المادة.الإضافية كرجع فى المستقبل . درسنا هنا معظم الموضوعات المرتبطة 
عموماً مع مقررات ف « التفاضل والتكامل المتقدم » الاستثناء الأساسى هو موضوع تكاملات 
خطية وتكاملات على سطح ونظرية استوكس ؛ لم يناقش هذا الموضوع » حيث أن معالحة 
بدهية هى بالأصح جزء من التفاضل والتكامل وتحتاج معالحة قوية إلى نقاش شامل نوعاً ما 
لكى يكون مثمراً . 


الاعيّاد المنطى للأبواب الختلفة فى هذا الكتاب المدربى. موضح بالشكل الجاور يوضح 
خط جامد فى هذا الشكل اعدا على الباب السابق ويدل خط منقط على اعباد بسيط فغاد 
كل التعر يفات » النظريات » النعالج » المفتر ضات » بالتتالى حسب رقم الباب » خصصت 
امه النظريات الأكثر أهية طالما بدا راسم مناسب . تنطلق البراهين من الكتاب برأس 
البر هان وتنهى بعبارة وهو المطلوب إثباته . 


ليس من الممكن زيادة تأكيد أهمية القّارين والمشروعات باستخدام مجهودات جدية 
ومتفق عليبا للها يمكن الشخص أن يأمل فى أن يسيطر على مادة هذا الكتاب . تنمى 
المشروعات موضوعاً معيناً لمتتابعة متصلة ٠‏ نعتقد أنها تنقل للطالب على الأقل مذاق اللذة 
( أو العذاب ! ) عند عمل بحث فى الرياضيات آمل فى أنه سوف لا يفشل.طالب فى أن يمرن 
يده على كثير من هذه المشروعات لأفى أعتقد أنها بوجه خاص ملامح قيمة هذا الكتاب . 


جلبت عند كتابة هذا الكتاب » من خبرق ف الفصل الدراسى وتأثرث هصادر كثيرة . 
استفدت من نقاشى مع الطلبة والزملاء » ومنذ نشر الطبعة الأولى » أجريت مكاتبات شاملة 
مع الطلاب والمدرسين فى معاهد أخرى . أقدم شكرى لكل من قدم تفسيرات واقتراحات . 
شغفهم لتحسين الكتاب شجعى على تدبير هذا التنقيح . قرأ الأساتذة أندرسون » باد ». 
برسيى بروقة الطبعة الأولى وقدموا اقتراحات مفيدة . أخص بالشكر زميل » الأستاذ برندت» 
لأجل تعليقاته وتصحيحاته الكثيرة والصارمة . أقدم شكرى إلى كارولين ج . بلومكر 
لصبر ها وكتابتها المتقنة للبروثة المصححة تحت ظروف متنوعة . أخيرا أقدم تقديرى المظم 
لمساعدة وتعاون إدارة ويل . 
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البارامترى - نظر ية ر تبة 


باب (47) مسائل إضافية E‏ 
اختبار المشتقة الثانية ا ا ا نج - 
قيود متباينة 
الفصل الثامن : تكامل فى " 
١‏ باب (tr)‏ التكامل ی 2 5 
محتوى صفر - تعريف التكامل ا كو - خواص التكامل 
وجود لتكابل - نظرية القابلية التكامل 


باب (4 4) #توى التكامل E‏ 
ات مع عجوي - موز الدالةالختوية - وا إغنائية التكامل 
س نظرية قيمة متوسطة - التكامل كتكامل مكرر 

باب (ه +) تحويلات لفئات و لتكاملات.. . a‏ ا Ye‏ 
تحويلات بروامم خطية - تحويل برواسم ليست خطية - نظرية 
جاكوبيان - تغيير المتغيرات -. نظرية تغيير المتغير ات - 
الأحداثيات القطبية و الكروية - تطبيقات 


إرشادات لمرينات مختارة 
قائمة المصطلحات العلمية 


فهسر س 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan _ibrahem‏ 


Ar 


Ar 


40 


احج عن نظي اله 


فكرة ألفئة هى الأساس لكل الرياضيات » وجميع الموضوعات والتر كيبات الرياضية 
ترجع أخيراً إلى نظرية الفغة ونظر؟ للأهمية الأساسية لنظرية الفئة سنقدم هنا جملا قصيرا 
للرموز والمصطلحات الخاصة بنظرية الفثة والى ستستعمل كيرا فى هذا المرجع . لكن » حيث 
أن الغرض من هذا الكتاب هو تقديم المناصر ( دون الأساسيات ) للتحليل الحقيق » لذلك 
سدختار من وجهة نظرنا أساليب بسيطة نوعاً ما . وسنكتى بالمناقشة العادية وستعثير أن 
الكلمة « فئة » كفهومها وكرادف للكلات ٠‏ رتبة ومجموعة » وفصل وطقم ». ولا يوجد 
محاو لات لتعريف هذه المصطلحات لتدويئها فى قائمة بدهيات لنظرية الفئة . القارىء الذى 
عنده دراية كافية والمم بتطور الموضوع يجب أن يسترشد بالمراجع على نظرية الفعات فى نهاية 
هذا الكتاب . وما سيتعم كيف يمكن وضع هذه المادة فى بدهيات أساسية . وسيجد أن هذه 
البدهيات ستكون تطويراً قاطا لأساسيات الرياضة . لكن ما أننا سنمتير أن هذا بميداً 
عن رقمة هذا العم فى الكتاب الحالى لذلك سوف لا نتعمق ف التفاصيل . وننصح بشدة القارئ 
بقراءة هذه المقدمة سريعاً لمعرفة وحفظ الرموز والعلامات الى سوف نستخدمها . وباستثناء 
الأبواب الأخيرة الى يحب دراسها بمكن اعتبار هذه المقدمة مادة أساسية يرجع ااا . 
ويحب عل القارىء ألا يضيع وقتاً كبيراً فيها . 


الباب الأول س جبر الفئات : 


إذا كانت 4 تدل عل فئة وكانت × عنصراً فها » فن المناسب أنيكتب 
xEeEA‏ 
كاختصار لقولنا إن × عنصر من عناصر ألفئة 4 ع أو × عضو لى الفثة 4 ء أو الفئة م 
تحتوى المنصر × » أو أن × تكون فى 4 . نحن لا نفحص طبيعة خاصية عنصر من فئة 
أكثر من هذا ولأغراض أكثر يمكن استخدام الى البسيط للمضوية حيث الميزة البدهية 
هذه العلاقة غير ضرورية . 


إذا كانت 4 فة والعنصر × ينتمى إلى الفثة 4 ء فإننا نكتب غالبا لم #× 
وطبقاً لفكرتنا البسيطة عن الفئة سنتطلب واحدة تماماً من الإمكانيتين 
هم 6 به >1 

لعنصر × وقئة ى . 

إذا كانت 4 » 8 فين » × عنصر اء حينئذ سيوجد فى الأصل أربع إمكانيات 
( انظر شكل ١‏ - ۱ ) 

xB» xeA (r) < xeB و‎ xeA(!) 

(t4) 2 xeB , x¢A(Y)‏ ميد م 8عع 

إذا كانت الحالة الثانية لا تحدث ( أى إنه إذا كان كل عنصر من الفئة 4 هو أيضة 
عنصر من الفعة 8 ) » حينئذ سنقول إن الفئة 4 تكون محتوية فى الفئة 8 أو أن الفئة 
8 تحتوى 4 أو أن الفئة 4 هى فئة جزئية من 8 ويعبر عن ذلك كايلى : 

مدع أو ASB‏ 

إذا كانت 8 > ۸ وأيضاً يوجد عنصر فى 8 غير موجود فى 4 › فنقول إن 4 ھی 
الفئة الحزئية الفعلية للفعة 8 . 

و يحب ملاحظة أن التعبير 8 > 4 لا بمنع تلقائياً إمكانية الفعة 4 احتواء كل عناصر 
الفئة 8 . وعندما يكون ذلك صحيساً فالفئتان 4 » 8 تكونان متساويتين بالممنى الذى 
سنعرفه الآن . 


١ - ١‏ تعريف . الفثتان تكونان متساويتان إذا كانتا تحتويان على نفس العناصر إذا 
كانت الفئئان 4ھ » 8 متساويتين فنكتب 8 ع 4 . 


أى إنه لكى نوضح أن الفئتين 8 و 4 متساويتان يحب أن نوضح أن الإمكانيتين 
(2) » (3) المشار إلهما لا ممكن أن تحدث . وتحقيقاً للتكافو يحب توضيح أن كلا 
BA4‏ و 48 . إن كلمة خاصية ليس من السبل أن تعرف بالضبط » ولكننا لن 
نتر دد فى استخدامها بالتصور العادى لما وهو أنه إذا كانت 2 تبين خاصية معرفة- لجموعة 
من العناصر » فإننا سنتفق على كتابة 
{x:P(x)}‏ 
لفئة جميع العناصر × الى تحقق الخاصية م . وعادة نقرأها مثل « الفئة لكل المناصر ب 
حيث (*) » . ومن الأهية غالبا أن نحدد أى العناصر الى نختير ها للخاصية 8 . خينتذ 
غالباً ستكتب ْ 
{xeS:P(x)}‏ 


للفئة الحزئية من 5 الى تحقق الخاصية ۲ . 


أمفثلة : 


: إذا كانت (...,2,3 ,20-11 تعين فة الأعداد الطبيعية » حينئذ الفئة‎ )١( 
{xeN:x?-3x+2=0} 
تحتوى تلك الأعداد الطبيعية الى تحقق العادلة المذكورة . الآن اللان الوحيدان لمعادلة‎ 
الدرجة الثانية 0 = 2 + 3بر هما 1 عت بدو 2 = بد . وبالتالى بدلا من كتابة التعبير‎ 
السابق ( حيث يوجد عندنا معلومات مفصلة خاصة بجحم.م عناصر الفئة الختبرة ) فإننا نرمز‎ 
. عادة هذه الفثة بالرءز 2 و1 ) مسجلين بذاك عناصر الفئة‎ 


(ب) ويستعمل أحياناً قانون لاختصار وصف فئة . مثال ذلك : فئة كل' الأعداد الطبيعية 
الزو جية مكن كتابتها على الصورة ٤ N[‏ ×: ×2] بدلا من كتابتها على الصورة المعقدة 
„{YyEN:y=2x,xEN}‏ 


( ج) الفثة 9> N:6>×‏ »× مكن كتابتها ببساطة مثل (7,8) ومن ثم عرض 
لعناصر الفئة . طبعاً توجد أوصاف أخرى ممكنة كثيرة هذه الفغة . مثال ذلك : 


{xe N:40 > x< 80}, 
{xeN:x”-15x+56=0}, 
[7+x:x=0 أو‎ x= 


(د) وبالإضافة إلى فئة الأعداد الطبيعية ( المحتوية على العناصر . المعرفة بواسطة 


۲ 


... ,1,2,3 والى سترمز هما بالقائل بالرمز N‏ فإنه يوجد فثات أخرى قليلة سنقدم ها 
دلالة موحدة كا يتضح من الأمثلة الآتية : 
فئة الأعداد الصحيحة هى : 
(..,3- ,2,3- ,2 ,1- ,1 ,0) - 2 
فئة الأعداد القياسية هى : 
(0 م ={mjn:im,neZ and‏ 
سنعالج الفئات @ و,2 و ١‏ كا إذا كانت ءفهومة جيداً وسوف لا نختبر ثانياً خواصها 
بتفصيلات أكثر . وءن الفعات الى ها أهمية أساسية لدراستنا القادمة هى الفعة ©# لمميع الأعداد 
الحقيقية الى ستختير فى الأبواب م - ١‏ . الفئة الحزئية الخاصة للفئة © الى لما فائدة هى 
فترة الوحدة . 
}1 >: ع 8:0 ع ع 1 
أخيراً سترمز لفئة الأعداد المركبة بالرمز € حيث سنعطى نى الباب الشالث عشر تعريفاً 
مفصلا للفئة © ووصفاً مختصراً لبعض خواصما . 
عمليات الفئة : 


سنقدم بعض الطرق لتكوين فئات جديدة من فئات معطاة : 

 - ١‏ تعريف . إذا كانت 4 و 8 فنتين > فإن تقاطمهما هى الفئة الى كل عناصرها 
تنتمى إلى كل من 4 » 8 وسترمز لتقاطع الفتتين 8 و 4 بالرمز 08 ۸ الذى يقرأ 
« 8 تقاطم 4 » . (انظر شكل .)۲-١‏ 

١‏ - ۴ تعريف . إذا كانت 4 › 8 فئتین » فإن اتحادهما هى الفئة الى كل عناصرها 
تنتمى إلى الفئة 4 أو إلى الفثة 8 أو إلى كل من 4 »8 وسترمز لاتحاد الفثتين 8 ٠‏ 4 
بالرمز 8 لا ۸ النى يقرأ 8 اتحاد ۸4 . ( انظر شكل 7-9 8) . 

ورمكننا أيضاً تعريف 

ANB‏ » Bل‏ ۸ كلآق 

ANB={x:ixeAaê م‎ xeB} 
AUB={x:xeA أو‎ xeB} 

بالرجوع إلى ما سبق » نجد أنه من المهم أن نحقق أن الكلمة م أو » مستعملة بمعبى 
شاءلى مألوف أستعاله فى الرياضيات والمنطق . يرمز هذا المعنى الشامل ف قائون المصطلحات 
العلمية بالرمز دو/أو 50 


0 


تفر فن صتا أن تقاطع واتحاد فتين هو أيضاً فئة . ومن بين أشياء أخرى هذا يتطلب 
أن هناك يحب أن توجد فئة ليس ها عناصر بالمرة ( لأنه إذا كانت 8 › 4 ليس طما عناصر 
مشت ركة فتقاطعهما لا يحتوى عناصر ) . 


١‏ - 4 تعريف . الفئة الى ليس لما عناصر تسمى فئة خالية أو فئة شاغرة وسنعيها 


بالرمز م . إذا كانت 8 و 4 فتعين ليس بيہما عناصر مشتركة ( أى إنه إذا كانت 
(0 = 08 4 ) فحينتذ نقول إن 8 و 4 غير مربوطة أو إنْهما غير متقاطعين . 


ANB 


wD 


AUB mm 
تقاطع واتحاد فئتين‎ ) ۲۴ - ١ (شکل‎ 
. النتيجة الثانية تعطى بعض اللواص المبرية العمليات على الفئات الى سبق عرفناها‎ 
وحيث إن البراهين لتلك الفروض دارجة وروتينية فسوف نترك معظمها كتمرينات‎ 


للقارئ . 


١‏ - هو فظرية . إذا كانت ,© ,8 ,4 أى ثلاث فئات » فإن 


ANA=A, AUA=A : (ا)‎ 


ANB=BNA, AUB=BUA (ب)‎ 
(ANB)JNC=AN(BNOC), (AUB)JUC=AU(BUC) (+) 
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (د)‎ 


AU(BNC) =(A UB)N(A UC) 
هذه التساويات تسمى أحياناً مخاصية المماثلة وخاصية التبديل وخاصية الترافق وخاصية‎ 
. لتوزيع على الثر تيب لعمليات تقاطع واتحاد لفات‎ 


ولكى نعطى برهاناً كعينة » ستبرهن المعادلة الأولى فى ( د) . فبفرض * عنصر من 
AN(BUC)‏ ء يذ 4معع و xeBUC‏ . هذامعناء أن معع › وأما 68م 
أو ×٤‏ . ومن ذلك يكون لدينا إما ×٤۸‏ () و ×٤8‏ أو يكون لدينا ٤4‏ × (ن) 
و ©»ع» للك إما xe A08‏ أو xe ANC‏ « إذن xe(ANB)U(A NC)‏ . 
وهذا يوضح أن ٥(‏ ل ۸)8 ۸ هى فئة جزئية من (€ ۸ ۸) 8(0 ۸ ۸) 


بالمکس » بفرض « عنصر من (€ 0 ۸) ا(8 ۸) فإما 08 ٤4‏ ر(ات) أو 
عممعرون . ومن فلك ينتج معر وإما 8ع ر أو عير رلك مور 
أو ©نا8عبر بحيث (€ 0)81 معر . إذن (4060)لا(8 م ۸) هى فة جزئية من 
(©6)810 م . باانظر إلى تعريف ١ - ١‏ نتم أن الفتين (€ ۸۸)80 
و (460)نا(8 0 ۸) متساويتان . 


وكإشارة إلى طريقة التغيير + نلاحظ أن هناك فى الأصل مجموع (23=) 8 من 
الإمكانيات لمنصر :د بالنسبة إلى ثلاث فئات © و8 و4 ( انظر شكل -١‏ م ) وهم : 


2 6ع ,8ع ع رفع‎ © (۲) xeA,xeB,xeC (۱) 
xEeA, xéB, x€C (¢) xeA,x#B,xeC (f) 
xEA, x€EB, x£C )ل(‎ xEA.x€eB,xeC (o) 
XEA,XE£B,xX£C (4۸) XfA, x£B, x€EC (¥) 


ابر هان يتكون بتوضيح كل من الطرفين للمعادلة الأولى فى ( د ) تحتوى هذه وفقط 
هذه المناصر × المنتمية إلى الحالات ( ١‏ ) » ( )أو (7). 
وبخصوص العلاقات الموجودة فى نظرية ١‏ - ه ( ج ) فإننا عادة نحذف الأقواس 
ANBNC, AUBUC‏ 
من الممكن أن نوضح أنه إذا كانت ل وه ...ود4 و41 مجموعة من الفئات © فحينئذ 
يوجد فئة معرفة وحيدة 4 تحتوى كل العناصر المنتمية على الأقل لواحدة من هذه الفئات 


3 


:2 و.. . و2 و1 = تر ورك وتؤجد فئة معرفة وحيدة تحتوى كل العناصر المنتمية .لكل الفئات 
...ا و2 و1 = رويك وبدون استعال الأقواس »> تكتب 


80٠٠١0 An‏ )رهم ع 8 ريق لا١:٠٠‏ نامث تارك د فم 


(a 
O 


(فكل ١‏ - ۴) 
أحياناً - لتوفير الفراغ » نقلد الرمز المستعمل فى حساب التفاضل والتكامل المجموع, 
ونستخدم رما أكثر كثافة مثل 
(1,2,...,8 > ز: يهال A= Û A=‏ 


[2,...8 ,1 > ز: به د به B= Û‏ 


بالمثل إذا كان لكل عنصر ار فى الفعة ف توجد فئة ز4 فإن ل ز: به)ل) تبين فئة كل 
العناصر المنتمية على الأقل لواحدة من الفئات ر4 . بنفس الطريقة [[ ع ز: بله]() تمثل فئة 
كل العناصر المنتمية إلى جميع الفئات ركه حيث 67ز . 

سنقدم الآن طريقة أخرى لتكوين فئة جديدة من فئتين معلومتين : 

4 قعريف . إذا كانت 8 » 4 فتتين فإن الفئة المتممة للفئة 8 بالنسبة للفئة‎ ١ - ١ 
تقرأ‎ ( ۸ ١ 8 هى الفئة الى كل عناصرها من 4 لا تنتمى إلى 8 . سئر مز هذه الفغة بالرمز‎ 
ناقص 8 ») » مع أن الرموز الرثبطة 8 - 4 و 8 ل 4 أحياناً يستعملها مؤلفون‎ 4 ٠ 
. )٤- ۱ آخرون ( انظر شكل‎ 


و باستخدام الرمز السابق » يكون 


A\B={xeA:x€B} 


أحياناً الفئة 4 تفهم ولا تحتاج إلى أن تذكر بوضوح وى هذه الحالة ننوه إلى أن متممة 
الفثة 8 هى 8 ) 4 ويرمز لها (8)© . بالرجوع إلى شكل ١ - ١‏ نلاحظ أن العناصر × 
الی تحقق ( ١‏ ) تنتمى إلى 8 6 ۸ » وتلك الى تحقق ( ۲ ) تنتمى إلى 8 ١‏ هر » وتلك الى 
تحقق ( م ) تنتمى إلى 81۸ . سنوضح الآن أن 4 هو اتحاد الفنتین 08 ۸ و 18م 


ANB n. 
المتمم الى‎ ) 4 - ١ شكل‎ ( 


١١‏ - ۷ نظرية , الفئات 8 0 ۸ ۰ 8 ١‏ كر غير متقاطعة ويكون ؛ 


A =(ANB)L(A\B) 
×¢ 8 › × بر . وما سبق يتبين أن 4ع‎ ٤۸۱8 البرهان . بفرض 08 جرع عر د‎ 
فحينئذ إما‎ ×٤۸ إذن الفثتان مفصولتان إذا كان‎ . ×٤۸ ©0128 وهذا يناقض العلاقة‎ 
. x€EANB أىأن‎ xeB « xeA الطالة السابقة‎ û. x#B أو‎ xeB 
وهذا يوضح أن 4 هى فثة جزئية من‎ . xeA\B مر #8ءع أىأن‎ xeA وأخيرا‎ 
وبالمكس »ء إذا كان (418)لا(088 م)اء لا فإن إا‎ . )4 2 8(ان)غ١8(١‎ 
)۸ 0 8(0 )۸ | 8( ع ر . فى أى حالة يكون شع ر » ما يغبت أن‎ A ١ 8 ر أو‎ e A NB 


هى فئة جزئية من . وهو المطلوب إثباته . 


الآن سنذكر نص قوانين دى مور جان (*) لثلاث فثات وصينة أكثر تعميما ستعطى 
فى العارین . 


(#) أجسطس دی مورجان ( ۱۸۰٦‏ 1497 ) تعلم فى كلية جامعية > لندن . كان 
رياضيا وعالما من علماء المنطق الرياضى وقد مهد الطريق لعلم النطق الرياضى الحديث ٠‏ 


۸ 


: نظرية , إذا كان © ,8 ,4 أى ثلاث فقات فإن‎ ۸ - ١ 
A\(BUC)=(A\ BJN(A\C) 
A\(BN^C)=(A\ B)U(A\C) 
. ابر هان . سنوضح العلا قة الأولى وسنترك العلاقة الثانية كتمرين للقارى»‎ 
ل 8) | ۸ يكون محتوياً فى كل‎ ٣ ( ولإثبات تساوى الفئات سنبين أن كل عنصر فى‎ 
, من (8 ١ه د (416) وبالمكس‎ 
. 6 ل٣ له › فإن × تكونق 4 . لکن × لاتكون ىق‎ ١)8 إذا كانت × فى (0 لا‎ 
× إذن × تكون فى 4 ء لکن× لا تكون إما فى 8 وإماقى © (لاذا ؟ ) . لذلك‎ 
بدء‎ ٤ ۸ ١ تكون فى 4ہ لکن لا تكون نی 8 و × تكون فى 4 ولاتكون نی © . أى إن8‎ 
. x€E(A\B)^(۸A\C) ماينبت أن‎ xe A\C 


x و(© اهماع‎ xe (A \ 8) ùl «x € (A | 8) ^ (A4 | وبالىكس » إذا كانت(‎ 


أى شع ع وكا من 8 6عر <« © #ير ومن ذلك ينتج أن ۸ € × و x#(BUC)‏ 
مايثبت أن (€ لا ۱)8 A۸‏ € × . 


ما أن الفتين(© | ۸) 8(۸ ) ۸ )و ٤٥(‏ ل ۱)8 ۸ تحتويان نفس المناصر فیکونان 
متساويين من التعريف ١-١‏ . 


حاصل الضرب الكارتيزى : 

الآن سنعرف حاصل الضر ب الكار تيزى(**) لفئتين 

٩ - ١‏ عريف . إذا كانت 8 و 4 فتتين غير خاليتين فإن حاصل الضر ب الكارتيزى 
للفئتين 8 و 4 هى فئة جميع الأزواج المرتبة (5.ه) حيث ممعم » beB‏ 
(انظر شكل 9د ه). 

( التعريف العطى حالياً غير مثالى أو غير كاف مالم تعرف ما المقصود بالأزواج 
المرتبة ) ونحن سوف لا نفحص الموضوع أكثر من ذلك باستثناء الإشارة إلى أن الزوج المرتب 
(5,©) مكن تعريفه كفئة عناصرها المنفردة هى {a,b } < {a}‏ . ويمكن إثبات أن 
الزوج المرتب (6,65) ٠‏ الزوج المرتب ('6,8) يكونان متساويين إذا وإذا فقط كان 
“ه عد ي » “ل = ط . هذه هى الخاصية الأساسية للأزواج المرتبة . 


(#ة) رينيه ديكارت ( 1655 ٠٠٠١‏ ) مؤسسس علم الهندسة التحليلية » وكان رجلا 
فرئسيا مهذبا / جنديا ورياضيا وكان من أعظم فلاسفة عصره ٠‏ 


8 
(a,b)‏ ه--- أن 


1 

1 

1 
a 


4 


( شكل ١‏ - ه ) حاصل الضر ب الکارتیزی 


2 إنه إذا كانت ( 5 ,4) = 8 و (141,2,3ح 4 . فإن الفعة 8 × ۸ هى الفغة 
الى عناصرها هى الأزواج المرتبة . 
(5 ,3( ,(4 ,3( ,(5 ,2( ,)4 ,2( ,)5 ,1( ,)4 ,1( 
مكنا رؤية الفئة 8 ×۸ كفئة مكونة من ست نقط فى المسعوى أحداثياتبا هى الى 
دوناها حالا , 


نحن غالباً نرسم شكلا توضيحياً ( مثل شكل ١‏ - ه ) لنوضح حاصل الضرب الكار تيزى 
لفئتين 8 و 4 . كيفما كان فن المؤكد أن الشكل التوضيحى يمكن أن يكون التبسيط 
تقرياً . مثال ذلك » إذا كان }2= + > 8:1 ع 2) - ك4 :1 ع ع ع 0: 1ك 2) ع 8 
أو (3 > × > 2 فحينئذ بدلا من مستطيل » نريم تخطيطاً مثل شكل. 8-١‏ . 


( شكل ٦ - ١‏ ) حاصل الضر ب الكار تيزى 


١ : تمرینات‎ 

. ٠ - ١ )ارس شكلا ميل كل فئة مشار إلها فى نظرية‎ ١ (- ١ 

١-(ب)‏ أثبت الحزء ( ج) من نظرية ١‏ سه . 

. ه١ -(ج ) أثبت الحزء الثانى من ( د) من نظرية‎ ١ 

. د) أثبت أن 8> 4 إذا وإذا فقط م-8مم‎ (- ١ 

١‏ - (ه ) بين أن الفئة 2 الى كل عناصرها تنتمى إما إلى 4 أو إلى 8 ولكن لا تنتمى 
إلى كلهما هى ١‏ 

D =(A\ B)U(B\ A) 
هذه الفئة 2 غالباً تسمى اختلافاً مبّاثلا للفئتين 8 و 4 . مثلها بشكل توضيحى‎ 
: وضح أن الاختلاف المتماثل 2 » المعرف فى التمرين السابق هو أيضاً‎ )و(-١‎ 
زه نام) عم‎ ١ (هم4م)‎ 

۱ -(ز) إذا كانت 8>۸ .فين أن (8١41)ام-م8‏ 

١-(ح)‏ إذا كانت 8 و4 أى فضتين » فبين أن (41)۸4۱8= 408 , 

١‏ - (ط ) إذا كانت زي4,. .و42 و41 مجموعة من الفئات » وإذا كانت ع أى فثة 

فبين أن 
Û (ENA), EU Û 4= Û (EUA)‏ - به EN Û‏ 
١‏ -( ی) إذا كانت [إيك4.. .روك ويك ) مجموعة من الفئات » وإذا كانت 8 أى فئة 
أفبين أن 
(EUA)‏ م درم Û (ENA), EUÊ‏ د به ENÊ‏ 
تعر 1= f1‏ 25 
)2(-١‏ بفرض أن ظ فة » إ4 و... و4 ون 4] مجبوعة من الفعات فحقق قوانين 
»دی مور جان ١‏ 


E\ f جره‎ Û (E\AJ), E\Û 4, = Ê (E\A) 
٠ يعبر عنها بالمقدار (4)€ فإن هذه الملاقات تأخذ الصورة‎ E1۸, الاحظ أنه إذا کان‎ 
دم» م دردمن)» سهن-(حق)» 0ل‎ 


١-(ل0)‏ بفرض ل هى أى فثة و لكل عنصر 1 > ويفرض ز4 محتوية ى 
× . فبين أن : 


(HA; لالع‎ - U{G(AN):je } 
G(U{A;:j e JD = N{G(A):j € J} 
8 = 8,08: (م) إذا كانت ر8 ء ,8 فثتين جزئيتين من 8 وکانت‎ - ١ 
A xB = (A x B,) U(A x Bı) 


الباب الثانى س دوال : 


سنعود إلى مناقشة المفهوم الأسامى للدالة أو الراسم . وسنبين أن الدالة نوع خاص من 
الفئة . مع إن وجود تصورات أخرى وهى غالباً افتراضية . كل الأبواب الآثية ستختص 
بأنواع مختلفة من الدوال > ولكن هذه سعكون عادة ذات طبيعة تجريدية بدرجة أقل من 
الموجودة فى مقدمة الباب الحاضر . 
فى الرياضيات منذ قرن كلمة « دالة » عادة يقصد ا صيغة محدودة مثل 
5- برة + 2ع f(x)=‏ 
الذى يرافق كل عدد حقيق × عدد حقيق آخر (×) ر . وف الحقيقة أن صيغاً معيئة مثل 
8g(x%)=Vx~5‏ 
كانت لا تعطى أعداداً حقيقية لمميع القم الحقيقية للمقدار × وكانت معروفة طبعاً ولكن 
كانت لا تعتبر أساساً كافياً تحتاج إليه فكرة امتداد تعريف الدالة . ومتملا ظهور جدل 
بين الرياضيين حول كون القيمة المطلقة 
أ«اء مم 
للعدد الحقيق « دالة غير متميزة » أم لا . وبعد كل ذلك فتعريف | × | المعطى فى « أجزاء » 
هو 
x.‏ ]ا | إذا كانت 0 < × 
كلمن إذا كانت x<0‏ 
ومع تطوير الرياضيات أصبح بوضوح زائد عن الحاجة إلى أن الدالة تكون صيغة مقيدة 
أكثر من اللازم لآن تعريفا أكثر عموما يكون مقيداً . ومن الواضح أيضاً أصبح هاما أن 
نفرق بوضوح بين الدالة نفسها وبين قيمة الدالة . ومن المحتمل أن جد القارىء نفسه فى موقف 
الرياضى منذ قرن فى هذين الاءتبارين بدون خطأ منه . سنقترح إعادة القارىء إلى تاريخ 
استخدام وتعريف الدوال الالى ولكن سنفعل ذلك ى خطوتين . 
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تعريفنا المنقح للدالة سيكون : 


الدالة كر من الفئة 4 إلى الفئة 8 هى قاعدة الاتصال الى تخصص لكل × فى فئة جزئية 
معينة 8 من 4 عنصراً معيناً وحيداً (×) f‏ من 8 . 


بالتأكيد الصيغ الصرعة من النوع المشار إليه أعلى توية فى هذا التعريف التجريى . 
والتعريف المقترح يسمح بإمكانية عدم تعريف الدالة امناصر معينة من 4 وأيضاً يسح 
باعتبار الدوال الى فيها الفنتان 8 و 4 ليست ضرورياً أعداداً حقيقية ( لكن رما تكون 
أدراج وكرامى - أو قطط وكلاب ) . 


مهما كان التعريف المقترح مقنعاً فإن به نقصاً له أهمية فهو ليس واضحاً . ستظل صعوبة 
تفسير العبارة « قاعدة الاتصال » وبدون شك مكن للقارئ أن يفكر فى تعبير يقنعه أفضل 
من السابق لكن ليس من المحتمل أنه سيزيل عدم الوضوح والضباب تماما . وأحسن حل 
مقلع يبدو فى تعريف « الدالة » بدلالة الفئات . والرءوز والدلالات المذكورة فى الباب السابق 
ذكره وهذه لما عدم فائدة لكونها غير حقيقية وفقدانها بعض الا كتفاء الوجداف بالوصف 
الأول ولكن الفائدة من الزيادة فى الوضوح تتغلب على هذا النقص . 


ومفتاح الفكرة هو التفكير فى رمم بياف للدالة أى التفكير فى مجموعة من الأزواج 
المرتبة ونلاحظ أن مجموعة اختيارية من الأزواج المرئبة لا يمكن أن تكون رمم دالة 
لأنه إذا عرف العنصر الأول من الزوج المرتب فإن العنصر الثاق يكون محدداً وحيداً . 


١ - ۲‏ : تعريف . بفرض 8 و 4 فثتين ( ليسا من الضرورى متباينتين ) فإن دالة 
من 4 إلى 8 هى فتة الأزواج المرتبة م فى 8 × هر مع خاصية أنه إذا كانت (ط ,ه) » 
( '8,©) عنصرين من فحينئذ// = 8 . الفئة لكل العناصر للفعة 4 والى توجد 
كالأعضاء الأول من العناصر فر تسمى النطاق للفعة ر ويرمز لها بالرمز (ث/ر) 2 . الفئة 
الى كل عناصرها من 8 والتى توجد كالأعضاء الثانية من العناصر فى كر تسمى مدى الفثة ر 
( أو الفثة لقم م ) ويرمز لها (كر) ۸ . وف حالة 4 = (كر) 2 » فإقنا غالبا نقول 
إن م راسم 4 إلى 8 (أو راسم 4 إلى 8 ) ونكتب 8ج 2:4 . 


إذا كانت (4,8© ) عنصر] من دالة كر » فن المعتاد أن نكتب : 
(Êf)۵=ۈط‏ أو > f:a‏ 


بدلا من (٤f‏ ,ه) . نحن غالباً نشير إلى المنصر 86 كقيمة ر عند النقطة © أو صورة © 
بواسطة الدالة كر . 
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( شكل ۲ - ١‏ ) دالة كرسم بياف 


تمثيل جدولى : 


بمكن تصور الدالة كرسم بيانى وهناك طريقة أخرى وهى هامة ومنتشرة الاستمال وهى 
كجدول . اعتبر جدول ؟ - ١‏ الموجود فى صفحة التربية الرياضية من مجلة فوسلاند 
بوجل . 1 

النطاق لدالة هذه الضر بات الحرة ر يتكون من التسعة لاعبين 1 

D(f) ={Anderson, Bade, Bateman, Hochschild, Kakutani, 

Kovalevsky, Osborn, Peressini, Rosenberg} 

بيا المدى للدالة يتكون من الست أعداد . 

}5,8 ,4 ,1,2 ,0{ = (ر) 8 
العناصر الفعلية للدالة هى الأزواج المرئبة 
(Anderson, 2), (Bade, 0), (Bateman, 5‏ 


(Hochschild, 1), (Kakutani, 4), (Kovalevsky, 8),‏ 
(Osbotn, 0), (Peressini, 2), (Rosenberg, 4)‏ 
فى مثل هذا المشيل الحدولى نكتب عادة فقط النطاق الدالة فى العمود الأهسر > لأنه 
لا توجد حاجة للإشارة إلى الأعضاء من الفريق الى لم تلعب ) ورمكن أن نقول قيمة الضربات 
الحرة للدالة كر عند 206150 ھی 2 ونكتب 2 = ) f (Anderson‏ أو 2 + Anderson‏ 
وهكذا . 
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نحن جميعاً معتادون على استمال مثل المداول لنقل المعلومات . وهى أمثلة هامة للدوال 
وهى عادة ذات طبيعة من الصعب التعبير عنها بدلالة صيغة . 


) ١-۲ جدول‎ ( 


عدد الضر بات الحرة اللاعب 


Anderson 
Bade 
Bateman 
Hochschild 
Kakutani 
Kovalevsky 
Osborn 
Peressini 
Rosenberg 


UOMOON‏ موت انم اح 


5 ْ ) 


(شکل ۴ - ۲ ) دالة مغل تحويل 


تحويلات وآلات : 


توجد طريقة أخرى لتصور الدالة : مثل تحويل جزء من ألفئة 4 إلى جزء من الفئة 8 
وبتعبير آم إذا كانت /ع(4,5) فتفكيرنا عن ر هو أخذ عنصر © من الفئة 
الحزئية (/ر) 8 من 4 وتحويله أو نقله براسم إلى عنصر (ه) f‏ = ط ف الفعة الحزئية 
(/)8 للمقدار 8 . ونرسم غالباً شكلا توضيحياً مثل شكل ۲ - 8 . وتستہمل كيرا 
هذا العّثيل المندسى للدالة حتى إذا كانت الفتتان 4 و 8 ليست فثات جزئية من المستوى . 
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وتوجد طريقة أخرى لتصور الدالة وذلك مغل الآلة الى سوف تستقبل عناصر ( ) 2 
لتدخل فها ثم تخرج مها بعد ميكتتها عناصر مناظرة فى الفئة الحزئية (كر) ۸ . أى إنه 
إذا أخذنا المنصر × من ( /) 2 ووضع فى ث/ر فحينئذ حرج بالقيمة المناظرة (×) /ر . 
وإذا وضعنا عنصراً تلف بر من (۴) 2 فى ثر نحصل على ( بر )ثر ( الذى رما تلف 
أولا مختلف عن (×) f‏ ) . إذا حاولنا إدخال شىء ما لا ينتمى إل (/ر) 2 فى كر فنجد 
عدم قبوله وذلك لأن قدرة ر هى التأثير فقط على العناصر الى تنتمى إلى (/)0. 
( انظر شكل )٣ - ٣‏ 


يو هم 


١ 


f) 
شكل ۲ - م ) دالة مثل آلة‎ ( 


وهذا التصور الأخير يوضح بحلاء المييز بين ر »> (×) ر . الأول الآلة والثان هو 
ناج الآلة عند وضع × فما . ومن المفيد مؤكداً المييز بين الآلة وإنتاجها . الشخص 
الأبله فقط هو الذى يرتبك ويحتار بين آلة فرم الحم ( المفرمة ) والحم المغروم . مهما كان 
فهناك كثير ون مخلطون بين الدوال وقيمها الأمر الذى يبين أهية بذل مجهود بسيط للتمييز بينهما 
رمزياً . 


قيود الدوال وامتداداتها : 


إذا كانت ر دالة نطاقها ( ٠» 2) f‏ :2 فة جزئية ٠ن‏ ( )2 > فإنه من المفيد 
أحياناً تعريف الدالة الحديدة 1 الى نطاقها ,2 بأن (×) ر = (*«) رر وذلك لكل 
2 ع . هذه الدالة ر تسمى التقييد أو الحصر للدالة كر فى الفئة ,2 . وبدلالة تعريف 
۲-۴ يكون : 
fı={(a, bJef:ae Dı}‏ 


أحيانا نكتب ,2 |كرح رار للإشارة إلى قيد الدالة كر إلى الفئة ,8 


وهناك تر كيب ماثل ( يبدو أنه قريب من الحقيق ) وهو الإشارة إلى ( امتداد ) » فإذا 
كانت ۾ دالة بنطاق (2)8 ٠‏ (ج)2 درد » فإن أى دالة رع بنطاق ر0 عيث أن 
(*«) م - (*) دچ لميع قم (ع)2 ع تسى امتداد الدالة ج للفئة و2 . 


تركيب الدوال : 


نحن الآن نريد أن نر كب دالتين أولا باستخدام كر لكل × فى () 2 وبعد ذلك 
باستخدام ع إلى (×) كر إذا كان ذلك مكنا ( أى إن عندما (×) ر تنتمى إل (2)8 ) . 
لإجراء هذا نحتاج إلى العناية بفحص النطاق للدالة المحصلة . فثلا » إذا كانت كر معرفة على ۴ 
بواسطة × = (×) ر وكانت ج معرفة للقيمة 0 < × بالتعريف لا =(×)ع فتر كيب 
8°f‏ مكن تعريفه فقط عندما 0 < × وهذه الأعداد الحةيقية فإن قيمها هى “× 
۲ - ۲ تعريف . بفرض أن ثر دالة بالنطاق ( 0)۴ فى 4 والمدى ( ۸)٩‏ فى 8 
وبفرض أن ع دالة نطاقها 2)8(8 فى 8 ومداها (ع)۸ فى © .(انظر شكل ۲ د 4) 
فإن تر كيب ”ع ( لاحظ الرتبة ) هى الدالة من 4 إلى © المعطاة المعرفة . 
f= )a,c(E€A XC‏ 8° : حيث يوجد عنصر 8 be‏ 


حيث أن (a,b)‏ و (b,c(eg‏ 


۲ - ۳ نظرية . إذا كانت كرء ع دالتين » فإن تحصيل “رمج هو الدالة ذات 
D(g°f)={xe D(f):f(x)e D(g)}‏ 
R(g°f)={g(f(x)):x e D(g°f)}‏ 


MM 2e. EE RMD) 2 00 
شكل ۲ - 4 ) تر كيب الدوال‎ ( 


؟ -؛ أمثلة . (1أ) بفرض بم و ر دالتين قيمّهما عند العدد الحقيق ب هما 
الأعداد الحقيقية المعطاة ما يل (*) 
f(x)=2x, g(x) =3x?-1‏ 
بما أن (2)8 هى الفئة ۸ لحميع الأعداد الحقيقية (ع)2 > (۴) ۸ النطاق (/"ج )2 
هو أيضاً ۴ و 1 -122 -3)2:(2-1 = («)رهع . ومن ناحية أخرى 2 = (ج0م)28 » 
لكن 6822-2 =(1-”2)3×x=(×)ع°f‏ . 
(ب) إذا كانت # هى الدالة حيث (1 < ×: ۴ ع »)= ()22 المعرفة بالمقدار 
k(x)=vVx-1‏ ` 
وإذا كانت كر مثل ( أ) ء فإن : D(h-f)={xe R:2x =1}= {x e R:x=}}‏ « 
hof(x) = 2x =1‏ أيضاً :. }1= foh(x)=2NX-1L. « D(foh)={xeR:x‏ 
إذا كانت ج هى الدالة فى الحزء (آ) » نإن : * 
: [لحد كع عع =}1 2 D(h o g)={xeR:3-1‏ 
أو < »× 2- hog(x) = 3x‏ أيضاً D(goh)= {xeR:x=>1}‏ 5 
4- ×3 - (:) ۸٠ع‏ ( لاحظ أن الصينة البرة ع لها عى لقي × غير الى فى نطاق 
gh‏ ( . 
(+) بفرض © و ۴ دوال بالنطاقين : (0 < + : ع ») - (8) 2 2 
8 -(2)0 بحيث أن قم ۴ » © عند النقطة × ى>نطاقهما هى : 
2-1 د من ١‏ لاد وم ` 
GoF(x)=-x-1« D(GF)={xeR:x > 0} il‏ بين : 
D)۴۰6(=)x€D)6(:G (€ 2)1((‏ . هذه الفئة الأخيرة تكون خالية مثل 
0 > )© لكل (©)2 ع × . أى إن الدالة °6 غير معرفة عند أى نقطة لذلك تكون 
۴6٥6‏ هى دالة شاغرة . 


الدوال الادخالية والدوال العكسية : 
سنعطى طريقة تكون دالة جديدة من الدالة المعطاة فى حالة كوث الدالة الأصلية لا تأخذ 
نفس القيمة مرتين . 
)2 نحن أيضا نبين هذا بكتابة : ×2 ج ×: ر ¢< 1 — gix > 3x7‏ عند xeR‏ . 


1۸ 


؟ - ه تعريف . بفرض ثر دالة نطاقها (كر)2 فى 4 ومدافا (كر) 8 فى 8 . 
فإننا نقول إن الدالة كر دالة إدخالية أو واحد - واحد إذا كان عندما (ط ,ه) » (8,ه) 
عناصر من ثر فإن .6 = ي . إذا كانت رر دالة إدخالية فيمكننا أن نقول إن كر إدخال 
أو حقنة . 

و معى آخر الدالة تكون ر إدخالية إذا وإذا فقط كانت الملاقتان 8 =('ه)f,ط‏ = (6)[ 
تعنى ضمنياً أن ي = . وبالتناوب تكون الدالة ر إدغالية إذا وإذا فقط عندما © وي 
يكرنادفى (ر)2 › '» +4 فإن (م)[* (0)/ . 


نحن على حق ى حالة أنه إذا كانت كر دالة إدخالية من 4 إلى 8 فإن الفثة من الأزواج 
المرتبة فى 4 × 8 الى عصل عليها بإبدال العضو الأول والعضو الثانى من الأزواج المرئبة 
فى كر تنتج دالة ج الى هى أيضاً دالة إدخالية . 
سنحذف برهان هذا الفرض وسيترك كتمرين وهو اختبار جيد للقارئ . العلاقات 
بين ر »> 8 هی : 
D(g)= R(f), R(g)=D(f)‏ 
(a, b)e f‏ إذا وإذا فقط (b.a)eg‏ 


هذا النص الأخير يمكن كتابته على الصورة العادية 
(f)4=ط‏ إذاوإذا فقط ‏ (06)م04-8© 


۲ - 5 تعريف . بفرض أن ر دالة إدخالية ها نطاقها (ر) 2 فى 4 ومداها (/ر) 2 
فى 8 وبفرض أنه إذا كانت (/ء(2 ,0): 4 × 8 ٤‏ (ه ,ط)) = بم فإن ع تكون إدخالية 
نطاقها ( ۸)۶ =(ع) 2 فى 8 ومداها (ثر) 2 = (ع)۸ فى 4 . الدالة ع تسمى بالدالة 
المكسية للدالة ر ويرمز ها بالرمز ١ار‏ . 


الدالة المكسية يمكن تفسيرها من وجهة نظر الرامم . ( انظر شكل م - ه ) . إذا 
إذا كانت ر دالة إدخالية فرعم عناصر مميزة من (2)7 إلى عناصر مميزة من (/ر) 2 . 
أى إن كل عنصر 8 من (/)۸ هوصورة تحت ثر للعنصر الوحيد © فى (/)0 . الدالة 
المكسية 1 ترمم العنصر 8 إلى العنصر الوحيد © . 


؟ - ب أمثلة )١( ٠‏ بفرض ”×ح×:۴ دالة نطاقها ۴ -(2)5 » الفثة مسيم 
الأعداد الحقيقية › والمدى فى ۸ بحيث أن القيمة للمقدار ۴ عند العدد الحقيق × ھی هر = (×)۴. 
( ويمعى آخر ۴ تكون الدالة [8 ع عر: (2: .:)) . من الواضح أن ۴ ليست واحدا - 
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( شكل «-ه ) الدالة العا كسة 


واحداً : وف الحقيقة الأزواج المرتبة (2,4 -),(4 ,2) کلاها ینعمیان إلى ۴ 
وما أن ۴ ليست واحداً - واحداً فليس ها دالة عكسية . 


(ب) بفرض أن لإ الدالة الى نطق R(f)=F‏ م (0< D(f)={xe R:x‏ 
الى قيمتها عند × فى ( ك/ر)2 ھی تبر = (×) ر . لاحظ أن f‏ ھی قيد ( كر ) 2 للدالة ۴ 
المذكورة فى جزء (أ) . بدلالة الأزواج المرتبة (0 > f= {(x,x):xe R, x‏ 
بخلاف الدالة ۴ فى الحزء (1أ) تكون ر دالة إدخالية لأنه إذا كانت بر= × مع ب وير 
فى (/ر)2 فإن برع« . ( لاذا ؟ ) لذلك ثر ها دالة عكسية ع ها : 

R(g)= D(f)={xeR:x=0} < D(g)=R(f)={xeR:x = 0} 

وبالإضافة إلى ذلك (×) ر = ”× = بر إذا وإذا فقط (ر)ع = ×. هذه الدالة المكسية م 
عادة تسمی دالة الحذر الثر بيعى الموجب ويرمز ها : 
g(y)=vVy, yeR, y=0‏ 


(+) إذا كانت رر هى الدالة }0 > R,×‏ > ×:( × ,×)) فحينئذ کا فى (ب) › 
تكون ,ر دالة واحداً ‏ واحداً وها نطاق (0 > D(f)={xeR:x‏ ومدى 


e R:x > O}‏ عد )م . لاحظ أن رأ هى قيد ( يكر)2 للدالة ۶ المذكورة 
فى الحزء (أ) . الدالة ,ع الدالة العكسية للدالة كر تسمى دالة الحذر التربيعى السالب 
ریرمز ها 


gı(y))=—Vy, yeR, y=0 


أححيث أن 50 ( ر )ع . 


(د) دالة الیب م أى جا ۴ فى حساب المثلئات حيث : © = )5)۴ 
د (1+ > ر > 1-: eR‏ ر)=(R)۴‏ معروفة جيداً بأنبا ليست دالة ادخالية ( مثال 


۲. 


ذلك (0-+2 هزذة-0هنة. لكن إذا كانت ثر هى تقييدها للفعة :۸ 5)f(=)x €٤‏ 
(7/2+ > × ع 2/- حينئذ تكون ر أدخالية ومن ثم يكون ها عكسية يم حيث 
R( ۴)‏ - (ه)2 » (/)ه > R)g(‏ . أيضا × صنو = ر حيث (2)/7 × إذا وإذا 
فقط كانت (ر)ع = × . الدالة يم تسى ( الفرع الأساسى ) لدالة الحيب العكسية وغالاً 
يرمز ها بالرمز 


g(y) = أو بر مزع‎ g(y) = Aresiny 


الدوال الفوقية والدوال التناظر آحادية : 

8-٠‏ تعريف . بفرض أن ثر دالة نطاقها ۸ > (/)2 ومداها 8 > (/)2 . فنقول 
إن كر دالة فوقية أو أن / ترتمم فوق 8 فى حالة كون المدى 8 = (كر)ه . وإذا 
كانت ر دالة فوقية فن الممكن أن نقول إن ر تكون فوق . 

من المهم عند ,تعر يف الدالة أن نحدد نطاق الدالة والفئة الى عناصرها هى القيم المأخوذة . 
وعند عمل هذا يكون من الممكن أن نستطلع ما إذا كانت الدالة فوقية أم لا . 

۴ - 4 تعريف . يقال للدالة كر الى نطاقها 4ك (/)2 ومداها  R()<B‏ 
إنها دالة أحادية إذا كانت (1) إدخالية (أى أنها واحد - واحد) » (11) فزقية 
(أى أن (/ر)2 ترتسم فوق 8 ) . وإذا كانت ثر أحادية فيمكننا أن نقول إن ار 
تناظر أحادى . 


الصور المباشرة والعكسية : 

بفرض أن كر دالة اختيارية نطاقها (/) 2 فى 4 ومداها (/ر) ۸ فى 8. سوفن 
لا نفترض أن ثر إدخالية . 

١١ ۴‏ تعريف . إذا كانت ٤‏ فئة جزئية من 4 ء فإن الصورة المباشرة للفئة الحرئية 
£ بواسطة ‏ هى الفئة الحزئية (كر)ك المطاة كايل : 

{f(x):x e E N D(f)} 

نحن عادة نشير للصورة المباشرة للفئة ٤‏ تحت كر بالرمز (5) كر . ( انظر شكل )١ ٣‏ . 

من الملاحظ أنه إذا كانت 0= EN D(f)‏ فإن 6-ر(ط)م . إذا كانت 8 تحترى 
على النقطة الوحيدة م فى ( )2 فإن الفئة (8)'ر تحتوى على النقطة الوحيدة (ص) /ر . 
تحتفظ الفئات ببعيض خواصها تحت الصورة المباشرة كا نوضح الآن . 


1. 


E, ۴ نظرية . بغرض أن کر دالة نطاقھا فى 4 ومداها فى 8 وبفرض أن‎ ٠١-۴ 
فتتان جزئيعان من 4 . فإن‎ 


f(ENF) < f(E)N f(F) (ب)‎ E CF, then f(E) < f(F)ilS إذا‎ (Î) 
f(E\F)s f(E) (د)‎ f(EUF)= f(E)U f(F) )+( 


البرهان . (۱) إذا كانت هعبر فإن ×٤۴‏ وحينئذ (5)رء()م وحيث أن 
هذا صعيح ممع قم xeE‏ تج أن f(E)<f(F)‏ . 
(ب) ما أن ENF < E‏ فينتج عن الجزء )1( أن {(E ^F)s f(8)‏ 
dil, f(ENF)cf(F) Jly‏ نستمج أن f(ENF)<s f(E)Nf(F)‏ 


( شكل ٩-۲‏ ) الصورة المباشرة 


)+( ما أن ESEUF‏ . #لاهعيم فينتج من الحزء (أ) أن ا(E)ګ‏ 
(#لاط)/ f)‏ . وبالعكس إذا كانت (الا28)/ لا فحيئذ يوجد عنصر 
xeEUF‏ عیٹ أن (×) =f‏ ر . وا أن ×٤٤‏ أو 1 © × فينتج أن اما 
y= f(x)ef(E)‏ أو أن yef(F)‏ 

لذلك نستتنج أن (۳) ۶)E U ۴( > f)E(U f‏ الئی یکل برهان ابلزء (+) . 

( د ) الحزء ( د) ينتج مباشرة من الحزء (1) 

وهو المطلوب إثباته 
سيتضح فی تمرين ( ۲ - ى ) أنه بوجه عام من غير لمكن استبدال علامة الحصر فى ( ب ) 


بعلامة التساوى . 


۲۲ 


الآن نقدم مدلول الصورة المكسية تحت دالة . لاحظ أنه ليس من المطلوب أن تكون 
الدالة إدحالية . 
۲ - ۲ تعريف . إذا كانت 84# فئة جزئية من 8 » فإن الصورة العكسية للفئة الزئية 
7 تحت ر هى الفئة الحزئية ( 0)۴ المعطاة فى الصورة : 
{x:f(x)e H}‏ 
| نحن عادة نرمز للصورة المكسية لفئة 4# تحت كر بالرمز (1)1-ار . 
( انظر شكل ۷-۲) . 
مرة أخرى » نؤكد أن ثر لا تحتاج أن تكون دالة إدخالية حتى لا نحتاج إلى وجود 
الدالة المكسية +ث/ر . ( لكن إذا كانت آحثر موجودة فإن (27)*ث/ر هى الصورة المباشرة 
للفئة 2 حت أ ) . 
٠۴ - ۲‏ نظرية. . بفرض أن ر هى دالة نطاقها فى 4 ومداها فى 8 ونفرض أن GyH‏ 
هما فئتان جز ئيتان من 8 . فإن 
li} )١(‏ كان 14 © f (G)sf(H) ijj‏ 
)ب( f (gNH)=f"(G)Nf7'(H)‏ 


fXGUH)=f(GJUf EH) (+) 
f (G H)=f (GANT KH) (5) 


البرهان . )١(‏ نفرض أن (6) ×٤‏ فيكون فيلك © 2(6)/ 


× € f )18( وحينتذ‎ 


( شكل ۲ - ۷) صور عكسية 


۲ 


(ب) ما أن GH‏ هى فئة جزئية من © ا 45 فينتج من جزء (1) أن 
fXGNH)sf KG)Nf EH)‏ 
وبالمكس › إذا كانت : f)eH < f(s)6G ili xef *(G)0f7"(H)‏ 
xef (GNH) « f(x)e GAH dil‏ 
(ج) ماآن © » 8 فثتان جزئيتان من 115ل © » فينتج من جزء (أ) أن : 
f XGUH)2f KGUf HD)‏ 
وبالمكس » إذا كانت (601) ×٤‏ فإن 0# 6 >(») ومن ذلك ينتج أنه إما 
f)x( eG‏ حيث xef ')G(‏ أو f)x(eH‏ وئ هذه الخالة (1)87- رع ب إذن 
f XGUH)s f XG)Uf (BH)‏ 
(د) إذا كانت |6( xef‏ فإن f(x)e G\H‏ ك xef7?(6G)‏ › 
(23)'-[#»« ومن ذلك ينتج أن 5 
f 18277‏ 


وباللكس « إذا كانت *(G)|f (H1)‏ رعس فإن f(wWeH ٠. f(w)eG‏ 
حيث 61125 ع(0)م ومن ذلك ينتج أن. 
f (GAf MDs f (G\H)‏ 
وهو المطلوب إثباته 


؟-(1أ) أثبت أن تعريف ۲ ۲ ينتج فعلياً دالة وليس بالضبط فئة جزئية . 


؟-(ب). بفرض © - ه - هر واعتبار الفئة الحزئية [1 = ”ر تعر : (بر ,:)] -0 
للمقدار ۸×8 هل هذه الفئة دالة نطاقها فى # ومداهانى ©# ؟ 


D - )),8( (ج) باعتبار الفئة الحزئية للمقدار © ۸ المعرفة إا يل(1 = إبر|ا+إء|:‎ -٣ 
صف هذه الفعة بالكلام > هل هى دالة ؟‎ 


؟-(د) أعط مثالا لدالتين ع وثر على # إلى # بحيث أن ع */ » ولكن بحيث 
أن زعم = f8‏ 
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۲ -(ه) أثيت أن إذا كانت f‏ إدغالية من 4 إلى '8 فإن : (ثرء(5 ,ه):(ه f=),‏ 
دالة وأثبت أنها إدخالية . 

۲ - (و) بفرض أن كر إدخالية . قاثبت أن عدت (ت) تر اير الجميع قي عد فى 
(ر) ه ۰ وائبہا أيضا ر = زمر )سرام المميع قم ر فى (207 . 

-(ز) بفرض كر ء ع دالتين ويفرض أن × -() ٥ع‏ لمميع قم بد فى (/)8 . 
آثبت أن ير إدخالية وأن )عع ٠‏ ()طدرهم . 

۲ -(ح )بفرض ع و ثر دالتين يحيث أن : 


×=(»)fەع‏ ميع قم × فى (2)7 
ا-(080/ یع قم ر ف (ه)2 
آثبت أن ٣٦‏ = ع 
؟ - (ط) أثبت أن الصورة المباشرة (8) ر خالية إذا وإذا فقط كانت : 
END(f)=9‏ 
۲ - (ى) بفرض أن ث/ر هى الدالة على ۸ إلى ٭ والعطاة × = (*) ر ونفرض : 
ENF={0} ùjj F={xeR:O<x s1} » E= {xeR:¬<~1s<x <0}‏ 
e (E NF) - 0(‏ }1= رك 0: f)E(=f)۴(=]y eR‏ ومن ذلك استتبع أن (E0۴)؟‏ ھی 
فئة جزئية فعلية للمقدار (5)م 06 (8)/ . احذف الآن © من E۴‏ › ۴ . 
؟-(4) إذا كانت ۴ و كه و كر کان تمرين ١(‏ - ظ) » فإن : 
/)8(1١/)5(-8 ۰ E\F=(eR:-1 <x <0}‏ ومن ذلك لاينتج أن 
f(E\F)c f(E\f(F)‏ 
- (ل) بين أنه إذا كانت ر إدخالية للمقدار ( 0)۴ إلى ( ۸)۴ وإذا كانت #1 هى 
فئة جزئية من ( ۸)۴ ء فإن الصورة المكسية للفئة الحزئية 88 تحت ر تنطبق 
على الصورة الماكسة للفئة الحزئية #7 تحت الدالة العاكسة ر . 


؟-م إذا كانت ر > ع كاف تعريف 8-٠‏ فاثبت أن : ((ع)©)* ]- (ز٠ع)ط‏ 
الباب الثالث ‏ فثات محدودة وفئات غير محدودة : 


الغرض من هذا الباب محدود جداء وهو لتقدم العبارات منبية » معدودة ولا نهائية . . 
هذا الباب سيمدنا بأساس دراسة الأعداد الأصلية ولكنه سوف لا يواصل هذه الدراسة . 


o 


ومع أن نظريات الأعداد الأصلية والعادية فاتنة بطبيعنها فإن عوضاً صغيراً جداً لما يكون 
فى الحقيقة حيوياً لموضوعات هذا الكتاب(*) . 


سنفترض تعودنا على فئة الأعداد الطبيعية . وسئرمز هذه الفئة بالرمز ٠ ١N‏ عناصر 
فئة الأعداد الطبيعية يرمز ها بالرموز العادية . 


1,29 3 


إذا كانت 6١‏ ",۸ فإنئا جميعاً عندنا فكرة بدهية عن المعى المقصود بقولنا « أقل من 
أو تساوى ١‏ وسنستعير هذه الفكرة الآن محققين أن الدقة الكاملة تتطلب تحليلا أكثر 
ما أعطينا . سنفتر ض أن كل فئة جزئية غير خالية للمقدار ١‏ تحتوى على الأقل على عنصر 
واحد . وهذه هى خاصية هامة للمقدار ٠ "N‏ أحياناً نقول إن ١‏ جيدة الترتيب بمعنى أن ١١‏ 
ها هذه الخاصية . وهذه أى خاصية حسن الترتيب مكافئة للاستنتاج الرياضى . سنشعر بحرية 
استخدام براهين أساسها الاستنتاج الرياضى الذى سنفتر ض أنه مألوف للقارئ' , 


يقصد بالقطعة الابعدائية للمقدار N‏ فئة تتكون من جميع الأعداد الطبيعية الى تكون 
أقل من أو تساوى عنصراً ثابتاً من عناصر 1 . أى إن قطعة ابتدائية ررك للمقدار 18 
تحدد عنصراً وتكون محدودة بعنصر مثل 71 من عناصر N‏ كايل : 


عنصر × من عناصر لحم ينتمى إلى رك إذا وإذا فقط كانت 7ك «. 


مثال ذلك : الفئة الحزئية ( 2 و1 ) = دك هى القطعة الابتدائية للمقدار ۷إ المحدودة 
بالعدد الطبيعى 2 » الفئة الحزئية ( 2,3,4 و1) = وك هى القطعة الابتدائية للمقدار ١‏ 
امحدودة بالعدد الطبيعى 4 > لكن الفئة الحرئية إ5 ,3 ,1 ) للمقدار ١‏ ليست قطمة ابتدائية 
للمقدار × لآنهاتحتوى 3 ولا تحتوى 2 وأيضاً تحتوى 5 ولا تحتوى 4 . 


١-‏ تعريف . فئة 8 تكون محدودة » وإذا كانت خالية أو إذا كان يوجد 
تناظر أحادى مع نطاق 8 ومدى ف قطعة ابتدائية من N‏ . إذا لم يوجد دالة كهذه فإن الفئة 
تكون غير محدودة أو لا ائية . إذا كان هناك تناظر أحادى للمقدار 8 فوق N‏ » فإن الفئة 
8 تكون تناز لية عددية . إذا كانت الفئة إما عدو دة أو عددية فيقال إنها معدودة . 

عند وجود دالة إدخالية ( أى واحد - واحد ) نطاقها 8 ومداها © » فإننا نقول أحياناً 
إن 8 مكن وضمها إلى واحد - واحد بالتناظر أى إلى تناظر أحادى مع © . وباستعمال 
هذا المصطلح نعيد تعريف ۳ - ١‏ ونقول إن فئة 8 تكون محدودة إذا كانت خالية أو بمكن 


(4#) القارىء الذى يرغب فى تعلم هذه الموضومات يرجع الى كتاب 5817205 المدون فى الراجع. 


1 


وضعها كتناظر أحادى مع فئة جزئية من قطعة ابتدائية للفثة ل ونقول إن 8 تنازلية عددية 
إذا كان من المسكن وضعها كتناظر أحادى مع كل عناصر N‏ 

من الملاحظ من التعريف أن الفئة 8 إما محدودة أو غير محدودة » لكن » تبعاً لتعريف 
الفئة » ليس من المبل أن نقرر ما إذا كانت الفئة المعطاة 8 محدودة أو غير محدودة . 

الفعات الحزئية للمقدار "N‏ المبينة بالآى :( 100 ,. . . ,3 ,2 >10 ,8 ,5 و4 و2)» 
,إ5 ,3 .41 محدودة ء بالرغم من أن هذه الفئات الحزئية ليست قطعا جزئية للفئة 20 فإنها 
تكون محتوية فى قطع جزئية للمقدار N‏ . ومن ثم بمكن وضعها كتناظر أحادى مع فئات 
حزئية لقطع ابتدائية للفئة ١‏ . فة الأعداد الطبيعية الزوجية 8 . 


E = {2,4,6 8,...}‏ 
وفْئةالأعداد الطبيعية الفردية 0© 
}... 5,7 1,3{ =0 
ليست قطعا ابتدائية للفئة 10 . كيفما كان » حيث أنه يمكن وضعها كتناظر أحادى مع 
كل الفعة لز ( كيف ؟ ) فتكونان معأ فئة عددية . 
ومع أن الفعة 2 لحميع الأعداد الصحيحة 
Z={...,-2,-1,0,1,2,.. 3‏ 
تحتوى الفئة N‏ فيمكن إيضاح أن 2 فئة عددية ( كيف ؟) . 


سنقرر الآن بعض نظريات بدون برهان ومن الحتمل عند القراءة الأولى قبوها باون 
اختبار . وبقراءة تالية سيحاول القارئ أن يبر هن هذه النظريات . و يعمل هذا سيجد أن خاصية 
الاستنتاج للفعة 27 للأعداد الطبيعية مفيدة (ه) . 


۴ - م فظرية . فئة 8 تكون عددية إذا وإذا فقط وجد إدخال بين النطاق 8 ومدى 
“Nd‏ 


۴ - م نظرية . أى فئة جزئية من فئة محدودة تكون محدودة وأى فئة جزئية من فلة 


عددية تكون أيضاً عددية . 


(4) انظر كتب هالموس وهاميلتون ‏ لاندن فى المراجع . 


۷ 


۴ - 4 نظرية . اتحاد مجموعة محدودة لفئات محدودة تكون فئة محدودة . واتحاد جموعة 
عددية لفئة عددية تكون فئة عددية . 


ونتيجة من الحزء الثانى من نظرية ۳ - غ أن الفعة © لميع الأعداد المذرية تكون فة 
عددية ( المقصود بالعدد المنطق أو الحذرى هو كسر 72/5 حيث 72 و 2 أعداد صحيحة > 
۸0 ) . لتوضيح أن © تكون فة عددية تكون الفئات 


Ao={0}, 
1 a CS 
A=, ~bb “bbb ل‎ 
13 E Wk 1 
A2 > 4, - 1 و[ .و وق رق رق‎ 


نلاحظ أن كلا من الفثات ,4 عددية وأن اتحادها هو الفئة © كلها . إذن نظرية ٤ ٣‏ 
تؤكد أن © عددية . وف الحقيقة بمكننا جمل @ عددية بطريقة القطر 

رق 1ح 0 
و باستخدام هذا النوع من الاستدلال يمكن القارىء أن يكون برهان نظرية م - + . انظر أيضا 
تمرين (م . ك) . 


عدم قابلية العد للمقدارين 8 و ( 

بالرغم من حقيقة أن الأعداد المنطقية ها قابلية العد فإن الفئة ۸ لمميع الأعداد الحقيقية 
غير قابلة العد . وف الحقيقة الفئة ۲ للأعداد الحقيقية × الى تحقق 1 5 *« ك 0 غير قابلة 
للعد . ولتوضيح هذا سنستعمل استدلال القطر لخترعها ج. كانتور(ه) . سنفترض أنه من 
المعلوم أن كل عدد حقيى × حيث 1 > ×> 0 له تمثيل عشرى على الصورة . 

و...43 42 و6 .0 X=‏ 
حيث كل زه يشير إلى واحد من الأرقام 9 و8 و7 و6 و5 ,4 ,3 و2 و1 و0 . ومن المعروف 
أن أعداداً حقيقية معيئة ها تمثيلات فى هذه الصورة (مثال ذلك الكسر د له أمثيلان : 
...0.100 وى ...0.0999 


(٭) جورج كانتور ۱۸٤٥١(‏ ل 1518) ولد فى بيترى بورج © تعلم فى يرلين مع فيرشتراس 
ودرس فى 28116 ( هاليه ) وهو معروف بأبحاثه بنظرية الفئات حيث طورها خلال السنوات 
٠. 1A0 — AVE‏ 


۸ 


وبمكننا اختبار الفثيل الذى نريده ولكن ليس من الضرورى عمل ذلك . وحيث إنه يوجد 
عدد لا نبا من الأعداد الحذرية فى الفترة 1 5+ 05 (لماذا؟ ) فلا بمكن أن تكون الفئة 
دو دة وسنبين الآن أن ۲ غير عددية فإذا فرضنا أنه يوجد تعداد .. . وو* ود ور× لكل 
أعداد حقيقية حيث 1 ك5 × ك 0 تعطى بالعلاقة . 

X1 = 0.414203٠٠ ` 

x2 = 0.طرطوطو٠‎ ٠٠ 


0.C1C2C3 °°°‏ يير 


الآن نفرض أن رر رقم ختلف عن ,0 » 9 ونفرض أن رر رقم يختلف عن 82 ,0 » 9 
و نفرض أن ور رقم مختلف عن وك ,0 » 9 » الخ . نعتير العدد بر بتمثيل عشرى 
Yaya...‏ وبر .0 حبر 
الذى بوضوح يحقق 1> برك 0 . العدد ر ليس واحداً من الأعداد ذاتالقثيلين المشر يين لأن 
9 . و نفس الوقت مد 6 لأى 8# ( لآن الرقين النونيين فى القثيل العشرى. 
لكل من ر » × مختلفان ) و لذلك أى مجموعة عددية لأعداد حقيقية تنتمى إلى هسذه الفترة 
ستحذف عل الأقل عدداً حقيقياً واحداً ينتمى إلى هذه الفترة ما يغبت أن هذه الفترة ليست فئة 
عددية . 
نفرض أن 4 فة غير محدودة وسنفترض وجود تناظر أحادى بين فثة جزئية للفئة 4 

.والفعة 8 بأكلها عى آخر سنفترض أن كل فئة غير محدودة تحتوى على فئة جزئية عددية 
هذا الافتر اض ليس قوياً من وجهة نظر « بدهية الاختيار » الى هى من البدهيات المفيدة فى نظرية. 
الفثات . بعد هضم القارىء لمحتويات هذا الكتاب سيشرع ف المعالحة البدهية للأساسيات الى. 
نوقشت ف هذا الكتاب بصيغة غير رسمية ولكنه فى الوقت الحاضر سيأخذ النصوص كبدهيات. 
وقتية ومكن إبدالها فيا بعد ببدهيات أكثر شمولا فى نظرية الفعات . 
تمرينات : 

م -(أ) استعرض تناظراً أحادياً بين فئة الأعداد الطبيعية الزوجية 8ه > 20 . 

۴ - (ب) استعرض تناظراً أحادياً بين الفئة © للأعداد الطبيعية الفردية »> ١‏ - 

. 20 (ج) استعرضص تناظراً أحادياً بين 27 والفئة الجزئية الفعلية للفعة‎ - ٣ 

۴- (د) إذا كانت 4 محتوية فى قطعة ابتدائية ما للفئة ١‏ » باستخدام خاصية الثر تيب 

الجيد للفئة ١‏ عرف إدحالا للفئة 4, فوق قطعة ابتدائية ٠١‏ للفئة ١N‏ . 


۹ 


م - (ه) اعط لمجموعة غددية لفئات محدودة نحيث يكون اتحادها غير محدود . 

٣‏ - (و ) باستخدام حقيقة كون كل فئة غير محدودة ها فئة جزئية عددية لتوضح أن كل فة 
غير محدودة مكن وضعها كتناظر أحادى مع فئة جزئية فعلية لنفسها . 

؟ - (ز) وضح أنه إذا كانت الفئة 4 مكن وضعها كتناظر أحادى مع فئة 8 ء فإن القعة 
8 رممكن وضعها كتناظر أحادى مع الفئة 4 . 

م - (ح)آثبت أنه إذا كانت الفعة 4 مكن وضعها كتناظر أحادى مع الفثة 8 » و كانت. 
8 بحيث يمكن وضعها كتناظر أ حادى مع الفئة © > فإن الفئة 4 يمكن وضعها 
كتناظر أحادى مع الفعة © 

م - (ط ) باستخدام الاستنتاج على لدع م »> وضح أن القطعة الابتدائية الحددة بالمقدار م 
لمكن وضعها كتناظر أحادى مع القطعة الابتدائية المحددة بالمقدار ١ ٤۸‏ إذا كانت 
>1 

م - (ى ) أثبت أن ١‏ لا بمكن وضعها كتناظر أحادى مع أى قطمة ابتدائية للمقدار ١‏ . 

+«-(2) لکل ۸٤م‏ بفرض إلا ءز:ره!- ,ىم وبفرض أن 0= ۸.١۸.‏ حيث 
nm, meN‏ أثبت أن الدالة «+(1 -ز+ م)(2 - ز+ f)", ¡(=n‏ تعملى 

U 14, : : € N تعداداً للمقدار‎ 


1 


النصلالاوك 
0 ہے مم - 

لاعلا الحفيصسة 

فى هذا الفصل سنشرح خواص نظام العدد الحقيق . ومع إنه من الممكن تكوين هذا النظام 
من أكثر من فئة أولية ( مثل الفعة N‏ للأعداد الطبيعية أو الفئة @ للأعداد القياسية ) فإئنا سوف 
لانفعل ذلك وبدلا منه سنعرض قائمة من الفواص الى ترتبط بنظام العدد الحقيق وسنوضح 
كيفية استنتاج خواص أخرى من الحواص الى فرضت . 

لأجل التوضيح لا نفضل ذكر كل خواص نظام العدد الحقيق مرة واحدة » وبدلا منه 
سنقدم أولا فى الفصل الرابع « الخواص الجبرية » المؤسسة على عمليى الجمع والضرب ونناقش 
باختصار بعض نتائجها . وبعد ذلك سنقدم « الحواص المرتبة » بيا فى الفصل السادس سنضيف 
« خاصية الإتمام » ويوجد أسباب عديدة هذه العملية الى هى بنوع ما عملية قطعة فقطعة . يوجد 
أولا الر اهين يجب مراعاتها ويستحسن أخذ قليل مها فى كل مرة . وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 
البر اهين اللازمة فى الخطوات الجبرية القّهيدية طبيعية بدرجة أكثر من بعض البراهين التالية . 

وأخيراً ما أنه يوجد طرق مشوقة أخرى لإضافة « خاصية الإتمام » فنحن نرغب فيها منفردة 
أو منعزلة عن الفروض الأخرى . 

جزء من هدف الفصلين الرابع والفامس هو مدنا بأمثلة براهين النظريات الابتدائية الى 
تستنتج من الفروض المنصوص عليها صراحة . وخبرتنا هن أن الطلبة الذين لم يتعرضوا لبر اهين 
العنيفة مكنم تفهم المناقشة والبراهين فى هذه الأبواب جاهزة » و مكلهم بعد ذلك الانتقال إلى 
الباب السادس » كيم كان فإن الطلبة الذين هم دراية بالطريقة البدهية وفن استخلاص الير اهين 
بطر يقة «يكانيكية مكنم الانتقال إلى الباب السادس بعد نظرة خاطفة إلى البابين الرابع و الخامس . 

فى الباب السابع نقدم تصور القطع فى نظام العدد الحقيق ونعرف أنواعاً مختلفة من الحلايا 
والفتر ات . خاصية الخلايا المتداخلة الحامة للفئة 8 أقرت ووضحت بيا نوقشت فئة كانتور 
بإيجاز . 


الباب الرابع . الخواص الجبرية للمقدار ۴ : 
فى هذا الباب سنعطى التركيب « الجبرى » لنظام العدد الحقيق و بتعبير موجز تكون الأعداد 
الحقيقية « حقلا » فى موضوع الجبر المجرد . والآن سنشرح ما المقصود بذلك . 


۲ 


نقصد بالعملية الثنائية فى الفئة / الدالة 8 الى نطاقها 2 ×۳ ومداها فى لم . وبدلا من 
استعال الرمز (ط و©) 8 للدلالة على قيمة العملية الثنائية عند النقطة (6 و4) فی ۴×۴ فقا 
اصطلح على أن نستعمل رموزاً مثل ط8 أو + © أو 6.8 . 
۽ - ١‏ الحواص الجيرية للفئة ۴ : يوجد ف الفئة ۸ للأعداد الحقيقية عمليتان ( يشار إليهما 
بالعلامتين ه » . وتسمى جمع وضرب على الثر تيب) تحققان المواص الآتية )٠(‏ . 

. 8 فى‎ a,b كل‎ a+b = b+ a (A1) 

. R فى‎ a,b,c لکل من‎ )a+b(+ c= a + )b + c( )42( 

(43) يوجد عنصر 0 فى ۴ حيث» = م +0 و ٩‏ =0+ه لکل ۾ ی ۸ . 

(44) لکل عنصر © ف ۸ يوجد عنصر 4 - فى © بحيث أن 0 - (4-) +4 
و (-a)+a=0‏ 

.Rd a,b كل‎ a‘b=b‘a (M1) 

.R Jd a,b,c كل‎ )a۰b(۰ مدع‎ )b ۰ 0 )842( 

401-82 ,1٠ 4< تلف عن 0 وله الخاصية الى تجمل ي‎ R المنصر 1 فى‎ )M3( 


لكل ۾ ى 8 . 

۵ ۰)1/4( =1 لكل عنصر 0 4ه فى ۸ يوجد عنصم 1/4 فى 12 بحيث أن‎ )M4( 
(1/a)a=1 و‎ 

a“ )b+c(=)a ١ b(+ (a °c) )(‏ و a(+)c۰ a)‏ ۰ )= م006 +م) لکل 
.Réasb‏ 


هذه الحواص بالتأكيد معروفة للقارىء . وسنحصل على بعض نتائج مهلة ( ليست مهمة ) 
مها . فأولا ستير هن أن 0 هو العنصر الوحيد للمقدار ۳ الذى قق (43) » 1 هو العنصر 
الوحيد الذى يحقتق )M3(‏ . 
۽ - ۲ نظرية . (أ) إذا كانت 2 » © عناصر فى 22 بحيث أنه = ع + فإن 0 = 2 . 

(ب) إذا كانت ۷ » ۶0ط عناصر فى 22 میٹ أن 5 = ظ . «رفإن 1 > «. 

ابر هان .من الفرض م = ۾ + ج . اجمع 4 - نكل من الطرفين واستخدم ,(۸2) و(4ه) 
(44)و (۸3) لتحصل على 


() هذه القائمة ليس المقصود بها أن تكون و أدنى أو أقل م . أى إن المعطيات: الثانية 
فى (43) و (44) تنتج من المعطيات الأولى باستخدام (41) . 


۲۲ 


((4-) + »)+ ع 0=a+(-a)=(z+a)+(-a)=‏ 
.> > 0 مود 
البر هان جزء (ب) يترك كتمرين . لاحظ أنه فى الفرض ۶0ط . 
وهو الطلوب إثباته 
الآن نوضح أن العنصرين © - و1/4 ( عندما 0 <4 ) يتعينان كعنصرين وحيدين بواسطة 
اللواص الموجودة فى (84) و (814) . 
۽ - ۴ نظرية . () إذا كانت © » 8 عنصرين من © »0 = ( + فإن b=-a‏ . 
(ب) إذا كانت 0 ۶ه » 6 عنصرين من ۴ و 1 = 4.6 فإن »/1 2 6 . 


البرهان . (1أ) إذا. كانت 0= 8+ ه فنجمع © س إلى كل من الطرفين نحصل على 
0 +م- - (م + م) +(ج-) . نستعمل (82) على الطرف الأيسر ء (43) على الطرف 
الأيمن لممصول على . 
((-a)+a)+b=-—a‏ 
إذا استعملنا (44) ء (83) على الطرف الأيسر › نحصل على © = 5 , 
البر هان لليزء (6) يترك كتمرين للطالب . لاحظ أنه فى الفرض #0 
وهو المطلوب إثباته 
'الخاصيتان (44) و (4) تضمنان إمكانية حل المعادلات 
a+x=0, a‘x=1 (a#*0) ۰‏ 
للمقدار :د » ونظرية م - 4 تتضمن إثبات أن الحل وحيد . وسنوضح الآن أن الأطزاف 
اليسرى من هذه المعادلات بمكن أن تكون عناصر اختيارية من . 
4 - 4 نظرية . () بفرض أن ط و © عناصر اختيارية من . فإن المعادلة - ++ 4 ها 
الحل الوحيد ظا + (۾-) = × 
(ب) بفرض 0 46 و 0 عنصرين اختيارين من ۲ فإن المعادلة =< . ۾ ها الحل الوحيد 
.x = )1/4 .6‏ 
البرهان . ما أن 1= 0+6 -م+((ه-)+») =(ط+(-))+ه فن الواضح 
أن ( + (»-) = × هو حل المعادلة أ = × + © ولتقرير أن هذا هو الل الوحبد ذقط سنفرض 
أن وعد هو أى حل هذه المعادلة » فإذن 3 


a+xı=b 


۲۲ 


نضيف © - إلى كل من الطرفين نحصل على 
(-a)+(a+ xı) =(-a)+b‏ 
وإذا استخدمنا (۸3) » (44) و (۸2) نحصل على 
+ (4 + 4ه-) ع رعر + 0 د رع 
5+ (ه-) = =(-a)+(a+xı)‏ 
إذن (+ (م-) x=‏ وهو المطلوب إثباته 
برهان الجزء (ب) يرك كتمرين . 


4 - ه نظرية. إذا كانت © » 8 أى عنصرين من ۴ ٠‏ فيد 


)1( 6400-0 (ب) ٩‏ -(1-) 2م 
)ج( (ط-) + =(a +b) = (~a)‏ (د) 4= -)-a(‏ 
لك 1= 1(1( 


البرهان . (أ) من )M3(‏ » نعرف أن ۾ = 6.1 . إذن 
a+a‘0=a‘1+a‘0=a°(1+0)‏ 
۾=1 =a‘‏ 
إذا استخدمنا نظرية ٤‏ - ۲ (أ) فنستدل أن 0 = 4.0. 
(ب) من الواضح أن 
a+(-1)‘a=1۰a+(-1)۰a=(1+(-1))- a‏ 
=0۰-a=0‏ 
وينتج من نظرية ٤‏ - م (1) أن ي = ي.(1=) 
(ج ) لدینا 
-)+»4١(1-)ع‏ رم ج») ١‏ (1-) - (م+ه)- 
(-a)+(-b)‏ = 
(د) من (44) يكون 0= ه +(ه-) وما أن الحل الوحيد حسب نظرية 4 - م (1) 
فينتج أن (»-)- = . 
(ه)ف جزء (ب) » نعوض 1- =4 . فيكون 
-)-1-)-1«١)-1(‏ 
إذن المطلوب ينتج من الجزء (د) بوضع 1 =4 . وهو المطلوب إثباته 
۲٤‏ 


۽ - ١‏ نظرية. (أ)إذا كانت û € R‏ <« 0غده ùl‏ 40ه/1 < 1/(1/a)=a‏ 
(ب) إذا كانت ۸ ٤ط‏ يه » 0 = 5.» فإنه إما 0 = ي أو 0= ۵. 
(ج )إذا كانت (~a).(—b) = a. b ùl a, be R‏ 
(د)إذا كانت ۴ع › ۶0۾ فإن (ه/1) ¬= 2 -)/1 . 
البرهان . (أ) إذا كانت 0 عوج » فإن 1/40 لأنه خلاف ذلك ( 1/6 ).2 =1 
0 = 4.0 = وهذا يخالف )M3(‏ وما أن 1 = » . (1/0) فيتبع من نظرية 4-م(ب) 
أن (»/1/)1 ده. 
(ب) نفرض أن 0 = 4.85 وأن 60آه بالضرب فى 1/6 نحصل عل 
b=1۰b = ((1/a)‘ a) b= (1/a) ‘° (a ١ b)‏ 
(1/a)*0=0.‏ = 
وتعليل مشابه عند 0 ۶ظط 
(ج )من نظرية ٤‏ - ه ء يكون 4. (1-) -ه©-.1(.5-) = 5 - إذن 
)-1(١ a) ° )-1(١ b)‏ - (ط-) ١‏ (م-) 
)4١)-1(٠١ ))-1(١6(‏ = 
=a‘ ))-1١)-1(١8--1-08‏ 
.مع 
(د) إذا كانت 4*0 ءفإن 1/440 › 440- . ما أن] > ›a.)1/4(‏ 
ينتج من الجزء (ج ) أن 1 = [(1/4) -] . (4-) . إذا استعملنا نظرية 6-4 (ب) نستنتج 
أن /1) - = ره -)/1. وهو المطلوب إثباته 


الأعداد الجذرية ( المنقطة ) : 
من الآن سوف لا نستعمل النقطة لتشير إلى الضرب ونكتب 5 »© لأجل 5 . © . وكالمعتاد 
سنكتب 82 لأجل هه » 3ه لأجل ,42(4) = ممه وإذا كانت ع۸" فتعرف ‏ 45+12 
۾("۵) وينتج باستخدام الاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت ۸٤۸‏ ,۳ فإن 
a” = a" a"‏ )*( 
لأى ۸ عه . بالثل سنكتب ۲ لأجل ۴٠١+١‏ لأجل 1+(1+1)-2+1 
وهكذا . و بالإضافة إلى ذلك سنكتب عادة ي - 8 بدلا من (»-) + م = ط + (ه-) وإذا كانت 
040 » عادة سنکتب ١‏ 


o 


بدلا من (/1) . 5 >5 . (©/1) . وأيضاً سنكتب “حم لأجل ه/1 » "سه لأجل 
*1/6 . ويمكن تؤضيح أن الصيغة (») السابقة صحيحة عندما 2 >2 ,م بفرض أن 
0عجه . 


عناصر 8 الى على الصورة 


عندما 0 6ه ,لاا 8 ,ي يقال إنها أعداد قياسية أو جذرية أو منطقة وفئة كل الأعداد 
القياسية فى ٩‏ سير مز لها بالرمز © القياسى . كل العناصر فى ۴ الى ليست أعداداً قياسية يقال 
٠‏ إنها أعداد غير. قياسية . ومع أن هذا التعبير غير حسن لكنه قياسى وسنختاره , 


وسنخم هذا الباب ببرهان الحقيقة الى تقول إنه لا يوجد عدد قيامى مربعه ۴ . 
.4 - ۷ نظرية . لايوجد عدد قيانى ٣‏ بحيث أن 2 = 2م , 


البرهان ٠‏ نفرض على المكس أن 2 = *(4/م)» حيث م » ي أعداد صميحة يمكننا بدون . 
فقد السومية أن نفرض أن ص » ۾ ليس بينبما عامل مشتر ك صميح (لماذا ؟ ) وبما أن 22 = غم 
٠‏ فينتج من ذلك أن ص يحب أن تكون عدداً زوجياً صحيحاً ( لأنه إذا كانت 2۸+1=م ' 
فردية فإن +1+(/2+*2)26 = 1+ )4۸+4 =”م تكون فردية) أى إن 2= م 
لعدد صميح ما ۸ وحينئذ 202 = 4۸7 ومن ذلك ينتج أن 262 = 92 ومن ثم ۾ يحب أن 

تكون أيضا زوجية . وإذن كلا من م › 4 يقبل القسمة على 2 وهذا عكس فرضنا . 
وهو المطلوب إثبساته 


تمرينات : 
۾ د (أ) أثبت جزء (ب) من نظرية 4 - 8 . 
۽ - (ب) أثبت جزء (ب) من نظرية ٤‏ -م . 
4 - (ج) أثبت جزء (ج ) من نظرية م - 4 . 
؛ -( د) باستخدام الاستنتاج الرياضى . وضح أنه إذا كانت €۴» > 861 ,0 فإن 


a" = a" 
a""=a”a” فإن‎ m,۸1€62 . #0 › €۲ -(ه) وضح أنه إذا كانت‎ 4 


۳1 


۾ -( و ) استخدم البحث المذكور فى نظرية ؛ - ۷ لتوضيح أنه لايوجد عدد قياسى ى تحيث أن 
2-6و 

4 -( ز) أجر تعديلا فى برهنة نظرية 4- ۷ لتوضح أن لايوجد عدد قياسى ۴ محيث أن 3= 1. 

4 - (ح) إذا كانت 68 غير قياسية  ۲٤۴.۲۶0‏ قياسية فوضح أن ع + r cr‏ 


غير قياسيين . 


الباب الخامس الخواص الرتبة للفئة 8 : 


الغرضى من هذا الباب هو إدخال آهية الخواص المرتبة للمقدار © والى ستلعب دوراً مهما 
فى الأبواب القادمة . وأبسط الطرق لتصور الر تبة هو الاستفادة من تصور « الإيحابية الاقيقة 
أو الإيحابية المضبوطة » والى سنشر حها . 


ه - ١‏ الحواص المرتبة المقدار ۴ . يوجد فئة جزئية غير خالية ۴ من 2 تسمى الفئة للأعداد 
الحقيقية الموجبة الدقيقة وهى تحقق هذه اللواص . 

(1) إذا كانت ط و » تنتمی إلى م فإن 6 + ۾ تنتمى إلى . 

(11) إذا كانت ط و ۾ تنتمى إلى م فإن 06 تنتمى إلى ۲ . 

(111) إذا كانت »© تنتمى إلى ۸ فتتحقق بالضبط و احدة من العلاقات الآتية : 


الشرط (111) أحياناً يسمى خاصية واحدة من ثلاث . وهى تعنى أن الفئة 
N={-a:aeP}‏ > أحياناً تسمى الفثة للأعداد الحقيقية السالبة المضبوطة الى ليس ها 
عناصر مشتركة مع ۶ . وفى الحقيقة الفئة الكلية ۳ هى اتحاد الفئات الثلاث غير المتصلة 
وهى N‏ ,0 و2 . 


م - ۲ تعريف . إذا كانت 2 ع ۾ فنقول إن ۾ عدد حقيى موجب مضبوط ونكتب 0< 4 
وإذا كانت ۾ إما فى ۶ أو صفراً » فنقول إن » هى © عدد حقيق موجب ويكتب 0 < » 
وإذا كانت 2 »© 6- فنقول إن © عدد حقيى سالب مضبوط ويكتب 0 > © » وإذا كانت 6 
إما فى ۶ أو صفراً فنقول إن 0 عدد حقيق سالب ويكتب 50 4 . 

ومن الملاحظ - طبقاً لما قدم من مصطلحات - أن الرقم 0 يكو ن إما موجباً أو سالا » 
وهو العدد الوحيد الذى له هذه المئزلة المزدوجة . وهذا الاصطلاح رما يبدو فى الأول غريبا 
ولكنه سيثبت أنه ملام ببعض الم لفين حتفظون بالتغيير « موجب» لعناصر الفئة / ويستعملون 
التعبير « ليس سالياً » لعناصر الفعة (10لا851 . 


۷ 


الآن نقدم العلاقات المرتبة . 

ه - ۴ تعريف . بفرض أن 8 و © عنصران من 2 وإذا كانت €۶ 8- م فإننا 
نكتب ظط < ي » وإذا كانت 8ع(64-86)- فإننا نكتب 8 > ©. » وإذا كانت 
a- be P 0)0}‏ فإننا نكتب 8 < © » وإذا كانت » [0]لا4-5(6)- فإئنا 
نكتب 5ك © . 

و كالمعتاد » من المناسب غالباً إبعاد الإشارة ونكتب 

b<a, b>a, bsa, bz>a 
. على التر تيب و بالإضافة إلى ذلك إذا كانت © > 8 » © > 5 » فحينئذ غالبا نكتب‎ 
a<b<c أو‎ c>b>a 
وإذا كانت 8 > » ء »م > ظط ء فحينئذ غالباً نكتب‎ 


c>bz=>a‏ أو م>5كدكه 


خواص الرتبة : 
الآن ستكون الخواص الأساسية لعلاقة الرتبة فى 8 . هذه الحواص هى القوانين المألوفة 
للمتباينات الى قابلها القارىء فى مناهج سابقة > وهذه ستستعمل بكثرة فى الأبواب القادمة وها 
أمية كبرى . 
ه-4 نظرية . بفرض أن © ,8 ,4 عناصر من © » فإن 
(أ) إذا كانت 6 < »» < طفإنء < ». 


(ب) تتحقق بالضبط واحدة من الآق أ > ي ,أدهي ,ثم < ©6. 


(ج) إذا كان 8< » » ي < فإن طض = . 


البرهان . () إذا كانت 8ه » مث تنتمى إلى 5 > فإنه من هسام (1) 
ينتج أن (م- ط) +(ط-ه) = ع -ه أيضاً تسى إلى ه . إذن © < 4 . 
(ب) من ه - ١‏ (11) يتحقق الضبط واحد من الاحتالات الآنية : 
a-beP, a-b=0, b-a=-(a-b)eP‏ 
(+) إذا كانت 0ط <ه فن الجزء (ب) يجب أن يكون لدينا إا 6ه أو ۾ سط 
فى م . إذن إما ۵ < ي أو ي < 8 وف أى حالة واحدة من الفروض حدث له مناقضة . 
وهو المطلوب إثيساته 


۲۸ 


و -ه نظرية . (أ)إذا كانت *1 ع4 * 0 ء فإن 0 < ۾ , 
(ب) 0 <1 . 
(ج( إذا كانت لارع م ء» فإن 2<0 . 
البر هان . (أ) إما ي أو ۾ - ینتمی إلى م . إذاكانت عه فإنه من ١-١‏ (اً) يكون 
er‏ هم 2م » وإذا كانت عم » فإنه من نظرية ٤‏ - ۷ ( ج) يكون (0-) = ”۾ 
)-a(€P‏ . إذن ی أى حالة ?۾ . 
(ب) ماآن *(1) = 1 » الاستنتاج ينتج من (1) . 
( ج) نستعمل الاستنتاج الرياضى » وصعة الفرض عند 1 = 8 هو جزء (ب) إذاكان ذلك 
صعيحاً المد الطبيعى ۸ ( أو بمعنى آخر نفرض أن 2 > 6 ) وما أن 2 1€ فينتج من ه-١‏ () 
أن 16+ ٠‏ إذن الفرض صميح لكل الأعداد الطبيعية . 
وهؤ المطلوب إثياته 
الحواص الآثية من الحتمل أن تكون مألوفة للقارىء . 
ه - 4 نظرية . بفرض 4 و © و 5 و 4 عناصر من ٩‏ فإن : 
(أ) إذا كان 5 < ي فإن »+ ط<c+a‏ 
(ب) إذا كان 6 < 4 و 4 e<‏ فإن 4 +6< 4+٠‏ 
(ج) إذا كان 5 < و c<0‏ فإن عط < ظط . 
(ج/) اذا كان 6< © و 0>» فان 8 > ¢ . 
(د) إذا كان 0 < 4 فإن 0< 1/6 . 
(د/) إذا كان 0 > فان 0 > 1/6 . 


البرهان . (1أ) لاحظ أنط -» = ( + م)-(0 + )a‏ 

(ب) إذا كانت 8-» ء د تنتمى إلى م > إذن من ١-٠١‏ (1) نستنتج أن 
(4ل-ع)+(م-»)- (ل +م)- ل +م) تنتى إلى ۶ . 

(ج) إذا كانت 8-هم » © تنمى إلى ۶ ء فإنه من ه-١‏ (11) تكون 
ء(5 -ه) = عط مه أيضاً تنتى إلى 2 . 

( ج) إذا كانت 8-هم » م6- تنسمى إلى م > فإنه من ه-١‏ (ة) 
(»-)(bط-4)‏ دعمه هث أيضاً تنتمی إلى 2 . 
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(د) إذا كانت 0 < ۾ » فإن من ١-١‏ (111) 40 عيث أن العنصر ©/1 موجود . 
وإذا كانت 0 = 1/64 فإن 0 = (©/1) © = 1 وهذا تناقض . وإذا كانت 0 > 1/6 فإن 
جزء (ج ) حيث 1/4 - » يدل على أن 0 > (1/4) » = 1 وهذا تناقض مع هاه 
(ب) . لذلك يحب أن يكون لدينا 0 < 1/6 لأن الإمكانيتين الآخرتين قد استبعدتا . 

( د“ ) هذه مكن برهتها بطريقة مشابهة للبرهان فى ( د) أو مباشرة يمكن استحضار 
نظرية 4 - 4 (د) واستخدام (د) مباشرة . 

وهو المطلوب إثباته 

هم -ب؟ نظرية . إذا كان 8 < © » فإن < (ط + 4)4< a‏ 

البرهان . ما أن 8 < » فن نظرية ه- 5 (أ) بأخذ ۾ = ء ينتج أن طا +< م2 
ومن نظرية ه - + (أ) بأخذ »= ينتج أن 20 < م + وءن نظرية ه - ه (ج ) نعرف 


أن 2<0 ومن نظرية ه - ٠‏ (د) نعرف أن 4<0 . وباستخدام نظرية 5-65 (ج) 
بأعذ 2,624 نستنتج أن ša+b)>b« a>#Ha+b)‏ , إزن a>ša+b)>b‏ 


وهو المطلوب إثباته 


والنظرية الى برهنت حالا ( عند 0 = 6) تدل على أنه لأى عدد موجب مضبوط معطى 
وليكن © » يوجد عدد مضبوط موجب أصغر ( يسمى © 4# ) أى إنه لا يوجد عدد موجب 
حقيق مضبوط محيث يكون أصغر ما بمكن . 


قد رأينا من قبل أنه إذاكانت 0 < » 0 < ظط » فإن 0 < 45 وأيضاً إذاكانت 0 > 4» 
0 >8 فإن 0 < مه . ستوضح الآن أن المكس صميح . 


ه - ۸ نظرية . إذا كانت 0 < 5ه فإن إما 0 < ي » 0 < 5 وإما 0 > هم» 0 > 5 , 


البرهان . إذا كانت 0 < 5ه فإن 0 4ه ء 0( (لاذا ؟) . وإذا كانت 0 < 4» 
فإنه من نظرية ه- 4 (د) نستدل على أن 0 < 1/4 ومن ٦-۰‏ (ج) نجد أن 
b = ((1/a) a) b = (1/a)(ab) > 0‏ 


ومعنى آخر إذا كانت 0 > © فينتج من نظرية ٠-١‏ (د/) أن 0 > 1/4 ومن 
ه-ه (+/) نجد أن 0 > (طم)(ه/1) = 1/4((5)) = b‏ . وهو المطلوب إثباته . 


ه - 4 نتيجة . إذا كانت 0 > 5ه فإنه إما 0 < © › 0 > 5 أو 0 > © » 0< 6 . 
البر هان يرك كتمرين . 
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القيمة المطلقة : 
الخاصية واحد من ثلاث المذكورة فى ه - ١‏ (ففة) تؤكد أنه إذا كانت 20م فإن 
واحدا من الرقدين © » » - موجب مضبوط . القيمة المطلقة للمقدار 0ى يعرف بأنه واحد 
موجب مضبوط من الزوج إه وه » و القيمة المطلقة الصفر تعرف بأنها تكو نصفراً . 
۾ - ٠٠‏ تعريف . إذا كانت ۸ ع © فإن القيمة المطلقة المقدار © يرمز لها بالرمز 
| »| ويعرف بالآتقى : 
۾ = || إذا كانت 4<0 . 
۾ = إذا كانت 0 > © . 
أى إن نطاق الدالة المطلقة القيمة هو كل الفئة ۴۸ » ومداء هو (0) ل م ويرسم العنصران 
م س و إلى نفس العنصر . 
ه - ١١‏ نظرية . (0)1 = | » |إذا وإذا فقط إذا كانت 0 > © . 
)ب( |-a|=|a|‏ لحميع ae R‏ 
|ab|=|a| |b) ©‏ لكل a, be R‏ 
(د) إذا كانت 0 < » فإن ك | »| إذا وإذا فقط © 5 52 »س . 
(ه) || = مع إ|ء|- لكل a€ R‏ 
البرهان . (أ) إذا كانت 0 = » فإنه من التعريف 0 = |0| » وإذا كانت 4<0 
فإنه أيضاً 0عد»ه- أى إن 60|ه| 
(ب) إذا كانت 0 = ه فإن |0-|=0|=0| » وإذا كانت 0 <4 فإن 
إه-| = = || » وإذا كانت 0 > 4 فإن |ه-|=ه- = إه| 
(ج) إذا كانت 0 < 2 0<0 فإن 0 < 5ه ومن ثم إض|ه| = ›|ab| = ab‏ 
وإذا كانت 0 > 4 › 0< 6 فان 0 > 45 وينتج |a| |b|‏ = 5(ه-) - lab|= -(ab)‏ 
والحالات الأخرى بمكن معالحها بنفس الطريقة . 
(د) إذا كانت م > | »| ٠»‏ فإن كلا من »© > 4و #86 - (لماذا ؟) وكا سبق 


ومن نظرية ه-5 (ج /) نستنتج أن ۾ > 6- ومن ثم »> ۾ ك والمكس » إذا 
كانت هذه العلاقة صحيحة فإن كلا من © > © و © > ۾ س ما يثيت أن © ك | © | . 


(ه) استخدم جزء (د) عند 0 <| | = وهو المطلوب إثباته . 
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النتيجة القادمة ستستخسدم. كثير! فيا ينجم عن ذلك . ( تذكسر أن 4+8 تعى 
كلا من 8+ ۾ وح ه) . 
ه - ٠۲‏ متباينة المثلث . إذا كانت 8 و 4 أى عددين حقيقيين » فإن 
+|b|‏ اها = زف la‏ > | إف|- ها | 
البرهان . طبقاً لنظرية ١١-06‏ (ه) نجد أن (ه| عد م2 وم > 
|| = مع = |إط|- و باستخدام ه-5 (ب) نستنتج أن 
-(la|+|bD = -|a|-|b| = a ±b = |a| + |b|‏ 
من نظرية ۱۱-۰ (د) ينتج أن |ط| + إم| = زمغ »| ما يغبت الحزء الثانى من المتباينة . 
وما أن || +61 -»ه]>]|ث +6 -»)[|- |ه| (لماذا ؟) ينتج أن 
| مزع إط|-إه| . وبالمشل إط -ه|= |إه|-|ط| (لماذا ؟) بضم هاتين المتباينتين 
نستنتج أن إط- ه| > | |5|-|»>|| الى هى الحزء الأول من التباينة بعلامة سالبة . للعصول 
عل المتباينة بعلامة موجبة نضع 8 - بدلا من 8 . وهو المطلوب إثباته 
هو- م1 نتيجة : إذا كانت رت و... ود و أى أعداد حقيقية عددها # فإن 
la2| +۰° °+ |an|‏ + إيه| = زموم+ ٠١‏ ٠خيه‏ + وإ 
البرهان : إذا كانت 2 = ۸ » فالاستنتاج هو ه- ١١‏ تثماماً » فإذا كانت 2 < ۸ 
فنستخدم طريقة الاستنتاج الرياضى وكذلك الحقيقة الى تقول إن 
إببية + [(aı + a2 +۰۰ °+ ax)‏ > إببيه + ٠١+ ax‏ جيه + |aı‏ 
اها +امم+ ٠٠‏ ٠+يم+‏ ره| < وهو المطلوب إثباته 
تمرينات : 
ه - (أ) إذا كانت ۴ ٤ط‏ ,۾ » 0= + فين أن 0 = 6د ». 
ه - (ب) إذا كانت ع8 فوضح أن < ۸ وحينذ «/1 > 1/۸. 
ه - (ج) إذا كانت8عه,1-< وفوضم أن »+1 ح "زه +1) لكل ne۸‏ . 
هذه المتباينة تسمى متباينة برنويل(*) ( إرشاد : استعمل الاستنتاج الرياضى ) . 
ه - (د) إذا كانت #عء ,1< فوضح أن "=٤‏ لمميع n€N‏ 
(إرشاد : 1+6حء عندما 0 < © ). 


(ه) جاكوب برئويل ( ١7١٠ - ١564‏ ) من أسرة سويسرية الى أنتجت عدة 


رياضيين الذين لم فضل فى تطوير عل التفاضل والتكامل . 
1 


ه - (ھ) إذا كانت c٤۸‏ ,1< فوضح أن “مح "ع عند لالع 7 يد mz n,‏ 
ه - (و) بفرض أن 1 > م > 0 وإذا كانت 80,5610 ,2 < 0 فوضح أن 
1 > #م > 7م > 20 
ه — (J)‏ وضح أن 27 > ۸ لخميع لزع ير ومن ثم 1/7 > "1/2 لکل neN‏ 
2١ E)‏ إذا كانت © ء 8 عددين حقيقيين موجبين » × ٤‏ ۸ فإن "ط>"ي إذا وإذا فقط 
كانت 8 > © . 
ه - (ط) بين أى إذا كانت أك بدك ماء طك ركص فإن ممع إبر-«|. 
فسر ذلك هندسياً . 
ه - (ى) بفرض 8ه ,8<0 . وضح أن 3+ة>×>ة-ه إذا وإذا فقط » 
5 > | - »×| وباثل 8 + ك ×> 8 - ه إذا وإذا فقط 8 > | © - *]. 
ه - (4) إذا كانت ٤۴‏ 0 به » 0غعدط فبين أن ||/|| - اذله| 
ه - (ل) وضح إذا كانت ۴ ط به فإن |ط|+ || إن + و| إذا وإذا فقط 0ح ذه . 
ەه 65 ارسم رسا تمخطيطيا (رسم مجمل) للنقط (رو×) فى المستوى ‏ × ۴ حيث |× | =| ب 
ه - (ن) ارسم رسا تخطيطياً ( دمم مجمل ) النقط (ر ,×) فى المستوى ۸×۴ حيث 
lxl+|y|=1‏ 
ه - (س) إذا كانت 2 ور و× تنتمى إلى 8 فإن 2 ك بر ك عد إذا وإذا فقط 
|x|‏ =|2-ر] +| ر—*|. 
ه - (ع) إذا كانت 1 > ۾ > 0 فإن 1 > م > 42 > 0 بي إذا كانت © > 1 فان 


2< ه > 1. 


الباب السادس ‏ خاصية الاتمام أو الاكمال للمقدار ‏ ۴ : 
فى هذا الباب سنقدم خاصية إضافية لنظام العدد الحقيق الى تسمى غالبا « خاصية الإتمام » 
حيث تضمن وجود العناصر فى 18 عند تحقيق فروض معيئة . يوجد روايات أو تحويلات كثيرة 
لخاصية التتام أو الإتمام ولكن سنختار هنا إعطاء الطريقة الأكثر فاعلية مفتر ضين أن الفئات 
انحدودة فى +1 محدودة من أعلى 1 
الأعلى والآدنى : 
الآن سنقدم تصوراً لحد الأعلى لفعة أعداد حقيقية . وهذه الفكرة ها أهضية قصوى فى 
الأبواب القادمة . 
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. ۴ تعريف . بفرض 5 فئة جزئية من‎ ١-5 

(أ) عنصر ۸ ع يقال إنه حد أعلى للفئة الحزئية 5 إذا كانت # ك ى لكل 5 ع5 

(ب) عنصر. 2 ع س يقال إنه حد أسفل للفئة الحزئية 5 إذا كانت و ك س لكل 5 © 5 

نلاحظ أن فئة جزئية ۴ ح و رما ليس لما حد أعلى (مثال ذلك عند أخذ ۸ =$ . لكن 
إذا كانت لما حد أعلى وأحد فحينئذ يكون لا عدد لا نات ( لأنه إذا كانت © حداً أعلى 
الفئة 8 فحينئذ ” + = هو أيضاً حد أعلى للفئة '5 لأى لاع مر ) . ومرة أخرى الفئة 
=)x eR :0 > x >1(‏ رى الدالأعل لما هو واجد صحيح » وفى الحقيقة » أى عدد 1 جه 
هو حد أعلى للفئة ,$ . وبالمثل الفئة (1 > +« > ۸:0 ع «) حي لطا نفس الد الأعلى 
مثل وى . لاحظ أن وى تحتوى الحد الأعلى الذى قيمته واحد حيح بيا £ لا يحتوى أيا من 
حدوده العليا (لماذا لا يمكن لمدد م ثل 1 > ء أن يكون حدا أعلى للفئة رق ؟) . 

و لتوضيح أن عددا »eR‏ لايكون حداً أعلى للمقدار ۸ > 5 بحب أن توجد عنصرا 
وع,ى عيث أن ىى > » . فإذا كانت 5-0 أى الفئة الكالية فلا بممكن عمل هذا . وبناء 
عليه تكون الفثة الحالية ها خاصية غريبة وغير عادية وهى أن أى عدد حقيق هو حد أعلى وأيضاً 
أى عدد حقيق هو حد أدنى للفئة الحالية م . وهذا ريما يكون غير طبيعى و لكنه نتيجة منطقية 
لتعار يفنا ولذلك يحب أن نقبله . 
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الحدود المليا للمقدار 58 الحدود الاقل للمقدار 5 
( شكل + - )١‏ الأعلى والأدف 

وكاصطلاح 2 عندما يكون للفئة حد أعلى نقول إنها محدودة من أعلل وعندما يكون الففة 
حد أدنى نقول إنها محدودة من أسفل . وإذا كانت الفئة ها كل من الد الأعلى والحد الأدنى فنقول 
إنها محدودة . وإذا كانت الفئة ينقصها إما الخد الأعلى أو الحد الأدنى فنقول إنها غير 
محدودة . إذن وى » رك السابقتان كلما محدودتان . كيفما كان فإن الفثة الحزئية 
(2:2<0 ع ]x‏ = 5 للفئة ٩‏ غير محدودة لأنها ليس لما حداً أعلى . وبالمثل الفئة ۴ غير 
محدودة لأنه ليس ها إما حد أعلى أو حد أدلى . 


1-5 تعريف . نقرض أن 5: هى فثة جزلية من ۴ . 
(1) إذا كانت 5 محدودة من أعلى فحينئذ يقال الد الأعلى من 5 أنه الأعلى ( أو أقل 
حد أعل ) من ىك إذا كان أقل من أى حد أعلى آخر من 8 . 
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(ب) إذا كانت £ محدودة من أسفل فحينئذ يقال الد الأدنى من £ أنه الأدنى ( أو أكبر 
حد أدنى ) من 5, إذا کان أكبر من أى حد أدى آخر من $ ۔ 
(انظر الشكل )١-5‏ . 
وبتعبير مختلف » عدد © عه هو الأعلى من الفئة الحزئية 5 للفئه ۸ إذا حقق 
الشر طان الآتيان : 


(1) »كە لكل وءعى 

(11) إذا كانت ا أى عدد بحيث 0 > ى لكل 5ءء فإن « ك #ن . وف الحقيقة الشرط 
(1) يجعل » حداً أعلى من 8 » والشرط (ذة) يوضح أن » أقل من أى حد أعلى آخر من 8 . 

وځ الواضح أنه يوجد فقط أعلى وحيد للفئة الحزئية 5 من ۴ لأنه إذا كانت ,4 › را 
هما أعليان الفئة الحزئية 5 فحينئذ يكونان معاً حدين علويين لافئة الحزئية © وما أن #1 هو 
٠‏ أعلى الفئة الحزئية 5 » »ت هو المد الأعلى للفثة المزئية '5 فيجب أن يكون ر» ك ,4 و بطريقة 


ماثلة بمكن توضيح أن »ا ك د» . ونتيجة لذلك: يكون را = 4 . وبنفس الطريقة يمكن 
أن نوضح أنه يوجد فقط أدنى وحيد للفئة الحزئية 5 من ۴ . وسوف رمز ها بالآق : 


أعلى ى 5 أدلف $ . 
ومن المناسب غالباً أن نعرف خاصية أخرى لأعلى الفئة الخزئية من ۸ . 


۴-۹ مفترض . العدد ۸ عن هو الأعلى لفئة جزئية غير خالية ٣‏ >؟ إذا وإذا 
فقط له المواص الآنية : 

4 لا يوجد عناصر 8 ©و حيث 4>3 . 

(11) إذا كانت * > ا » فحینئذ يوجد عنصر 5 © ر8 بحيث أن <S‏ ` 

البرهان . نفرض أن يه تحقق (1) ع (11) . الشرط () يدل على أن حد 'أعللى 
للفئة 8 . إذا كانت 0 أى عدد حيث ‏ > ا » حينئذ خاصية (11) توضح أن دا لا يمكن 
أن تكون حداً أعلى للفئة $ . إذن © هو أعلا للفئة 8 . 

وبالمكس » تفرض أن » هى حد أعلى إلفئة & . وحيث إن > هى الد الأعلى للفئة 5 
فشر ط (1) يتحقق . وإذا كانت : > ا فحينئذ نا لا تكون حداً أعل للفئة 5 . لذلك يوجد 
عنصر وح ري نحيث إن رى > 0 . 


وهو المطلوب إثباته . 
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ويجب أن يقنع القارىء نفسه بأن العدد 1 هو الأعلى لكلتا الفئتين ,£ > جك المعرفتين 
بعد تعريف *- ١‏ . نلاحظ أن رک تحتوى أعلاها ولكن 51 لا تحتوى أعلاها . أى إنه عند 
قولنا أن فئة لها أعلى فليس هناك نص على كون الفئة تحتوى أعلاها كعتصر فيا آم لا . 

الخاصية الأساسية والعميقة لنظام العدد الحقيى هى : كل فثة جزئية غير خالية للفئة ۴ 
ومحدودة من فوق يوجد ها أعلى . وسلاتخدم استعمالا هاماً ومتكرراً هذه الخاصية الى هى 
آخر فرض لنا عن . 

. خاصية العسلو . كل فة أعداد حقيقية وغير خالية ومحدودة من فوق لا أعلى‎ 4 - ٩ 

والخاصية الاناظ_ة الأدى ممكن تكوينها من خاصية العلو بسبولة . 

١‏ - ه خاصية الأدنى . كل فئة أعداد حقيقية وغير خالية وها حد أسفل يكون لما 
أدل . 

البرهان ٠‏ نفرض أن £ محدودة من أسفل وبفرض (5 ٤‏ ء:ء-)=,5 محيث إن ,8 
محدودة من أعلى . خاصية العلو تؤ كد أن $ لما أعلى وليكن » » وسنتر كها القارىء لتوضيح 
أن »س هى الأدل للففة كر . 

وهو المطلوب إثباته 

خاصية ارشميدس©) : 

نتيجة هامة من خاصية العلو هو أن الفعة الحزئية /2 للأعداد الطبيعية ليست محدودة من أعل 
فى لم . وبالتخصيص هنا یمی أنه بتحديد أى عدد حقيقى × فإنه يوجد عدد طبيعى پر۸ بحيث 
يكون أكبر من × ( وإلا كانت × حداً أعلى المقدار ۸ ) . وسنبرهن هذا النص الآن : 

٩‏ - 5 خاصية أرشميدس . إذا كانت 12ج فيوجد عدد طبيعى N‏ ع يم بحيث أن 
<x‏ *. 

البرهان . إذا لم يكن الاستنتاج عحيحاً فإن × حد أعلى للمقدار N‏ . 

لذلك باستخدام خاصية العلوء نجد أن 7 ها أعلى مثل > . حيث × هى حد أعلى للفئة /2 » 
فينتج أن بد ك © . و ما أن يه > 1 لا فينتج من مفترض ٩‏ - م (ة) أنه يوجد N‏ ۸۱6 
حيث أن ۸ > 1 - يا . وإذن 1 + رم > ں ولكن ما أن ۸ ٤‏ 1+ ,۸ فهذا يخالف الفرض 
وهو أن > هى حداً أعلى للفئة ١‏ 


(«) هذه الخاصية للمقدار © تسمى باسم أرشميدس (1لم+-؟١١0)‏ قبل الميلاد الذى كان 
يلقب بعقل العصور القديمة (خاصة الرومان واليونان) وكان واحداً من المؤسسين للطريقة العلمية . 
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+- ۷ نتيجة . إذا فرضنا أن بر ء 2 عددان حقيقيان موجبان بالضبط فإن : 
(أ) يوجد عدد طبيعى # نحيث إن 2 < ۸ . 
(ب) يوجد عدد طبيعى ۸ نحيث إن 2 > 1/۸ > 0 . 
(+) يوجد عدد طبيعى ۸ محيث إن ۸ > برك 1--#. 
البرهان . (1) مما أن نز 2 موجبان بالضبط فإن بر/ج = × هو أيضا موجب بالفنبط » 
نفرض رج ير بحيث إن # > × = برإج . إذن رم > 2 كالمطلوب . 
(ب) نفرض أن €۸ ۸ میٹ ۸ > 1/2 > 0 حينئذ 2 > 1/۸ > 0 . 
(+)( خاصية أرشيدس تؤ كد وجود أعداد طبيعية 7 حيث :8 > نز وإذا فرضنا أن 7 
ھی أقل عدد طبيعى كهذا ( انظر باب م ) فينتج ۸ > لرک 1س2 , 
وهو المطلوب اثباته . 
نلاحظ بعد نظرية ۷-١‏ أنه لا يوجد أصغر عدد حقيق موجب بالضبط . نتيجة 1-5(ب) 
توضح أنه لأى 2<0 يوجد عدد قياى على الصورة 1/۸ حيث 2 > 1/۸ > 0. 
أحياناً نقول « يوجد أعداد قياسية صغيرة اختيارية على الصورة #/1 » . 
وجود العدد 2/. : 
صفة هامة لخاصية العلو هى أنها ( كا قلنا سابقاً ) تؤ كد وجود أعداد حقيقية معينة . 
وسنستخدمها مرات عديدة بهذا الممنى . والآن سنوضح أنها تضمن و جود عدد حقيق موجب علا 
بحيث إن 2 = × » أى جذر تربيعى موجب للمقدار 2 . وهذه النتيجة تكمل نظرية ٤‏ - ۷ . 


. ×” = 2 ع × بحيث إن‎ ٩ نظرية . يوجد عدد موجب‎ ۸-٩ 


البر هان . نفرض 2> ”ر ,ر > 2:0 عر - 5 » الفئة © محدودة من أعلى 
بالمدد 2 لأنه إذا م يكن كذلك فإنه يوجد عنصر ؟5عء محيث إن ى > 2 ومن ذلك 
ينتج أن 2 > 2ى > 4 أى تناقض للغرض ومن خاصية العلو يكون للفعة 5 أعلى وإذا فرضناً 
أن ى صناة = عد فن الواضح أن 0 < × . 

وإذا زعمنا أن 2-2 لأنه إذا لم يكن هذا صعيحاً فحينئذ إما 2 > ”× أو 2 < 2 فإذا 
كانت 2 < 2د فنفرض أن ۸٤ N‏ قد اختيرت بحيث أن (1+ ×2)/(× -2) > 1/۸ وى 
هذه الحالة يكون 
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وهذا معناء أن ٤5S‏ 1/۸+× أى تخالف لقيقة أن × هى الد الأعل للفئة 28 . 


إذا كانت 2 < × » فتختار لزع م بحيث أن «2(/2 - ”×) > /1 . وماآن 
SP 5‏ = × يوجد 68ء حيث وى > 1/77 سير > لکن هذا يعنى أن 


0 2+ مك‎ (3 < So 
إذن 2 < تمى » أى تخالف لقيقة أن 5065و‎ 


و ما أننا قد استبعدنا إمكانية أن 2 > ”× » 2 < 2 فيجب أن يكون 2 د هبر 
وهو المطلوب اثباته 

بتعديل بسيط فى نظرية 5 - ۸ » يمكن للقارىء أن يوضح أنه إذا كانت 0 < 4 فحينفذ 
يوجد عدد وحيد 0 < ط بحيث أن © = 82 . نسمى 8 المذر التربيعى الموجب المقدار © ونرمز 
له بالرمز ْ 

b=va أو‎ b=a"” 

نعرف الآن أنه يوجد على الأقل عنصر واحد غير قيابى » وهو 2//ه ( الحذر 
التر بيعى الموجب للمقدار 2 ) . وف الحقيقة يوجد أكثر من أعداد غير قياسية عن الأعداد القياسية 
بمعنى ( کا رأينا فى باب م ) أن الفئة للأعداد القياسية عددية أو قابلة للعد بيا الفئة للأعداد غير 
القياسية غير عددية أو غير قابلة للعد . وسنوضح الآن أنه يوجد أعداد غير قياسية صغيرة اختيارية 
وهذه النتيجة تتمم نتيجة ۷-٩‏ . 

نتيجة 6- 4 . بفرض 0 < و عدد غير قياسى » وبفرض أن 0 < 2 . فحینئذ يوجد عدد 
طبيعى 1 بحيث إن العسدد غير القياسى 5/74 يحقق 2 > +« > 


اليرهان . ما أن 0 < 0,2 < وا » فينتج من نظرية ه - ٦‏ (د) » (e) =e‏ 
أن 0 < ٤/۶‏ . ومن خاصية أرشيدس يوجد عدد طبيعى 7# بحيث إن 7# > ٤/2‏ > 0 . وإذن 
2 > "| > 0 و توضيح أن 6/۸ غير قیاسی يترك كتدريب . 

وهو المطلوب إثياته 


والآن سنوضح اين ای کن ن عور ين بود مد انی رة ر قیاسی 
( ونی الحقيقة يوجد عدد لا نان من كل نوع ) . 


٠١-5‏ نظرية ٠‏ بفرض × > لر عددين حقيقيين حيث لر > + فإن 
(أ) يوجد حينئذ عدد قياسى + بحيث إن بر> م > × . 
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(ب) إذا كانت 0 < و أى عدد غير قياسى فإنه يوجد عدد قياسى ى محيث إن المدد غير 
القيانى وى يحقق بر > او > × . 


البرهان : لا يوجد تغيير فى التعمم لفرض أن ×> 0 : (لماذا ؟) 


() بما أن 0 < × س ر فينتج من نتيجة + 7 (ب) أنه يوجد عدد طبيعى ۸ عيث 
إن × سر > ”|1 > 0 . ومن نتيجة 75 (أ) يوجد عدد طبيعى # بحيث إن 


وو 

m m 
' وسنفرض أن ۸ هو أقل عدد طبيعى كهذا فينتج أن‎ 
ue ارين‎ 


> 8> 
7 m 


و يتضح لدينا أيضاً أن بر > ۸/٩‏ وإله 


n‏ مر 
جم وه عه ك2 
m m‏ 


والی ينتج منها أن 1/7# > × برء أى تخالف لاختيار 78 وإذن لر > ۸|۸ > ×. 
(ب) نفرض أن لر >× > 0 » 0 < يّ فيكون لدينا 5/ر > 5/*. ومن جز (1) » 


يوجد عدد قياسى 5 بحيث إن ار > 5 > 5/< . ولذلك بر > ی > × (وضح أن ی 
غير قیاسی ) . وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 

. (أ) أثبت أن فة الأعداد الحقيقية غير الخالية والحدودة لها أعلى وأدنى‎ - ٠ 

5 - (ب) إذا كانت فثة جزئية 5 للفئة ۴ ا حد علوى فحينئذ يكون هذا الد العلوى أعلى 
للفئة الحزئية ك . 

. ج) اعط مثالا لفئة أعداد قياسية بحيث تكون محدودة ولكن ليس هما أعلى قياسى‎ ( - ١ 

5 - (د) اعط مثالا لفثة أعداد غير قياسية بحيث تكون لا أعلى قيامى . 

. (ه) أثبت أن اتحاد فنتين محدودتين يكون محدودا‎ - ٩ 

١‏ - (و) اعط مثالا مجموعة عددية لفئات محدودة والى اتحادها يكون محدوداً ومثالا يكون 
فيه الانحاد غير محدود . 
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- (ز) إذا كانت 5 فئة محدودة فى ۸ وإذا كانت ىك فئة جزئية غير خالية للفئة © » 


فاثبت أن 
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inf 5 = inf و3‎ = sup So = sup 5 
 ىرخأ وأحياناً يكون من المناسب بدرجة كبيرة التعبير عن ذلك بطريقة‎ 
نفرض أن 0 6ج 2 وبفرض أن ۴+ ۴:0 هما مدى محدود . فإذا كانت م2‎ 
. فئة جزئية غير خالية من 82 فإ‎ 
inf {f(x):x ع‎ D} < inf {f(x):x € Do} = sup {f(<):x € 2,( = sup {f(x): x € D} 
(ح ) بفرض 1 › ۲ فثتين غير خاليتين وبفرض أن # ج لا »اكز:م لما مدى‎ - ٩ 
محدود ف ۸ وبقرض‎ 
fi(x)= sup {f(x, y):y ,زلا‎  fa(y)= sup {f(x, y):x € X} 
. كون أساس العلو المعكرر‎ 
sup {f(x, y):x € X, y € Y}= sup {fı(x):x € X} 
=sup {f(y):y € Y} 
: أحياناً نہر عن ذلك بالرموز کا يل‎ 
sup f(x, y)= sup sup f(s y) > sup sup f(x, y) 
(ط) بفرض  » ور كا فى القرين السابق وبفرض‎ - ١ 
(ر)يع‎ = inf {f(x, y):x e X} 
: أثيت أن‎ 
sup {g(y):y € Y} ك‎ inf {fı(x):x € X} 
: وضح أن متباينة دقيقة بمكن أن تتحقق . وأحياناً نعبر عن هذه المتبايئة كما يل‎ 
sup inf f(x, y) = inf sup f(xy) 
ها مدى محدود فی 2 . فإذا كانت.‎ f :× (ى) بفرض ¥ فئة غير خالية وبفرض أن ۴ ج‎ - ٩ 
وضح أن‎ eR 
sup {a + f(x):x € X}= a + sup {f(x):x € X}, 
inf {a + f(x):x € X}= a + inf {f(x):x € X} 
(ك) بفرض × فئة غير خالية وبفرض أن ر » ع معرفتان على ر ومداهما محدود فى‎ - ١ 
. أثيت أن‎ ۴ 
inf {f(x):x ع‎ X}+ inf {g(x):x € X} = inf {f(x) + g(x):x € X} 
= inf {f(x):x € X}+ sup {g(x):x € X} 
= sup {f(x)+ g(x):x € X} 
= sup {f(x):x € X}+ sup {g(x):x » X} 


0. 


أعط أمثلة لتوضح أن كل متباينة يمكن أن تكون دقيقة . 
١‏ - (ل) إذا كانت 0 < 2 فوضح أنه يو جد neN‏ یٹ إن 2 > 1/25 . 


5 - (م) عدل المعطيات المعطاة فى نظرية 5 - م لتوضح أنه إذا كانت 0 < © فحينئذ 
يوجد العدد 


b=sup{yeR:O=y, y= a} 


وله خاصية أن ي = 82 . هذا المدد سيرمز له بالرمز كه أو 66/2 ويسمى 
الحذر الثر بيعى الموجب للمقدار © . 


5 - (ن) استخدم مرين ه- ب لتوضيح أنه إذاكانت 1 > © >0 فحينئذ 1> 4ل > 0>4 
با إذا كانت © > 1 فإن ه6>ه/ >1 
مشروعات() : 


١‏ - © إذا كانت 4 » 8 عددين حقيقيين موجبين دقيقين وإذاكانت ۸6١‏ فقد عرفنا 
”ى » "۵ . فينتج بالاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت ٤۸‏ ۸ ,731 فأن 


a a" = a+" (i) 

(a)" = ar" (ii) 

(ab)" = ab" (iii) 

. إذا وإذا فقط "لم > "۾‎ » > 6 (iv) 


سنختار العرف أن 1 = ى » "ي/1="”ي » أى إننا قد عرفنا *4 للمقدار × فى 7 
وقد اختبرت حالا المواص (![ة) -(ة) بأنها ما زالت قائمة . 

نرغب فى تعريف *4 للأعداد القياسية × حيث أن الحواص (311) - (1) تتحقق . 
الحطوات القادمة بمكن استخدامها كوجز . وق كل الأحوال سنفترض أن » 8 عددان 
حقيةيان كل مهما أ كبر من الواحد الصحيح . 


(٭) مشروعات يقصد بها أن تكون أحياناً أكثر تحديات للقارىء » ولكن باعتبار 
المشر وعات تختلف فى الصعوية . وقد وضعنا هذه ( نوعا ما صعبة ) الثلاث مشروعات هنا لأنها 
تنتمى هنا منطقياً . و القارىء فيا بعد سير جع إليها بعد تجميع خبرة أكثر عن العلو أو الأعل . 


ه١‎ 


(1) إذا كانت م عددا قياسياً معطى بالعلاقة ۸/۸" = م حيث ۸ » 2 أعداد صيحة »> 
0< . نعرف ("م x" <s‏ > 0: 2ع 2 - (5)0 . وضح أن (5,)6 هى فئة جزئية غير 
خالية محدودة للفئة ۸ وعرف (4©) رك ملاة = "ي . 


(ب) أثبت أن ”۾ = 2 هو الذر الموجب الوحيد للمعادلة "ي = 25 إرشاد : يوجد 
مقدار ثابت × محيث إنه إذا كانت 1 > © > 0 فإن ع٤‏ + 1 > "(ع ل 1) . إذن 
إذا كانت "ر > "۾ > ”× فيوجد 0 < ع بحيث إن . 
<y"/(1+e)".)‏ "م > x"(1+e)"‏ 

(ج ) أثبت أن قيمة المقدار © المعطى فى الحزء (أ) لا يعتمد على تمثيل + فى الصورة 
8 . أيضاً وضح أنه إذا كانت م عدد صحيح موجب فإن التعريف الحديد المقدار *© يعطى 
نفس القيمة الى يعطيها التعريف القديم . 

(د) وضح أنه إذا كانت © عه ,۲ فإن +٣۶‏ ٣ي‏ = كه ا › کی = 8( , 

(«) وضح أن '(طه) = "طا . 

(و) إذا كانت Q@,<0ءءإ‏ فإنط > ي إذا وإذا فقط ”8 > "ي . 

(ز) إذا كانت @ ع ء ,۲ فإن ى > م إذا وإذا فقط 5ه > 4 . 

(ح ) إذا كانت © عدد حقيق يحقق 1 > © > 0 » نعرف -(1/6) = # . وضح أن 
الأجزاء ( د ) » ( ه) تظل كا هى وتظل أيضاً نتيجة مشاببة للجزء ( ز ) ولكن بعكس المتباينة . 

-8 المقدار *ه قد عرف لأعداد قياسية ونرغب فى تعريفه لمقدار حقيى *« . 
و لعمل هذا نستعمل بحرية النتائج السابقة فى المشروعات . وكا سبق إذا فرضنا أن » » 8 عددان 
حقيقيان كلا منهما أكبر من الواحد الصحيح . إذا كانت 8ع » نفرض أن 

T.(a) = {a':re ©, r = u} 
وضح أن (©) 7 فئة جزئية غير خالية ومحدودة الفئة  وعرف‎ 
a" مدع‎ T.(a) 

ثبت أن هذا التعريف يعطى نفس النتيجة السابقة عندما تكون »ا قياسية . كون الحواص 
المناظرة التقارير المعطاة فى الأجزاء (د) - (ز) للمشروع السابق . الدالة المهمة جدا الى عرفت 
على ۸ فى هذا المشروع تسمى بالدالة الأسية ( للأساس © ) . بعض التعريفات المباشرة 
ستعطى فى الأبواب القادمة . من المناسب أحياناً أن نرمز هذه الدالة بالرمز 

€eXPa 


ونرمز القيمبا عند العدد الحقيى »ا بالرمز (4) يمه بدلا من “© . 


o 


٠‏ - ل باستخدام خواص الدالة الأسية الى أسست فى المشروع السابق . وضح أن 
ونه دالة إدخالية نطاقها ۴ ومداها (7<0:ه8جلر)1. ونتيجة لفرضنا أن 1<ي 
فهذه الدالة الأسية تزايدية دقيقة بمعتى أن إذا كانت ><« فإن (/) مم© > (×) هم×ه و لذلك 
الدالة العكسية يكون ها وجود بنطاق (0<ن: عن » ومدى . تسمى الدالة المكسية 
باللوغاريتم ( للأساس © ) ويرمز له بالرمز 

م105 

وضح أن م108 دالة تزايدية دقيقة وأن 

ueR عند‎ logq[expqa )20([ = 4 «< u > 0 عند‎ exp, [log )0([ - « 

أيضاً و ضح أن 1 = () و(») 108 ,0 = (1) م108 وأن 

0 > (0) 1084 عند 1 >« ء 1 < (0) ع0ا عند 1< 0ن . 

أثبت أنه إذا كانت 0 < 1١‏ رن فإن . 

()معه! + (د)ءعه! = log.(uw)‏ 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 < اا » 8ع * فإن 
(ه)معه! log. (0*) = x‏ 
الباب السابع ‏ القواطع » الفترات والفئة المائلة ٠‏ 

طريقة أخرى لإتمام الأعداد القياسية لحصول على ۸ ابتكرها ديدى كيند(*) الموسسة على 
فكرةى القاطع 55 

١ - ۷‏ تعريف الزوج المرتب (8 ,4) لفثتين جزئيتين غير خاليتين للمقدار ۸ يقال 


إنه يكون قاطا إذا كان © = 8 نا 4 ,8 - 468 ء 8 > » لكل هرعه ولكل 
8ع 


و كثال تموذجى لقاطع نی ۴ بحصل عليه لعنصر ثابت ©2 © بالتعزيف 
(2<4: ع2 - 8 (ل[ك ع ع لء 2- نم 
وبالتناوب ممكننا أخذ 


Aı={xeR:x<g}, Bı={xeR:xz=>§ 


(٭) ريشارد ديدىكيند ( ۱۸۳۱ - ۱۹۱٩‏ ) كان تلميذا لحاوس . لقد أسْهم فى 
نظرية العسدد ولكن من أحسن أعماله هو تشييد نظام العدد الحقيق . 


oY 


خاصية هامة للمقدار ۸ هی أن كل قاطع فى ۸ يعين بعدد حقيق ما . وسنؤسس هذه 
اللاصية . 
3 
8 0 7 
ر را ر 
LHR‏ 
( شكل ۷- ١‏ ) قاطع ديدى کیند 


۷ - ۲ خاصية القطع ( القص ) . إذا كانت (8 ,4) قاطعاً فى 8 فإنه يوجد عدد وحيد 
2 بحيث إن 5 > ۾ لكل مع » › 5 كم لكل 568 . 


البرهان . من الفرض تكون الفئتان 4 » 8 غير خاليتين . أى عنصر من 8 هو حد 
أعل للفئة 4 . فحينئذ 4 لا أعلى والذى سترمز له بالرمز ئ . وحيث إن م هو حد أعلى 
للفئة 4 » فيكون ًك ۾ لكل ۸عي 


إذا كانت 8٤ط‏ فن تعريف القطع يكون 6 > ۾ لكل 4 عه فحينئذ 5 هى الحد 
الأعلى للفثة 4 وكذلك 5 ك و . أى إنه أمكن إثبات و جود عدد له الحواص المعطاة فى الفرض . 


لإثبات أن المقدار ي وحيد» نفرض أن ۸ ٤‏ + حيث إن 8 ك ۾ لكل 4 » 4 86 ك 1 
لكل 8 ع ( . من ذلك ينتج أن « هى الحد الأعلى للمقدار 4 » إذن 8 ك و . وإذا كانت 
1 > وا فحينئذ يوجد عدد 2/( + #) = ¢ بحيث إن 1 > يا > 5 الآن إما ٤٤۸‏ أو 68 م 
فإذا كانت 4 ٤٤‏ فيكون لدينا تناقض محمقيقة الى تقول إن 55 ك © لكل لل »© وإذا 
كانت ٤8‏ م فيكون لدينا تناقض همقيقة الى تقول إن 5 ك 13 لكل 8 >5 ولذلك يحب 
أن يكون ٩‏ = م وهو المطلوب إثباته 

وبالضبط الذى عمله ديدى كيئد فى الموهر لتعريف العدد الحقيق بأنه قاطع فى نظام العدد 
القياسى . وهذه العملية همكن الفرد من تركيب مجموعة العدد الحقيق ۸ من الفئة © للأعداد 
القياسية . 


الخلايا والفترات : 


إذا كانت eR‏ » فإن الفثتين 
{xeR:x<a}, {xeR:x>a}‏ 


تسمى شعاعان مفتوحان ومحددان بالمقدار © . بالمثل الفثتات 


of 


a}‏ < ع : 1ع a},‏ > ع : ع1 
تسمى شعاعان مغلقان ومحددان بالمقدار © . النقطة © تسمى النقطة الأخيرة لهذه الأشعة . 
وغالبا يرمز هذه الفئات بالرموز 
[a, +)‏ ,[ه.ه) ,)+ (o, a), (a,‏ 
على التر تیب » وهنا مه » مه + هى رموز فقط ولا بمکن اعتبارها عناصر فى ۴ . 
إذا كانت 8 عط ,ه و 8 ك ۾ فحينئذ الفئة , 
{xeR:a<x<b}‏ 
تسمى الخلية المفتوحة المحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز لا غالباً بالرمز (5 ,) . الفغة 
<b}‏ دع ه: 1ع 
تسمى الحلية المغلقة الحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز لا بالرمز [8 ,ه] . الفثتان 
{xeR:asx<b}, {xeR:a<x <b}‏ 
تسميان بالللايا نصف المفتوحة ( أو نصف الغلقة ) الحددة بالمقدارين © » 8 ويرمز 
لهما بالرمز 
ب[طبه)ة [a, b),‏ 
على التر تيب . النقطعان © » ط تسميان النقطتان المائيعان هذه اللملايا . 
الفترة فى ۳ يقصد بها إما شعاع أو خلية أو كل 8 . ولذلك يوجد عشرة أنواع مختلفة 
من الفترات فی 8 هى 
(o, a), (=o, a], [a,b], [a,b)‏ ,0 
(a, b], (a, b), [b, +o), (b, +0), R‏ 
حيث ۸ € ( ره » 8 > 4 . وخس من هذه الفترات عدودة واثنين محدودة من أعل 
و ليست من أسفل واثنين محدودة من أسفل و ليست من أعلى . 
وحدة الفلية ( أو وحدة الفترة ) هى الفثة(1 > × > 8:0 © ×)=[1 ,0] ويرمز لها 
بالرمز القياسى مز . 
سنقول إن المتتابعة للفتر ات N‏ ع ۸ ,,1 متداخلة فى حالة تحقق سلسلة الاشمالاتية . 
بط 1,5 12٠٠١5‏ د :1 2 11 
ومن المهم أن نلاحظ أن المتتابعة المتداخلة من الفئرات لا تحتاج إلى وجود نقطة مشتر كة . 
وى الحقيقة يكون كتدريب لتوضيح أنه إذا كانت ۸"٤ N‏ ,(6+ ,8) = .1 فحينئذ 


oo 


المتتابعة الفتر ات الى حصل عليها تكون متداخلة وليس لما نقطة مشتر كة بالمثل إذا كانت 
27 © 7 ,(1/8 ,0) > ,3 فإن المتعابعة متداخلة و ليس طا نقطة مشتر كة . 
كيفما كان فإن الخاصية المامة للمقدار ۸ هى أنه متتابعة متداخلة لخلايا مغلقة نقطة مشتّركة . 
والآن سنبرهن هذه الحقيقة . 
۷ - م خاصية الخلايا المتداخلة ٠.‏ إذا كانت N‏ ع م وبقرض أن بر1 خلية مغلقة غير 
خالية فى ۴ ونقرض أن هذه المتتابعة متداخلة بهذا التفسير 
11-1520512 


فحينئذ يوجد عنصر ينتمى إلى كل هذه الايا . 


البرهان . نفرض أن [ يرظ ورت ] = ۾[ حيث وط ك په لكل ٤‏ م فتلاحظ أن 
1إ لكل # وحينئذ ,ظط > يه لكل # . إذن الفئة N[‏ € ۸ : ,م4 عدودة من 
أعلى . سنفرض أن يا هى أعلى للفئة حینئذ ي > ره لكل ۸ . 


سازعم أن رط ك يم لكل ۸٤ہ‏ فإن لم يكن فيوجد مقدار ما €۸ م بحيث إن 

٤‏ > برط ما أن ٤‏ ھی أعل الفثة [۸ € «:ره) فيجب وجود وه بحيث إن مك > وط 

الآن نفرض أن ۾ هى أكبر العددين الطبيعيين 72 » ص . ما أن ..ك يك ک .. ك يه ك يم 

... و < ... < ط < ط فإننا نستنتج أن يه ك وه > بررط ک وذ . لکن هذا ينى 

أن رط > يا تناقص الفرض [ وط وىه ] = وا خلية مغلقة غير خالية . لذلك رط ك م لكل 
لاع م وحيث إن وط ك و ك بره فنستنتج أن [م٠‏ .مه] > ٤٤1,‏ لكل 462 . 
وهو المطلوب إثباته 


ونلاحظ أن تحت فرض ۷ - + فر ما يوجد أكثر من عنصر واحد مشترك . وفى القيقة 
إذا فرضنا (20 © : ,ط) مزح ۸ فيمكن - كتمرين - توضيح أن . 
ضيح 
Lé, n]= |‏ 


فئة كانتوروم : 


سنقدم الآن فئة جزئية من وحدة الخلية # وهى تعتبر شيقة وف معظم الأحيان مفيدة فى تركيب. 
أمثلة وأمثلة مضادة : وسئر مز هذه الفئة بالرمز ۴ وسنشير إليها بفئة كانتور ( مع إنها أحيانا 
تسى فئة كانتور الثلاثية أو عدم الاتصال لكانتور بمعتى فئة كانتور غير المستمرة) . 


وأحد الطرق لوصف هو كفئة لأعداد حقيقية فى ۲ الى ها مفكوك ثلاث ( = الأساس 
3 ) باستخدام الرقين 2 و 0 فقط . كيفما كان سنختار تعريفها محدود مختلفة . والمعى 


0 


الذى يجملها أكثر دقة هی کون ۴ تعكون من هذه النقط فى 4 الى تنبق بعد إزالة الفتر ات الى 
تكون ر الثلث الأوسط » على التعاقب 5 


وأكثر صراحة نجد أنه إذا أزلنا الثلث الأوسط المفتوح من 3 فإننا نحصل على ألفئة 
Fı=[0, UG, 11‏ 
وإذا أزلنا الثلث الأوسط المفتوح لكل من الفترتين المغلقتين فى ۴ نحصل على الفئة 
[5,1]ا[ة ,ك]نا[ة F»= (0, $US,‏ 

إذن وم هى اتحاد (22 = ) 4 فتر ات مغلقة كل منْها فى الصورة [ *1(/3 + م) ,64/32 ] . 
ونحصل الآن على الفئة و۴ بحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفئات وى الحالة العامة نجد 
أنه إذا تركبت ,۴ بحيث تتكون من اتحاد 27 فتر ات فى الصورة [ 1(/37 + )) ,6/37 ] 
فحينئذ نحصل على بير .بحذف الثلث الأوسط المفتوح لكل من هذه الفترات . فئة كانتور 
هى الى تبى بعد إجراء هذه العملية لكل 8 فى N‏ . 


4-۷ تعريف . فة كانتور ۴ هى تقاطع الفئات,, » 22610 الناتجة من إزالة , 
أثلاث وسطى مفتوحة على التعاقب . 


ومن نحة أولى رما يظهر أن كل نقطة تزال هائياً بهذه العملية . ولكن واضح أن هذه 
الحالة ليست صحيحة لأن النقط 1 0,٤‏ تنتمى إلى كل الفئات ۸٤۸‏ ,۴ ومن ثم تنتمى 
إلى فئة كانتور ۴ . وف الحقيقة يكون من السهل ملاحظة أن هناك عددا لا نهائياً من النقط فى 
F‏ حتى إذا كانت ۴ رفيعة نسبياً فى هذا الصدد . وى الواقع ليس من الصعب أن نوضح أنه 
وجد عدد غير تنازلى لعناصر ۴ وأن نقط ۴ بمكن وضمها كتناظر أحادى مع نقط .1 . 
أى إن الفئة ۴ تجتوى على عدد كبير من العناصر . 


( فكل ۷ - ؟) فئة كانتور 
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الآن سنعطى معنيين اللذين تكون فہما ۴ رفيعة . أولا نلاحظ أن ۴ لا تحتوى أى فترة. 
خالية لأنه إذا كانت × تنتمى إلى ۴ ء رط ,8) فترة مفتوحة محتوية × فإن (8 وه) تحتوى 
بعض الأثلاث الوسطى الى أزيلت لنحصل على (لماذا ؟ ) إذن (8 ,8) ليست فثة جزئية 
من فئة كانتور لكن تحتوى نقطاً كثيرة لا نهائية فى متممتها (17) © 


الممنى الثاق الذى فيه تكون ۴ رفيعة يرجع أو يشير الطول بيا يكون من غير الممكن 
تعريف الطول لفئة جزئية اختيارية للفئة ۴۸ . نجد من السبل إقناع الفرد بأن ۴ لا مكن أن 
يكون ما طول موجب لأن طول ,۴ هو ۽ » وطول ے۴ هو ‡ . وعلى العموم طول ر٣‏ 
هو “() . حيث إن ۴ ھی فئة جزئية من يما ء فلا بمكن أن يكون طوها يزيد عن ,۴ . 
حيث إن هذا يجب أن يكون صميحاً لكل ۸ فى × فنستنتج أن ۴ — مع إنها غير قابلة للعد ‏ 
لا مکن أن يكون ها طول موجب ‏ 


ومن الغريب كا تبدو فثة كانتور » نجد أن لما سلو كا منتظما نسبياً فى أحوال كثيرة . 
فهى مدنا يجزء من الفراسة إلى كيفية تكوين فثات جزئية معقدة من ۳ . ومقدار القليل الذى. 
تقودنا إليه بدهياً وهى أيضاً تفيد كاختبار للتصورات الى سنقدمها فى الأبواب التالية والىي 
دلالتها لم تدرك كلية بدلالة الفترات وفئات جزئية أولية جدا . ' 


نماذج من 8 : 


فى الأبواب + - ٠‏ قدمنا » بدهياً مى أننا دونا قائمة لبعض الحواص الى افترضنا 
وجودها . وهذا يقربنا للسؤال عم' إذا كانت مثل هذه الفئة موجودة بالفعل وإلى أى درجة 
تكوب محددة وحيدة . وبيا سوف لا نقرر هذه الأسئلة فإنه من المناسب بالتأكيد ذكر الملاحظات. 
الآتية عليها . 

وجود الفثة الى ھی حقل مرتب كامل يمكن توضيحها بتركيب فمل فإذا كان شخص 
له دراية كافية بالحقل القياسى © فإنه بمكنه تعريف الأهداد الحقيقية كفعات جزئية خاصة 
الفثة © ويعرف المع والضرب والملاقات المرتبة بين هذه الفعات المرئية بطزيقة مكل من 
الحصول على حقل مرتب كامل . ويوجد عمليتان قياسيتان لإجراء هذا إحداها طريقة ديد 
كيند « القواطع والى تناقش فى كتاب رودن المدون ف المراجع . الطريقة الثانية هى طريقسة. 
كانتور « لمتتابعات كوثى » والى تناقش فى كتاب هاملتون ولاندن . 


وف البند السابق أكدنا أنه من المسكن تركيب تموذج للمقدار 8# من 0 ( فى - على الأقل س 
طريقتين مختلفتين ) . ومن الممكن أيضاً تركيب موذج للمقدار 8 من الفئة 27 للأعداد الطبيعية 
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وهذا غالباً أخذ كنقطة البداية بواسطة هؤلاء مثل رونكر(ه) الذين يعتبرون الأعداد الطبيعية 
وكأنها معطاة من الله ومهما كان » حيث إن فئة الأعداد الطبيعية ها حذقها ودهائها ( مثل خاصية 
الترتيب الأفضل ) فنشعر بأن العملية الأكثر إقناعا هى أولا عملية تركيب الفثة ٩‏ من تصورات 
مبدئية لنظرية ألفئة و بعد ذلك ننشىء إلفئة 2 للأعداد ثم بعد ذلك نكون الحقل © للأعداد القياسية 
وأخيرا الفئة ۸ وهذه العملية ليست على الأخص صعبة فى اتباعها و يمكن استخدامها ولكبها 
طويلة نوعا ما . وحيث إنها مذكورة بالتفصيل فى كتاب هاملتون ولاندن فسوف لا نتعرض 
لما هنا . 

ومن الملاحظات السابقة يكون من الواضح أن الحقول المرتبة الكاملة .مكن تكويها 
با يكن أن ا ا مل أن يس 
الطرق الت ركيب السابق اقتراحها تؤدى إلى حقول مرتبة كاملة وهى حقول « متشاكلة » ( هذا 
معناه أنه إذا كانت ,۸ » و حقلين مرتبين كاملين » حصلنا علهما بهذه التركييات 
فحينئذ يوجد راسم أحادى م حقل ,۸ فوق ۸2 بحيث إن © (1) يرسل عنصرا قياسيا فى 
الحقل ,۸ إلى العنصر القياسى المناظر فى الحقل ر۸ » © )i(‏ ترسل 8 4م إلى 
© (نذة) ,(ة) م + (4) و ترسل 45 إلى (5) ب (©) ب ء © (19) ترسل عنصرا موجباً 
ف الحقل ,۸ إلى عنصر موجب.ف الحقل ر۸ ) . وفى داخل نظرية الفئات الأصلية ,مكنا 
تقدم تدليل أو برهانا موضحين أنه أى حقلين مرتبين كاملين يكونان متشا كلين بالمعنى الذى 
سبق وصفه . وكون هذا التدليل يمسسكن صياغته فى نظام معطى للمنطق الرياضى يعتمد على قواعد 
الاستنتاج المستعملة فى النظام . وهكذا يكون السؤال عن الد الذى بمكن اعتباره لنظام العدد 
من حيث كونه محدودا وحيدا هو نتيجة منطقية دقيقة . و كيفما كان فإن كون الل وحيداً 
( أو الحاجة إليه ) ليس هاماً لأغراضنا لأننا مکننا اختيار أى حقل خاص مرتب كامل كنموذج 
لنا لنظام العدد الحقيق . 
تمرينات : 

۷ - (أ) إذا كانت (8 ,4) قاطماً فى # فوضح أن 8 مز = 4 مناه . 

۷ - (ب) إذا كان القاطعان )8 ,و4) » (8 ,4) يعينان العددين الحقيقيين يّ 37 
على التر تیب ٠»‏ فوضح أن 6 > م تمنى أن ۸ ۸۶ ,۸۲> ۸ 

۷ - (ج) هل عكس الدّرين السابق يكون صميحاً ؟ . 

7 - (د) بفرض 0-+:8عع) دم أو 52 تير B={xeR:x>0‏ « 
2< *×) فوضح أن ( 8 و 4 ) قاطعفى ۴ . 

(* ) ليوبولد رونكر ( ۱۸۲۲۳ - ۱۸۹۱ ) درس مع ديريشلت ف برلين وكيومر فى مديئة 
بون وبعد تكوينه ثروة قبل أن يصل للثلاثين رجع للرياضيات . وهو معروف بعمله فى ابر 


و نظرية العدد ومعارضته الشخصية لأفكار كانتور على نظرية الفئة . 4 
: 3 


۷ - (ه) بفرض. (م+ ,)-.1 عند 561 أثبت أن متتابعة الفترات متداخلة ٠‏ 
لكن لا توجد نقطة مشر كة . : 

۷ - (و) بفرض (1/۸ ,0) = .3 عند N‏ ر . وضح أن هذه المتتابعة للفتر ات متداخلة 
لكن لا توجد نقطة مشتركة . 

۷ -(ز) إذا كان ,لالع » ,[مط ,مه] = .1 معتابعة متداخلة لخلايا مغلقة أثبت أن . 

ET‏ عرو كك وم عاج 

وإذا وضعنا N}‏ € : مه) n =inf{b. :m eN} « € = sup‏ فائبت أن l&n]= (I‏ 
۷ -(ح)وضح أن كل عدد من فئة كانتور له مفكوك ثلا ( = قاعدة 3 ) مستخدما 
فقط الرقمين 2 ,0 .. 

۷ -(ط) وضح أن الجموعة لنقط الهاية المنى فى ۴ هى عددية تنازلية . وضح أنه إذا 
حذفت جميع هذه النقط للهاية انی من ۴ فإن ما يتببى ممكن وضمه فى تناظر أحادى مم 
جميع عناصر الفئة [0,1] . ثم استنتج أن ۴ غير قابلة الد . 

۷ -(ى) كل فترة مفتوحة (8 ,© ) الى تحتوى نقطة من ۴ تحتوى أيضاً فئة ( ثلث 
أوسط ) بأكله والی تنتمى إلى (6)۴ . إذن ۴ لا تحتوى أى فترة «متوحة خالية . 

۷ - (ك) بازالة الفئات المتناقصة الطول دائماً يثبت أننا تمكننا من تكوين فئة « كانتور 

المشابهة » بحيث يكون طوطا موجبا . ما هو أكبر طول هذه الفغة بمكننا الحصول عليه ؟ 


۷ - (ل) وضح أن ۴ ليست اتحاد مجموعة قابلة المد لفتر ات مغلقة 


الفصلالتا"ف 


توبولوجيا ا لقراغات الكارددرية 


خصصت أبواب الفصل الأول لتطوير المواص المبرية وخواص التر تيب وخاصية الإتمام 
لنظام الأعداد الحقيقية . واستعمال كبير هذه الخواص سيستخدم فى هذا الفصل و الفصول القادمة . 

ومع إنه من المكن حالا مناقشة المتتابعات للأعداد الحقيقية والدوال الحقيقية المستمرة فإننا 
نفضل تأجيل دراسة هذه الموضوعات لفترة قصيرة . وف الحقيقة سندخل هنا تعاريف لفراغ 
المتجه » فراغ العمودى وفراغ حاصل الضرب العددى . ونفعل ذلك لأنه من السبل فهم هذه 
المدلولات ولأن مثل هذه الفراغات تظهر خلال كل التحليل ( بدون ذكر ثىء عن استعمالاتها 
فى عل المندسة (اليومترية والفيزياء والهندسة والاقتصاديات الخ ) والفراغات الكارتيزية 
"2 ستكون من الطبيعى مشوقة لنا بوجه خاص . وسن الحظ نجد أن بصيرتنا للفراغين 
*8 22 تحملنا عادة بدون تغيير كبير للفراغ ”۴ وتساعد المعلومات عن هذه الفراغات 
فى تحليل فراغات أكثر عموماً . 


الباب الثامن ‏ متجه وغراغات كارتيزية : 


« فراغ المتجه » هو الفئة الى فها بمكن جمع عنصرين و مكن ضر ب عنصر فى عدد حقيق 
بطريقة تحقق خواص معينة معروفة وسوف تكون أكثر تدقيقاً . 

١ - ۸‏ قعريف . فراغ المتجه هو الفئة 7 ( الى عناصرها تسمى متجهات ) الحهزة 
بعمليتين ثنائيتين تسميان جمع متجه وضرب عددى . 


إذا كانت ۷ ٤ر‏ ,× فيوجد عنصر بر +× فى 7 يسمى جمع متجه للمقدارين 
× » لر . وهذه عملية جمع المتجه تحقق المواص التالية : 


(۸1) ×+ رح +× لكل برو × ف 7 . 
(2ه) (2+ )+ ×= 2+(ر+») لكل 2 و رو × ف 7۷ . 
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(۸) يرجد عنصر 0 فى 7 بحيث إن ×=×+0 > ×=0+× لكل × 
فى ا 

(4) بغرض × ى ”7 فيوجد عنصر × فى 7 محيث إن 0=(×-)+ × 
(-x()+x =0‏ 

إذا كانت ۷ ع« » ۸ عي فيوجد عنصر × فى 7 تسمى مضاعف © » × . 
وهذه عملية الضر ب العددى تحقق الحوأص الآتية : 

xe V۷ لكل‎ 1x=× )M1( 

xe V «a, be © لكل‎ a(bx) = (ab)x (M2) 

a, beR لكل‎ (a+b)x=ax+by « a(x+y)=ax+ay (D) 

الحقيقيتين › ۷ 6ر ,× . 

الآن سنعطى بعض أمثلة أو لية و لكنما هامة للفر اغات المتجهة . 

م - ۲ أمثلة . (1) نظام الأعداد الحقيقية هو فراغ متجه حيث عملية الحمع وعملية 
الضر ب العددى هما عمليتا امع و الضر ب العادى للأعداد الحقيقية . 

(ب) بفرض أن 822 تدل على حاصل الضرب الكارتيزى ۸ ×۸ فحينئذ ۸ تحتوى 
كل الأزواج المرتبة (جئ و×) للأعداد الحقيقية . وإذا عرفنا جع المتجه والضرب 
المددى بالآق : 

زولا + و ,ربز + ) = (X1, X2) + (Y1, y2(‏ 
@(Xı, X2) = (ax1, ax2)‏ 
فحينئذ بمكن أن نتا كد أن المحواص المذكورة فى تعريف ۸ - ١‏ تكون قد تحققت . 

هنا (0 ,0) =0 ۰ [. ويد ×-) = (وعد ,ر×)- . حينئذ 27 هو فراغ متجه تحت 
هذه العمليات . 

(ج ) بفرض ٤N‏ م وبفرض أن ”2 تدل على المجموعة لكل الثر تيبات من الطيات » 

(X1, X2, ..., Xp) 
بد عند ص,...,1:=1 . وإذا عرفنا جمع المتجه والضرب العددى بالآق ؛‎ ٤۸ حيث‎ 

(1, X2... Xp) FY Y2... yp) = (x1 + Y1, x2 + Y2, <<. xp +p) 


(X1, X2, ..., Xp) = (X1, X2, ..., Xp) 


1۲ 


فحينئذ يمكن أن نتأكد أن ”2 هو فراغ متجه تحت هذه العمليات هنا نرى أن : 
X2, ۰.-5 Xp) = (X1, X29, xp). » 0=(0,0,...,0(‏ و60)- 

(د) بفرض $ أى فة وبفرض 25 تدل عل المجموعة لكل الدوال » الى نطاقها 5 
ومداها فى # . ( حينتذ #25 هو مجموع كل الدوال حقيقية القيمة المعرفة فى $ ) وإذا 
عرقنا 0+ ها ©» سه بالتالى : 


(u + v)(s) = u(s) + (5)ه‎ 
(au)(s) = au(s) 


اکل 8 ع و حينئذ مكن أن نتأكد أن ١‏ هو فراغ متجه تحت هذه العمليات . 
[ هنا 0 هو دالة تطابقيا مساوية الصفر » 4- دالة قيمتها عند [-u(s) y4 ses‏ 
وق الأبواب القادمة سنقابل فراغات متجهة كثيرة أخرى . 


و عموما سنکتب ل = × بدلا من (بر-) ++ . 


حواصل الضرب العددى والأعمدة العددية : 


سيلاحظ القارىء أن الضرب العددى فى فراغ متجه 7 ۸ هو دالة نطاقها. ۷ ×۸ 
ومداها 7 . وفراغات متجهة كثيرة مجهزة أيضاً بدالة نطاقها ۷×۷ ومدى ۸ والتى 
ها أصية . 

م - ۴ تعريف ٠‏ إذا كانت 7 فراغ متجه فحينئذ الضرب العددى ( أو ضر ب ثقطة ) 
هو دالة على ۷ × ۷ إلى 1 ويرمز لا بالرمز إ٠‏ + ج:(ا,<) وتحقق اللواص . 

. x6۷ لکل‎ × ×<0 6 

(ة) ×٠×=0‏ إذاوإذافقط 0=× . 

٠× 00‏ ردر»× لكل ۷ع ر x‏ . 

(iv)‏ مراع رج جاع الل عار + اعد ص ازوجع 
لكل ۷ عz x,‏ 

.x, y€ V6 aR لكل‎ (ax)y = a(x *y)= x ١ (ay) (W 

يسمى فراغ المتجه الذى قد عرف فيه الضر ب العددى بفراغ الضرب العددى . 


ومن الممكن تعريف حواصل ضر ب عددية مختلفة فى فراغ نفس المتجه ( تمرين م -د) . 
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م - 4 أمثلة . (آ) الضرب العادى فى ۸ يحقق المواص السابقة وإذن هى فراغ ` 
ضرب عددى . 
(ب) فى 82ء نعرف . 
(X1, X2) * (Y1, Y2) = XY: + X232‏ 
ومن السهل أن نتأكد أن هذا يعرف ضربا عدديا على 87 .. 
(ج) ى ۴7 › نعرف . 
Xiy1 + X22 +° ° °+ XpYp‏ = (ملا (Xi, X29... Xp) ° (Y1, Y2...‏ 


ومن السهل أن نتأكد أن هذا يعرف ضر با عددياً على ٩”‏ . 


۸ - ه تعريف .. إذا كانت 7 هى فراغ متجه حينئذ العمود على 7 هو دألة على 
”ا إلى يرمز ها بالرمز ||×|| جا × وتحقق الحواص . 
0o ©‏ <إ»ء]| لكل لامع . 
() 0= إ×ا| إذا وإذا فقط 0=× 
[axl = |al lll GD‏ لحن aeR, xeV‏ 
6 اراا+ااعا“اار+ء] لکل x y۷‏ 
يسمى فراغ متجه الذى عرف فيه العمود بفراغ عمود . 
كا سترى ف الرينات » يمكن أن يكون لنفس فراغ المتجه أعمدة متقاطعة متعددة . 
م - 5 أمثلة . (أ) الدالة مطلقة القيمة على 8# تحقق اللواص فى م- ه . 
(ب) ق ۴7 ع2 عرف 
(eı, xa) = (xı + x2).‏ 
حيث الحواص () » (ة) » (غة) تتأكد بسبولة جدا وخاصية (19) تكون معقدة أكثر ‏ 
(ج) ف ”۴ نعرف 
x),‏ +° ° ° + وير + x2, ..., xp)|| = (x7‏ ,)|| 
حيث اللواص (3) » (فة) » (1ة) تكون سہلة الإثبات مرة تانية . 
الآن سنعطى نظرية تو كد أن حاصل الضرب العددى يمكن دائماً استعماله لتعريف عمود 


بطريقة طبيعية جدا . 
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م7 نظرية . بفرض 30 هو حاصل الضرب العددى وبفرض تعريف || || بالثالى 
١ ×‏ × - اءا| حيث x٤۷‏ 
فإن ||| ج؛ × هو عمود على ١‏ ويحقق الخاصية التالية 
ارا اا ×اا در١ع‏ ك4 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت × » بر ليس صفر فيكون التساوى فى (ه) إذا وإذا فقط 
كان يوجد عدد ما حقيى موجب مضبوط © بحيث إن ر = × 
البرهان . ما أن 0 < ×٠×‏ لكل ۷ عع فحيئذ الحذر التربيمى للمقدار ×٠×‏ 
موجود لذلك تكون || × || قد عرفت جيداً . المواص الثلاث الأول للعمود نتائج مباشرة من 
۳-۸ () + () و (۷) . لبرهنة («) » نفرض ٤۷‏ ر,× ,12 عط ,۾ وتفرض 
رط -×ه»=z‏ . فإذا استخدمنا خواص ۴-۸ (1) ٠‏ (اا) » (۷ف) » (7) نحصل عل 


0 بو ء ورطع2 -ع . ع تن د ع . ع ع‎ +b yy 


الآن أذ جاده ٠‏ ءام فإننا نحصل على . 


0 ع‎ |“ l= 2 ly) lx} عد‎ ٠ y + xl yl 
=2 اا«ااااءا]‎ Qlxllllyll= x ٠ y) 
. إذن المتباينة (») تظل قائمة‎ 


وإذا کانت x×x=cy‏ مم c<0‏ فإن llxll =e lly!‏ وكذلك 


راا e‏ = زم ١‏ )عع م١ x ‘y= )cy(‏ 
ادا 1× = 
إذن التساوى فى («) موجود وبالمكس إذا كانت |ارا|||إ×||= ر٠‏ × فإن الحساب 
فى البند السابق يوضح أن < ||| ||| > 2 لا الخاصية الى تقول إن 0= ± z٠‏ 
لذلك 0 = 2 وما أن × ء بر متجهان غير صفريين فيمكبنا أذ ||<||/|ء*| = © 
ولإثبات م -ه (1۷) نستعمل (ه) لنوضح أن 
x + yl? > (x+y) (x+y)‏ 
بل + جز نا + يا جر + جر جرع 
*إإجاا+ دم ° )2 + xl?‏ = 
ll +2 lly lÊ‏ ع 
(lll +°‏ = 
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ومن ذلك ينتج أن ||ن||< !|| > إإر + ×| نكل ۷ ٤‏ .× وهو المطلوب إثباته 


سنتر ك برهان النتيجة الآتية كتمرين . 


م - ۸ نتيجة . إذا كانت رو× عنصرين من 7 ٠‏ فإن 
ارا ااا = ار ۰ا )++( 
وبالإضافة إلى ذلك إذا كانت 0 مج بر فإن التساوى بمكن أن يكون موجبا فى (ه ه) 
إذا وإذا فقط كان يوجد عدد حقيى © بحيث إن تزه = × . 


كل من المتباينة («») والتباينة ( » » ) تسمى متبايئة (شفارتز ) أو متباينة (كوشى - 
بينيا كوفسكى - شفارتز ) (86) وهى كثيرة الاستعمال والمتباينة مه (1۷) تسمى متبايئة 
المثلث وستترك للقارئ إثبات أن 

lll‏ + لاعلا > ادع lx‏ > ا لا«ا- ءا 
لأى ,× فى فراغ عمود . 


الفراغ الكارتيزى ۸° : 


نقصد بالفراغ الكارتيزى الحقيى فى ۶ من الأبعاد الفثة ۸ المجهزة مجمع المتجه وبضرب 
عددى المعرفين فى مثال ۸ - ۲ (ج ) وبحاصل الضرب العددى المعرف فى مثال م - 4 (ج ) . 
وكا رأينا هذا الضرب العددى ينتج العمود 
Vx + x2 +° +‏ > |[(مند ...و2 (X1,‏ 


(8) آوجستن ¬ لويس کوشی ( ۱۷۸۹ - ۱۸٥۷‏ ) هو منشیء التحليل الحديث ولکنه 
قدم أيضاً تطويراً عميقاً فى قطاعات الرياضيات الختلفة وعمل كهندس عند ابليون ولحق 
بشارلس الماش فى منفاه المبرى واستبعد من وظيفته فى كلية فرنسا خلال سنى الحكم الملكى 
لأنه لم يزد قم ولاء حا . وبالرغم من نشاطه الدينى والسيامى فقد وجد وقتا لكتابة ۷۸۹ 
بحشا فى الرياضيات . 

فكتور بينياكوفسكى ( ۱۸۰٤‏ - ۱۸۸۹ ) کان أستاذا فى ( بیترز بورج ) أعطى تعميما 
لمتباينة كوثى للتكاملات فى عام ١889‏ . ول ّم كتاب الغرب لسهماته فى الرياضيات . وقد 
اكتشفها شفارتز مستقلة فا بعد . 

هیر مان أماندوس شفارتز ( ۱۹۲۱-۱۸٤۳‏ ) كان طالبا وخلفا لقير شتر اسن فى برلين 
وله إسبامات كثيرة وخاصة فى تحليل العدد.المركب . 
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الأعداد الحقيقية ,× ,....د× ,× تسمى بالأحداثيات الأول » والثانى > ... ء الأحداق 
الذى ترتيبه ۲ ( أو المركبات ) المتجه (م× , .. . ,2× ,ب) = × 

وفى "۴ » المدد الحقيق || × || بمكن أن تعتبر إما طولا للمقدار × أو المسافة من × 
إلى الصفر . وأكثر عموماً نعتبر || - || كسافة من :د إلى لر . وبهذا التفسير تؤوكد 
خاصية مه (11) أن المسافة من × إلى بر هى صفر إذا وإذا فقط برح × وتؤكد خاصية 
مده (نفة) حيث 1س ده أن |م- بر - إن »| والى تعى أن المسافة من ب 
إلى لر تساوى المسافة من ر إلى × . ومتباينة المثلث تعنى أن 

ار - 2| + | - جز > ار - x‏ 
الى معناها أن المسافة من × إلى رز ليست أكبر من مجموع المسافة من < إلى 2 والمسافة من 
ج إلى ر . 

٩ - ۸‏ تعريف . بفرض "2 ع بر وبفرض 0 < , فان الفعة (۲ > إلا - »| : ۴۲ € )y‏ 
تسمى الكرة المفتوحة الى مركزها × ونصف قطرها م . الفغة إ۲ ك |إلا - »|| : "8 © {y‏ 
تسمى الكرة المغلقة الى مركزها × ونصف قطرها م الفعة  {yeR°:lx-yll=r}‏ 
تسمى الكرة الى مركزها × ونصف قطرها ٣‏ . 

مفهوم الكرة أو تصورها يعتمد عل العمود . وسيرى فى القّرينات أن بعض الكور 
ليست مستديرة بالكامل . 


ومن المناسب غالباً أن تكون لديئا علاقات بين الممود للمتجه فى ° ومقدار مركباته . 

٠١ - ۸‏ نظرية . إذا كانت (م×,... 2× ×) = × أى عنصر من ٩”‏ فان 
Vp sup (xil, [xol ..., xol}‏ = اع = |x|‏ 

البر هان ماآن ×+ ...++ x‏ = »| فن الواضح أن ||| > || 


كرة مفتوحة مركزها × كرة مغلقة مركزها × 
( شکل ۸ - ۱ ) 
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لكل 2 ء وبال إذا كانت <| ,... {xıl, |x|.‏ مده - xl} = pM? i Mı‏ 
عاذت pM‏ =×„ وهو المطلوب إثباته . 


المتباينة السابقة تؤكد فى صورة كية أنه إذا كان الممود للمقدار × صغيرا فإن أطوال 


م -(أ) إذا كانت 7 هو فراغ متجه وإذا كانت × = 2 + × لبعض ع2 فى 17ا» 
فبين أن 0 = 2 . حينئذ يكون عنصر الصفر فى 7 يكون وحيداً . 
م -(ب) إذا كانت 0 = بر + × لبعض «ود فى 7 فبين أن × س = 
م - (ج) بفرض (م,... ,2 ,1) - و لبعض ۸٤م‏ فوضح أن فراغ المتجه ۸ يكون 
ضرورياً مثل فراغ 8 
۸ - (د) إذا كانت :۷ » ٠+‏ موجبين مضبوطين . فاثبت أن التعريف يؤدى إلى حاصل 
XaY2W2‏ + رما ل رع = (Xı, X2) * (Y, Ya)‏ 


الضر ب المددى على ۸ . اذكر الحالة العامة على ۴ . 


. م -() التعريف . 


(xı, X2) ° (Y1, Y2) > XY: 


ليس حاصل ضرب عددى على *2 . لماذا ؟ 
م - (و) إذا كانت ”۴ €( ,۰۰۰ ×:×)= × تمرف :|| بالمقدار 
ش اكداع.١ lel, = |x| + |x| +٠ ٠‏ 
أثيت أن ااا ج × عنود على ° . 
۸ -زز) إذا كانت ۸° > (ہ× ,... رو« ,×) = × تمرف ماا×ا| بالمقدار 
xol, ٠ ٠ ١ lel}‏ ,لعل sup‏ = ماعلا 
أثبت أن اا×ا اح × عنودى على 20 . 
۸ - (ح) ف الفئة ۴۶ » صف الفغات . 
R:lxlli<s }, S.={xe R°:llxll.< 1}‏ سك 
م -(ط) إذا كانت ۴ع ر,× الممود المعرف فى م - + (ج) تحقق خاصية 
متوازى الأضلا 
yD‏ + ناز 2 = ةا - x + yl? + IIx‏ 
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فاثبت هذا ووضح انه مكن تفسيرها بقولنا أن مجموع مربعات الأطوال الأربعة لأضلاع 
متوازى الأضلاع تساوى مجموع مربعى القطرين . 

ع دخ ق] انك أن اسر اقرف ق ر و کد > اسه ار داق 
لا يحققان خاصية متوازى الأضلاع . 

۸ - (ك) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان ,© بحيث أن 
lll‏ 6 > اعلا = «llxlh‏ لكل xeR"‏ 
أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 فى هذه الخاصية 

م -(ل) وضح أنه يوجد ثابتان موجبان 2 ,© بحيث إن 
allxll = |x‏ لكل x€F”‏ 


أوجد أكبر ثابت © وأصغر ثابت 8 يحققان هذه الخاصية 


b |lxll:‏ ك .م 


۸ -(م) إذا كانت بر ود تنتمى إلى 20 > هل صعيح أن 
lll, lly‏ = اہ * |x‏ “ار ا ؟ 


١ 
-(ن) إذا كانت « ,ند تنتمى إلى ۴° » حينئذ هل صعيح أن العلاقة‎ ۸ 
le + yl > lll ادا‎ 
تكون صحيحة إذا وإذا فقط کان بره = × أو #رم = ر حيث 0 <م ؟‎ 
(س) بفرض ب و× تنتمى إلى "۴ »> حينئذ هلى صصحيح أن العلاقة‎ - ۸ 
لس‎ = lll + llylle 
تظل قائمة إذا وإذا فقط كانت ره = × أو يرم = بر حيث 0 < ؟‎ 
-(ع) إذا كانت «ر ود تنسی إلى "82 »> حينئذ‎ ۸ 
lx + yl - xl + ly PF 
تكون صحيحة إذا وإذا فقط كانت 0= ر٠× وف هذه الحالة يقال إن × » ر عموديان‎ 
. أو متعامدان‎ 
٤ م - (ف) فة جزئية × من ”۸ يقال إنها محدبة إذا كانت لكل برو تنتمى إلى‎ 
فإنه يوجد عدد حقيى £ بحيث إن 1= > 0 فإن النقطة‎ 
)1- عر‎ + = x + (y — x) 
تنتمى أيضاً إلى × . فسر هذا الشرط هندسيا ووضح أن الفئات الحزئية‎ 
Kı={xeR’:llxll= 1}, 
Ka= ))6 nJeR’:0<E <n}, 


}1< ع ع وع 2:0 (ردة)) - كا 
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تكون محدبة لكن الفئة الحرئية 
K.={xe R’:lxl= }‏ 
ليست محدبة . 

۸ -(ص) تقاطع أى مجموعة لفئات جزئية محدبة للفراغ "۴ تكون عدبة . و أتحاد فثتين 
جزئيتين محدبعين للمقدار ”۸ رما لا تكون محدبة . 

م -(ق) إذا كانت 84 أى فة فحينئذ الدالة ۴ ج24“ 4:34 تسمى مترية على 214 
إذا كانت تحقق 

(نه 0<(« نك لكل برو × ف 24 

( 0=(ر )4 إذا وإذا فقط بر = ير 

M لكل برو × ف‎ 4020-20, (ii 

. Max لكل 2و برو‎ d(x y)sd(x,z2)+d(z,y) iv) 
وضح أنه إذا كانت اا×اإ × أى عمود على فراغ المتجه ۷ وإذا عرفنا 4 يأنه‎ 

| ¬ ×ا|=(ر ,)4 حيث ۷ € ۷ x,‏ 
فإن 4 تكون مثرية على 7 . 

م -(ر) بفرض أن 4 مترية على الفئة ۸4 فباستخدام تعريف ٩‏ -م كنموذج » عرف 
الكرة المفتوحة الى مركزها 24ع* ونصف قطرها # . فسر القثتين وله > يم ىك ف 
تمرين (م -ح) ككرتين مفتوحتين فى ۸7 بالنسبة إلى مثر ين مختلفين. فسر (ثمرين ۸ - ك) 
كقولنا إن الكرة الى مركزها 0 بالنسبة إلى مثرى ر ( مستنتج من العمود فى ۸-٦(ب)‏ 
يحتوى ومحتوى فى كور مركزها 0 بالنسبة إلى المترى .4 المستنتج من 4|]) || »© 
اعمل نفس التفسير على كمرين (۸-ل) . ونظرية م - ٠١‏ . 

۸ -(ش) بفرض 24 أى فئة ونفرض أن 4 معرفة على 24 × 24 متطلبات أن 


دعر إذا ‏ 0 
Y,‏ ك 42 
»× إذا {i‏ ر 


وضع أن 4 مترية على 24 بالمنى المعروف فى (ثمرين م - ق ) . إذا كانت × أى نقطة 
فى 34 فحينئذ تكون الكرة المفتوحة مركز × ونصف قطر واحد ( بالنسبة إلى المترية ) 
محتوية بالضبط على نقطة واحدة . كينا تكون الكرة المفتوحة الى مركزها × ونصف قطرها 2 
( بالنسبة إلى 4 ) محتوية على كل 44 . هذه المترية 4 أحياناً تسمى المارية المنفصلة على 
الفعة 234 . 
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مشروعات : 
۸ - ي ف هذه اللطة سنظهر متباينات هاءة . 
(أ) بفرض أن م ء 8 عددان حقيقيان موجبان . أثبت أن 
ab < (a+ 522‏ 
وأن التساوى يكون إذا وإذا فقط كان 8 = © . [ إرشاد : اعتير 8(2--4) ] 
(ب) بفرض ,4 › د عددان حقيقيان موجبان . أثبت أن 
2إ(يه + (a,‏ = يورول 
وأن التساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان ره = ري 
(ج) بفرض به ,... ,ده ره حيث "2= ” أعداداً حقيقية موجبة . فبين أن 
a, )/m‏ ع °° + (a, + a,‏ = "زمه ** (a1a‏ )*( 
وأن التساوى يتحقق إذا وإذا فقط كان مه =٠٠٠=‏ ب۵ 
(د) وضح أن المتباينة (») بين المتوسط المندسى والمتوسط السانى تكون صعيحة حى 
عند.ا 7 لاتساوى قوة للمقدار 2 (إرشاد : إذا كانت “2>يمر>2"2 نفرض 
بم = ظط حيث 70 ,... ,1= ز ونفرض 
زمه ٠ ٠ ١+‏ ديع + b, = (a‏ 
حيث "2,.... ,1+ ”دز . الآن استخدام جزء ( ج ) للأعداد ‏ (مية ...بوط يرط 
(ه) بفرض به ,... ده بره » م ,... روط برط فثتين لأعداد حقيقية . أثبت متطابقة 
لإجرانج (*) 
دسح كر ند يزخ همق 
( إرشاد : ابدأ بعجربة الحالتين 2= ۸ » 3= *) . 
( و ) استخدم جزء (ه) لتر كيب متباينة كوثى 


]ةا هما 


(«) جوزيف - لويس لاجرانج (175 - ۱۸۱۳) ولد فى ( ورين ) حيث أصبح 
أستاذاً وعمره تسع عشرة سنة وذهب بعد ذلك إلى برلين لمدة عشرين عاماً كخلف لأيلر وبعد 
ذلك إلى باريس » وهو معروف بعمله فى تفاضل وتكامل المتغير أت وأيضاً الميكانيكا التحليلية . 
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وضح أن التساوى يكون صيحاً إذا وإذا فقط كانت الفشتان المرتبتات (.ه OSA‏ 
(.ط ,... ,د ,۵) متناسبتين . 

(ز ) استخدم جزء (ف) لتركيب متباينة المثلث 
O PO PG‏ 

۸ . 8 هذا المشروع أفرض أن[.ه ...۵ ب,4»! وما إلى آخره فقات أعداد حقيقية موجبة 
عددها ۸ . 

(أ) من الممكن البر هنة ( مسال ذلك باستخدام نظرية القيمة المتوسطة ) على أنه إذا كانت 
b «a‏ موجبين وأيضاً 1> >0 فإن 

a“b'* <= aa +(1-a)b 
وأن التساوى يكون ععيحاً إذا وإذا فقط كان 8 = © . بفرض هذا » وبفرض 1 < م‎ 
وأن ى تحقق‎ 
1 


1= += 
5 م 


(أى إن 1<و > مم-و+م )أثبت أنه إذا كانت 8 و 4 موجبين فإن 


AB“ A,B 
r 5 
وأثبت أيضاً أن المتطابقة تكون صعيحة إذا وإذا فقط كان “8 -'لم‎ 

(ب) بفرض [.©,...,,©1 6 [.0,....,8) أعداداً حقيقية موجبة وبفرض 
1<ی م » 1/(=1)+(/1) أثبت متباينة هولدر (م) 

PP‏ د 

( ارشاد : إفرض أن ''(00 ]= مء "لز 8-15 واستخدم جزء (أ) على هليه ٠‏ 
b/B‏ .( 

( ج) باستخدام متباينة هولدر کون متبايئة مینکوسکی (هه) 


(») أتوهولدر ( ۱۸۰۹ - ۱۹۳۷ ) درس فى جیتنجن وتعلم فى لييزج وعمل بكلا الجير 
والتحليل . 

(4) هیر مان مینوسکی ( 1854 - ۱۹۰۹ ) کان أستاذاً فى كنجزبرج و جيتنجن 
ومن أحسن أعماله الفئات الحدبة وهندسة الأعداد . 


¥ 


9 (a+b) = E aj + {E ùj 


إرشد 


(a +b)' = (a+ b)(a +b)" = a(a +b)" + b(a +b)" : 
د ) باستخدام متباينة هولدر » أنيت أن‎ ( 


{am 2 aj"‏ > به اسوك 
(ھ) إذا كانت به ك به » بط = رط فإن 0= (يط-يق)ليه-يه) ومن ثم 


aıbı + يطيه‎ > a,b + ab, 


أثبت أنه إذا كانت مه = ۰۰۰ ديه كد 6۵ ,ط ک ٠٠١‏ = رط = رذفإن 


ab, > 0 01 3‏ 5 
(و) بفرض أن 
٠:٠١ SQ‏ ك42 كت ره ك0 ع 1خ ؛ م٠ :١:>‏ :تبط كدرة ك0 


1< م کون معباينة شيبيشيف (ه) 
(am Ê em»)‏ > “زب {am È a) {arm‏ 


أثبت أن هذه المتباينة تعكس إذا كانت إره) متزايدة ٠»‏ إرط) متناقصة . 
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البساب التاسع ‏ الفئات المغلقة والمفتوحة : 


كثير من الحواص العميقة للتحليل الحقيى تعتمد على مدلولات توبولوجية معينة . وف الأبواب 
القليلة القادمة سنقدم التصورات الأساسية و نستنتج مہا بعضاً من آم اللواص التوبولوجية 
الحاسمة الفراغ ”۸ . وهذه النتائج ستستعمل بكثرة فى الفصول القادمة . 
١-4‏ تعريض . الفئة © فى ”2 يقال إنها مفتوحة فى ”۸ ( أو مجرد مفتوحة ) إذا 
كان » لكل نقطة × ى © يوجد عدد حقيق0 < ٣‏ محيث إن كل نقطة بر فى ”12 وتحقق. 
>٣‏ إإر - «إ| تسمي أيضاً إلى الفئة © ( انظر شكل ١-9‏ ). 


باستخدام تعريف م - 4 مكنا إعادة صياغة هذا التعريف بقولنا إن الفئة © 


() بافنوق شيبيشيف ( ۱۸۲۱ - ۱۸۹4 ) كان أستاذاً فى بیتر برج وساهم كثيرا 
فى الرياضيات ولكن أهم عمل له كان فى نظرية العدد » الاحيّالات ونظرية التقريب . 
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نكون مفتوحة إذا كانت كل نقطة فى © هى مركز لكرة ما مفتوحة تكون بأكلها محتوية 
E‏ 
۲-4 أمثلة . (أ) الفعة الشاملة ”۸ تكون مفتوحة لأنه بمكننا أخذ 1 = م لأى ×. 


(ب) الفئة (1>عر>0: 8ع ع - 0 تكون مفتوحة فى :© - جر . الفئة 
۴=)xeR:0 <x =1‏ ليست مفتوحة فى 12 . (لاذا ؟ ) 


( شكل 4 - ١‏ ) فئة مفتوحة 


(ج) الفعات ؛ (1 > ”ر + y)e R°:x”‏ ,)) - 20 (1 > برج ةير H={(x, y):0<‏ 
مفتوحة لكن الفئة (1 > 2+ 2 : (رر ,»)) =۴ ليست منتوحة فى 22 ( لاذا ؟ ) . 

( د ) الفئة (0 ح ر ,1 > » > 22:0 ع (ر ,)) =6 ليست مفتوحة فى 87 ( قارن 
هذا مع (ب) ) . الفعة (1 > بر> 282:0 ع(ر H1 = ))x,‏ مفتوحة لكن الفئة (لا ,)) - كر 
[1 > ر > 22:0 e‏ ليست مفتوحة فى 2 . 

(ه) الفعة (0< 8:2 ع (2 ,لا ,»)) = © مفتوحة فى 23 مل الفئة 
(2<0 ,0<و ,0<ع :80 ء (ج ,ر ,)- هومن ناحية أخرى الفئة 
(2 = ر = :80 € z2)‏ ,ر ])x,‏ =۴ ليست مفتوحة . 

(و ) ألفئة الخالية © مفتوحة فى ”88 لأنما لاتحتوى نقطا بالمرة ولذلك تتحقق المتطلبات 
فى تعريف ١ - ٩‏ ببساطة . 

(ز)إذا كانت 8 كرة مفتوحة مركزها 2 ونصف قطرها 4<0 وإذا كانت 
8 × حينئذ الكرة الى مركزها × ونصف قطرها ||× - 2||- 4 تكون محتوية ى 8 . أى 
أن 8 تكون مفتوحة فى ”8 . 


f 


الآن سنقرر الحواص الأساسية الفئات المفتوحة فى ”2 » وف مناهج التوبولوجى تتلخص 
هذه النتيجة القادمة بقولنا أن الفئات المفتوحة كا عرفت فى تعريف 4 - ١‏ تكون توبولوجيا 
لأجل ”۴ . 


٩‏ - م خواص الفئة المفتوحة . () كل من الفغة اللالية © والفراغ الشامل ”۸ تكون 
مفتوحة فى "18 . 

(ب) تقاطع أى فئتين مفتوحتين هو فثة مفتوحة فى "۴ . 

(ج ) اتحاد أى مجموعة من الفئات المفتوحة هو فئة مفتوحة فى ”۴ . 


البرهان . قد علقنا من قبل على الصفة المفتوحة للفئات © > “22 لإثبات (ب) نفرض 
أن ر6 و ,6 مفتوحتان ونفرض أن 6,١6:‏ =6 ولنوضح أن و6 مفتوحة 
نفرض أن :6 > × . ما أن × تنتمى إلى الفئة المفتوحة ,6 فيوجد 0 < .م بحيث إنه 
إذا كانت ,م >إاج - »إ| فإن z٤6,‏ بالل يوجد 0 > دم محيث إنه إذا كانت 
دا > اه - ×ا| فإن 6٤س‏ . باختیار وم يحيث تكون أقل من ۲2 »© 71 . نستلتح 
أنه اذا كان "2 ٤‏ ر محيث إن 2 >> |ار-×ا| حيتذ تنتمى بر الى كلا من ,© » © 
إذن هذه العناصر مثل لر تنتمى إلى ر6 6,6 =6 ما يثبت أن و6 مفتوحة فى ”۴ . 

لبرهنة (ج ) نفرض أن [... ,و6 ,.6] هى مجموعة من فئات مفتوحة ونفرض أن © 
هو اتحادها . ولتوضيح أن © مفتوحة نفرض © © . ومن تعريف الاتحاد يتر تب على 
ذلك أنه لفئة ما ولتكن ,6 مثلا يوجد لدينا ,6 > × . وحيث أن ,6 مفتوحة فيوجد كرة 
مر كزها ‏ وتقع بأكلهانى © . وما أن 6 > ,6 تكون هذه الكرة محتوية بأكلها فى © 
ما يغبت أن © مفتوحة فى "© , وهو المطلوب إثباته 


بالاستنتاج ينتج من خاصية (ب) المذكورة فى أعلى أن تقاطع أى مجموعة محدودة من الفئات 
المفتوحة هى أيضاً فئة مفتوحة فى ”۴ . و مكن ملاحظة أن هذا التقاطع لمجموعة غير محددة لفئات 
مفتوحة ر ما لا تكون فثة مفعوحة . 
من المثال : 
G.= [seR:-<x<1+ھ|, neN‏ )9.1( 


نجد أن تقاطع الفئات ,© هو الفئة (1 > × > ۸:0 © ×) =۴ وهى ليست مفتوحة . 


الففات المغلقة : 


الآن سنقدم تصوراً هاءا للفئة المغلقة فى ”18 . 


4-4 تعريف . الفئة 7۴ فى ”8 يقال إنها مغلقة فى ”2 ( أو مجرد مغلقة ) فى 
حالة کون قيمها 220١1‏ = (۴) © مفتوحة فى ”2# . 

- ه أمغلة . (أ) الفعة الشاملة ”8 مغلقة فى ۴ حيث متممتها هى الفئة الحالية وهى 
فئة مفتوحة فى ”8 كا رأيناها فى ٩‏ - ۲ (و) . 

(ب) الفئة الحالية © مغلقة فى ”© حيث قيمها فى ۴ هو كل ”22 وهى فئة مفتوحة 
فى "2 کا بينافى ٢-۹‏ (آ) . 

(ج ) الفئة (1 = × > ۸:0 ع »)=۴ مغلقة فى جم . وإحدى الطرق لرؤية ذلك 
هو أن متممة ۴ فى R‏ هو اتحاد الفثتين (1 > {xe R:x <0}, {x © R:×»‏ والى كل 
مهما مفتوحة . بالمثل الفئة إ× > 0: 228 © «] مغلقة . 

( د) الفعة(1 > ”ر + : 8 ع (ر ))x,‏ = ۴ مغلقة لأن متممتها فى 87 هى الفئة 
عع 1 }1> {x ye R:x+y°‏ 
وهى فثة مفتوحة . 

( ه) الفئة [0 < غ :2 > z(‏ ,ر ,)) - 1 مغلقة فى 20 » وأيضاً الفئة 

(2 - ررد ع :قلع( ,راع م . 

(و) الكرة المغلقة 8 الى مركزها × نى “2 ونصف قطرها 0 < م فئة مغلقة 
الفراغ "2 . لأنه إذا كانت 8 مج فإن الكرة المفتوحة الى مركزها 2 و نصف قطرها 
٣‏ -||× - | تكون محتوية فى (6)8© ولذلك تكون (4©6)8 مفتوحة › 8 مغلقة 
2.8 


وبالحديث العادى عند الاستعال على الأبواب والنوافذ والعقول فالكلمات مفتوح ومغلق 
يكون معناها عكس ماسبق . كينا كان فعند استماطا للفعات الجزئية من ۸ فعنى هذه الكلمة 
ليس العكس . فثلا لاحظنا أعلاه أن الفتتين "8 و 0 مفتوحتان أو مغلقتان فى ”8 ( من 
امحتمل أن يشعر القارىء بالراحة ليعرف أنه لا يوجد فئات جزئية أخرى للمقدار ۴° الى ها 
كلا الخاصيتين السابقتين ) . وبالإضافة إلى ذلك فإنه يوجد فئات جزئية كثيرة المقدار 1 
والى ليست مفتوحة وليست مغلقة . وف الحقيقة معظم الفثات الجزئية للفراغ 8 ها صفة 
التعادل . و كشال بسيط سنقتبس الفئة 
(1 > ع 1:0 عع د م 9.2( 
هذه الفئة 4 تفشل فى أن تكون مفتوحة فى 2 حيث إنها تحتوى على النقطة 0 و بالمثل تفشل 
فى أن تكون مغلقة فى # لأن متممتها فى ۴ هى الفغة (1 < +« ءه 0> + : 8 © ) والى ليست 
«فتوحة لأنها تحتوى النقطة ١‏ . والقارىء يحب أن يركب أمثلة أخرى من الفئات بحيث تكون 
ليست مفتوحة و ليست مغلقة فى 8 . 


۷1 


الآن سنقرر الحواص الأساسية الفئات المغلقة وبرهان هذه الئتيجة تنتج مباشرة من نظرية 
و- م باستخدام قوانين دى مر جان ( نظرية ١‏ - م وأمرين ١‏ - ك ) . 

و-4 خواض الفئات المغلقة . (أ) كل من الفئة الخالية © والفراغ الشامل "1 
منلقة فى "8 . 

(ب) اتحاد أى فثتين مخلقتين فئة مغلقة فى ۸° . 

(ج) تقاطع أى مجموعة من فثات مغلقة هو فثة مغلقة فى "۸ , 


متاخمات ( الجيرة أو الجوار ) : 


سنقدم الآن بعضاً من المدلولات التبولوجية الإضافية والى ستكون مفيدة وتسمح لنا 
بوصف الفئات المفتوحة والفئات المغلقة بواسطة مدلولات أخرى . 


۷-4 تعريف . (أ) إذا كانت ”۸ © × فإن أى فثة تحتوى على فئة مفتوحة تحوى 
× تسمى متاخمة أو جوار للعنصر . 

(ب) نقطة ”۴ © تسمى نقطة داخلية لفئة ”2 > ۸ فى حالة وجود جوار العنصر × 
والى تكون محتوية كلية فى 4 . 

(ج ) نقطة "18 ع × تسمى نقطة حدودية لفئة ”۴ > ۸ فى حالة كون كل جوار 
أو جيرة للعنصر × تحتوى نقطة فى 4 ونقطة فى %(A)‏ 

(د) نقطة ”8 © تسمى بنقطة خارجية لفئة “82 ب ۸ فى حالة وجود جوار 
للمقدار × الذى يكون بأکله محتوياً فى (لم)6© 

ومن الملاحظ أنه إذا كان "رع بر » ”۸ > ۸4 فإنه يوجد ثلاث إمكانيات «نفر دة متبادلة 
)( × نقطة داخلة للفعة ۸4“ (11) × نقطة حدودية للفئة 4 » أو (1أ1) × نقطة خارجة 
الفغة 4 . 

4 - ۸ أمثلة . (أ) فئة ل تكون جير ة لنقطة × إذا وإذا فقط كان يوجد كرة مركزها 
× محتوية بأكلها فى 0 . 

(ب) نقطة × تكون نقطة داخلة للفعة 4 إذأ وإذا فقط كان يوجد كرة مركزها × 
حتوية بأكلها فى 4 . 

(ج ) نقطة × تكون نقطة حدودية للفعة 4 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل عدد طبيعى 
۸ نقط ماع ۰a.‏ (6)4 ء ,5 عیٹ إن : 1 

lx -bafl< 1/8 ]امه سه‎ <1/n 


(د) كل نقطة فى الفترة ۸ > (1 ,0) ھی نقطة داخلة ٠‏ النقطتان 1 » 0 ها نقطتان 
حدوديتان للفترة (0»1) . 


(ه) بفرض © >[0,1]= 4 حيئئذ النقط الداخلة الفئة 4 هى النقط فى الفترة 
المفتوحة (061) » النقطتان 1 ,0 ها النقطتان الحدوديتان للفئة 4 . 


(و ) النقط الحدودية الكور المفتوحة والمغلقة الى مركزها ×٤۸”‏ ونصف قطرها 
0 < م ه النقعل فى الكورة الى مركزها × ونصف قطرها ٣‏ . ( انظر تعريف ۸ - و) 


الآن سنميز الفئات المفتوحة بدلالة متاحمات ونقط داخلة . 


4-4 نظرية . إذا كانت ”۸ > 8 فإن النصوص الآتية تكون متكافئة : 

(أ) 8 تكون مفتوحة . 

(ب) كل نقطة من 8 تكون نقطة داخلة من 8 . 

(ج) 8 تكون جيرة لكل من نقطها . 

البو هان . إذا كانت (1أ) صحيحة و كانت 8 عن » فحينئذ تكون الفثة المفتوحة 8 
جيرة للعنصر × و لذلك تكون × نقطة داخلة للمقدار 8 . 

من السبل إثبات أن (ب) تعنى (ج ) 


إذا كانت (ج ) صحيحة فإنه لكل 68× يوجد فة مفتوحة 8 © ,0 حيث »6 € × 
إذذ (68+:.16ل) -8 وينتج من نظرية ۳-۹ ( ج) أن 8 تكون مفتوحة 
فى "2 . 

وينتج ما أوضحنا أن الفئة المفتوحة لاتحتوى على أى نقطة من نقطها الحدودية حيث الفعات 
المغلقة تكون الطرف الآخر فى هذا الصدد . 


٠١ -4‏ نظرية . فية ”67 >۴ تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت تحتوى جميع نقطها 
الحدودية . 


البرهان .. نفرض أن ۴ مغلقة وأن × هى نقطة حدودية للفعة د . إذا كانت 
»د ء فإن الفئة اتفتوحة (6)۴ تحتوى × ولا تحتوى أى نقطة من ۴ لاف الفرض الذى 
يقول أن × هى نقطة حدودية للمقدار # إذن يحب أن يكون ۴ع × . 


V۸ 


وبالنكس » نفرض أن ۴ تحتوى جميع نقطها الحدودية . إذا كانت ۴ 4ر فحينئة 
بر ليست نقطة من ۴ وليست نقطة حدودية من ۴ . إذن فهى نقطة خارجة . ومن ثم توجد 
جيرة 44 للمقدار بر محتوية بأكلها فى (7)© . ما أن هذا صعیح لكل ٣4ر‏ فنستدل 
أن (6)1© مفتوحة حيث ۴ مغلقة فى ”۸ . 
ئات مفتوحة فى 8 : 

سنح هذا ألباب بتمييز الصورة لفئة جزئية مفتوحة أختيارية للفراغ ۴ . 

١١-4‏ نظرية . فئة جزئية للفراغ ۴۸ تكون مفتوحة إذا وإذاً فقط كانت اتحاد مجموعة 
عددية لفتر ات مفتوحة . 

البو هان . ما أن الفترة المفتوحة هى مفتوحة ( لماذا ؟ ) فينتج من ٣ - ٩‏ (ج ) أن الاتحاد 
لأى اتحاد معدود لفتر ات مفتوحة يكون مفتوحاً . 

وبالمكس إذا فرضنا 6۶0 فئة مفتوحة فى ٩‏ ونفرض ‏ [(/6©1 40:72 | هى 
تعداد لكل النقط القياسية فى © . لكل 18ج م نفرض ١‏ هو أقل عدد طبيعى بحيث 
إن الفترة (1/0-0 + ,1/7 - )۲١‏ = ,ل تكون محتوية كلية فى G‏ . ومن ذلك 
ينتج أن : 

6 >2 نا 


neN 
: والآن نفرض أن × نقطة اختيارية فى © ونفرض لارح بم حيث أن‎ 

(x -2/m, x +2/m) > ©‏ 
ومن ذلك ينتج من نظرية ٠١-5‏ أنه يوجد عدد قياسى بر فى (1/”۸+ × ,1/۳ )x*-‏ 
وحيث 6 ع ر وكذلك ,رم = بر لعدد ما طبيعى 7 . وإذا كانت × لا تنتمى إلى 

Jn = (r. — 1/m, mn + 1/m.) 
فحينئذ يحب أن يكون 1/76 > .1/1 ولکن ما أنه قد تبين حالا أن‎ 

مع ركه 2-م) عط ل-م) 
m m m m‏ 

فهذا مخالف الاختيار للمقدار ۳١‏ لذلك عندنا «ل € × هذه القيمة إلى 7 . وحيث © عر 
اختيارية فنستدل على أن 


Ge U Mh 


mneN 
. لذلك تكون © مساوية هذا الاتحاد‎ 


۷ 


ومن ذلك لا ينتج من النظرية ١١-9‏ أن فئة جزئية للفراغ 8 مغلقة إذا وإذا فقط “كان 
القاطع مجموعة معدودة لفترات مغلقة (لماذا ؟ ) . ومن ذلك لاينتج أن الاتحاد احسوب لفتر ات 
مغلقة يحب أن يكون مغلقاً . وكل فئة مغلقة ليست الا هذه الخاصية . 

تعمي هذه النتيجة سيعطى فى آمرین ( 4 -ز  )‏ 
تمرينات : 

٩‏ -(أ)برر الإثبات الذى قدم عن الفثتين ۴٣‏ و © فى مثال ۲-۹ (ب). 

. ) -(ب) برر الإثبات الذی قدم فى مثال و - ۲ (ج‎ ٩ 

: -(ج) أثبت أن تقاطع أى مجموعة محدودةلفئات مفتوحة تكون مفتوحة فى"2 ( إرشاد‎ ٩ 
. ) (ب) والاستنتاج‎ ۳ - ٩ استخدم‎ 

4 -(د) ما هى النقط الداخلة والحدودية والخارجة فى ٩‏ للفئة (1ه) ثم استنتج أنها 
ليست مفتوحة ولا مغلقة . 

٩‏ - (ده) اعط مثالا فى 87 بحيث يكون ليس مفتوحاً و لامغلقاً . ثم أثبت صعة هذا المثان. 

. ٦-٩ (و)اكتب بالتفصيل برهان نظرية‎ - ٩ 

4 - (ز ) وضح أن فئة جزئية المقدار "۴ تكون مفتوحة إذا وإذا فقط كان الاتحاد 
مجموعة مسوبة لكرات «فتوحة ( إرشاد : فة كل النقط فى ”۸ وألى كل إحداثياتها أعداد 
قياسية هى معدودة ) . 

4 - (ح) كل فثة جزئية مفتوحة من 82 هى اتحاد لمجموعة محسوبة لفئات مغلقة . 

4 - (ط) كل فئة جزئية مغلقة ٠ن‏ ”82 هى التقاطع مجموعة معدودة لفئات مفتوحة . 

- (ى) إذا كانت 4 أى فة جزئية من م وبقرض ۸° ترمز إلى الاتحاد لكل 
الفئات المفتوحة الحتوية فى 4 فإن الفئة ۸° تسمى داخل الفئة الحزئية 4 . لاحظ أن 4° 
هى فئة مفتؤحة . وضح أنها أكبر فئة مفتوحة حتوية ى 4 . أثبت أن + 
"م A’cA, (A*)°*=‏ 
جر (ANB)"'=A°NB°, (R°)'=‏ 
اعط مثالا لتوضيح أن "8ل "۸ ="(8 0 4) رما لا تكون صحيحة . 

4 - (4 ) أثبت أن نقطة تنتمئ إلى "4 إذا وإذا فقط إذا كانت نقطة داخلة للفئة 4 . 

٩‏ - (ل) إدا كانت 4 أى فثة جزئية من 87 وبفرض أن 4 تشير إلى تقاطم کل 
الفثات المغلقة الى تحتوى على 4 » الفئة ”4 تسمى الأقفال للفئة الحزئية 4 . ونلاحمظ 
أن -4 فة مغلقة . أثبت أنها أصغر فثة مغلقة تحتوى على 4ى . 


N. 


أثبت أن : 
ASA”, (A) =A‏ 
(AUB) =A UB. 0 =0‏ 
اعط مثالا لتوضح أن ۸87 ۸ = (۸8 ۸) رما لا تكون صحيحة . 
٩‏ - (م) أثبت أن نقطة تنتمى إلى -4 إذا وإذا فقط كانت إما نقطة داخلة أو نقطة 
حدودية المقدار 4 . 
و - (ن) اعط مثالا لفئة 4 فى *# بحيث أن م =۸ »۴= ۸ هل يمكن هذه 
الفغة مدل 4, أن تكون عددية . 
٩‏ - (س) بفرض 4 ء 8 فثتين جزئيتين للمقدار ۸ فان حاصل الضر ب الكارتيزى 
8 × 4 يكون مفتوحاً فى 102 إذا وإذا فقط كانت ۸4 » 8 مفتوحتين فى ۴ . 
0 - (ع) بفرض 4 ٠»‏ 8 فثتين جزئيتين للمقدار ۸ . حاصل الضرب الكارتيزى 
8 *ا 4 يكون مغلقا فى ٩‏ إذا وإذا فقط كانت 4 ء 8 مغلقتین فى ٣‏ . 
٩‏ - (ف) فسر الفكرة المقدمة فى هذا الباب عن دالة كانتور ۴ للتعريف 4-۷ . 
وخاصة : 1 
(أ) وضح أن ۴ مغلقة فى ©ر . 
(ب) لا توجد نقط داخلة فى ۴ . 
(ج) لا يوجد فئات مفتوحة غير خالية محتوية فى ۴ . 
( د) كل نقطة من م هى نقطة حدودية . 
(ه) الفئة ۴ لا بمكن التعبير عنها كاتحاد لمجموعة محسوبة لفترات مغلقة . 
(و) متمم الفئة ۴ لا يمنكن التعبير عنها كاتحاد مجموعة محسوبة لفتر ات مفتوحة . 


الباب العاشر ‏ نظريات الخلايا المتشابكة ( الوكرية ) وبولزانو فيرشتراس : 


فى هذا الباب سنقدم نتيجتين هامتين جدا والى سوف تستعمل غالبا فى الأبواب القادمة معى 
أنه بمكن اعتبارها كخاصية متممة للمقدار "۴۸ حيث 1 < م . 
سنستعيد من باب سبعة أنه إذا كانت ( > »© فإن الخلية المفتوحة فى 82 والى يرمز 
إلها بالرمز (ط ,ه) هى ألفئة المعرفة بالمقدار . 
(a, b)={xeR:a<x <b}‏ 


۸1 


وقد لوحظ حالا أن مثل هذه الفئة تكون مفتوحة فى 2 . بالمثل الخلية المغلقة [ط ,ه] فى 
بج هى القعة 
[a, b]={x e R:a > x = b}‏ 


والى هى فثة مغلقة فى ۴ . حاصل الضرب الكارتيزى لفتر تين يسمى عادة مستطيلا وحاصل 
الضر ب الكارتيزى لثلاث فترات يسمى غالبا متوازى السطوح . وللتبسيط سنستعمل العبارة 
« خلية » بغض النظر عن بعد الفراغ . 

١ - ٠‏ تعريف . خلية مفتوحة ل فى ° هى حاصل الضرب الكارتيزى لايا 
مفتوحة عددها م لأعداد حقيقية . وحينئذ ل تأخذ الصورة 
J={x =(x1,..., Xp) E 22” :a < xı <b:‏ عند i=1,2,...,p}‏ 
با مئل الللية المغلقة 1 فى "۸ هى حاصل الضرب الكارتيزى لللايا مغلقة عددها م لأعداد 
حقيقية . وحينئذ 1 تأخذ الصورة 
x = bı‏ = به : RP‏ 6 (م ,ى. . . ر) = sie 1={x‏ [2,:0002 ,21خ 
تكون الفئة الحزئية من ؟8 تكون محدودة إذا كانت محتوية فى خلية ما . 

وكتمرين بين أن خلية مفتوحة فى ”2 تكون فة مفتوحة وأن خلية مغلقة هى فة 
مغلقة . وأيضاً ألفئة الحزئية من ۴ محدودة إذا وإذا فتقط كانت هذه الفئة المزئية محتوية فى 
كرة ما . ويلاحظ أن هذا المصطلح الفى الفثات امحدودة متفق معالمقدمة فى باب + فى حالة 1 = م, 

وسيتذ كر القارىء من باب ۷ أن خاصية العلو لنظام العدد الحقيق تدل على أن كل متتابعة 
متداخلة لايا مغلقة غير خالية فى ۸ ها نقطة مشتركة . 

والآن سنبر هن أن هذه الخاصية تتحقق فى حالة الفر اغ RP‏ . 

7 نظرية الخلايا المتداخلة . بفغرض (12) متتابعة لخلايا مغلقة غير خالية فى‎ 5-٠٠ 
فحينئذ توجد نقطة فى ۸ بحيث نشی‎ . 1, 2122-02 8, 2.0.١ ومتداخلة مى أن‎ 
. لحميم الكلايا‎ 

البرهان . نفرض أن ,12 هى الكلية . 

lk ={(%1,..., Xp): بيه‎ = X1 ك‎ Dk1, <...» xp = Xp = bx} 
من السهل أن نرى أن الخلايا ۸ € ) ,[»ط ,ده] تكون متتابعة متداحلة لخلايا مغلقة غير‎ 
خالية لأعداد حقيقية فإذن يوجد بواسطة إتمام مجموعة العدد الحقيى ۸ عدد حقيى رر ينتمى‎ 
إلى جميع هذه الللايا . وباستخدام هذه النتيجة لكل إحداثى صادى فإننا نحصل على النقطة‎ 
كم‎ 


)لا ...0 .)= ۷ للفراغ ° بحيث إنه إذا كانت ار تحقق ,1,2,...,8 >[ فإن 
ر تنتمى لكل الخلايا N}‏ € k:[ب‏ ,ه]) وإذن النقطة بر تنتمى إلى جميع الللايا ( . 
وهو المطلوب إثباته 


نقطة العنقود أو السباطة ونظرية بوئزانو ‏ فيرستراس : 


) م . تكون نقطة "2 8*6 تكون نقطة سباطة (أو نقطة تجمع كمنقود‎ - ٠ 
لفعة جزئية “8# > كر فى حالة كون كل متاخمة للمقدار × تحتوى على الأقل نقطة واحدة‎ 
. × الفئة 4 خلاف‎ 

سوف نعتبر بعض أمثلة . 

-٠٠‏ 4 أمثلة . () نقطة ”۴ 6× تكون نقطة تجميع للفئة 4 إذا وإذا فقط كان 
يوجد لكل عدد طبيعى ۸ عنصر ۸ ٤‏ به محيث إن 1/۸ > |إه - :| > 0 

(ب) إذا كانت نقطة حدودية لفئة لا تنتمى إلى الفئة فإنها ت.كون نقطة تجميع للفئة . 

(ج) كل نقطة لوحدة الفرات 1 فى ٩‏ تكون نقطة تجميع الفارة 1. 

(د) بفرض (0,1) = 4 فإن كل نقطة فى الفتر ة 4 هى نقطة داخلة ونقطة تجمع 
الفترة 4 . النقطتان 061 نقطتا تجميع ( لكن ليست نقطتين داخليتين ) لفترة 4 . 

(ھ) بفرض 8-1660 هى فئة جميع الأعداد القياسية فى وحدة الفترات فإن كل 
نقطة فى 7 هى نقطة تجميع لفترة 8 فى ۸ ولكن لا توجد نقط داخلة للفترة 8 . 

(و ) فئة جزئية محدودة للفراغ ”۸ ليس ها نقط تجميع (لماذا ؟) . 

( ز) الفثة اللانهائية لأعداد ععيحة ۸ > 2 ليس ها نقط تجميع (لماذا ؟) . 


٠٠‏ - ه نظرية . فئة ۴° ٣۴>‏ تكون مغلقة إذا وإذا فقط كانت تحتوى على 
كل نقطها التجميعية . 

البرهان . نفرض أن 7 مغلقة »> × نقطة تجميع للفعة ۴ . إذا كانت 6م فإن 
الفئة المفتوحة (6)۴ تكون جوارا للمقدار × ويحب أن تحتوى على الأقل نقطة واحدة 
الفئة ‏ . لكن هذا مستحيل و لذلك نستنتج أن x6۴‏ . 

وبالمكس إذا كانت ۴ تحتوى جميع نقطها التجميعية فمنوضح أن (6)۴ 
مفتوحة . لأنه إذا كانت (€6)۴ ٤ر‏ فإن بر ليست نقطة تجميع للفئة ۴ . ولذلك يوجد 
جوار ,۷ للمقدار بر يث إن 8-,/1مي . وإذن (31/,2©6)85 . وما أن هذا 
ريح لكل (5) 6 © لا فنستنتج أن (6)۴ تكون مفتوحة وى “2 . وهو المطلوب إثياته 


AY 


النتيجة الآتية من أهم النتائج ذات الأهمية فى هذا الكتاب وأهميتها أساسية وسوت تستخدم 
كثيرا . ويحب ملاحظة أن الاستنتاج رما يفشلى إذا لم يتحقق أى من الفروض . [ انظر مثالى 
4-٠‏ (وءز[)]. 


3+ نظرية بولزانو - فيرشتراس». كل فة جزئية لا لبائية محدودة الفراغ‎ 5-٠ 
. لما نقطة تجميع‎ 

البرهان . إذا كانت 8 فئة محدودة لما عدد لا لهاي من الناصر ونفرض أن 21 
خلية مغلقة تحتوى 8 . نقسم ,1 إلى ”2 خلايا مغلقة بتنصيف كلا من جانبيها . وما أن ,1 
تحتوى على نقط كثيرة لانمائية من 8 . فجزه واحد على الأقل من هذا التقسيم الفرعى سيحتوى 
أيضاً على نقط كثيرة لا نهائية من الفئة 8 . (لأنه إذا كان كل من ال 7 جزء يحتوى فقط 
عددا محددا من نقط للفئة 8 » فحينئذ بحب أن تكون 8 فئة محدودة بمكس الفرض) . 
نفرض أن" 1 واحد من هذه الأجزاء للتقسيم الفرعى للفئة 1 والذى يحتوى عناضر كثير.ة 
الفئة 8 عددها لانمائى . الآن نقسم 1 إلى ”2 من الللايا المغلقة بتنصيف ضلعيها الحانبيين . 
مرة أخرى يحب أن تحتوى إحدى هذه الخلايا الحزئية على عدد لا نمال من نقط الفئة 8 
وإلا أمكن للخلية الجزئية 1 أن تحتوى فقط على عدد محدود ما يخالف تركيها . فإذا فرضنا 
أن و1 هى خلية جزئية من 14 الى تحتوى نقطا كثيرة عددها لانبائى من 8 فإنه باستمرار 
هده العملية فإننا نحصل على متتابعة متداخلة (:1) لايا مغلقة غير خالية من 7 وحسب 
نظرية الخلايا المتداخلة فانه توجد نقطة لر تنتمى لمحميع الخلايا ....,2 ,6-1 ب] والآن 
سنوضح أن بر هى نقطة تجميع من 8 وهذا سيدخل برهان الفرض . 


أولا : نلاحظ أنه إذا كانت [مط ,په]×۰۰-× لط رره] - ,1 حيث > عه وإذا 
كانت (يه حرط , . . . ريه - بط صناة = (:1)1 فإن0< (,1)] هو طول أطول أضلاع ,1. 
وطبقا للتركيب أعلاه للمتابعة (50) يكون لدينا 


(* ) برنارد بولتزانو )١848-178١(‏ كان أستاذا لفلسفة الدين فى براغ ولكن 
كان له أفكار عميقة عن الرياضيات . وكان مثل کوٹی - رائدا فى إدخال مستوى عال من 
الصر امة فى التحليل الريامى . وظهر مؤلفه عن التناقضات الظاهرية الى قد تكن فيها الحقيقة 
عن اللانهاية بعد وفاته . 

كارل فيرشتراس ( ۱۸۹۷-۱۸۱۰١‏ ) كان أستاذا فى برلين لعدة سنوات وله تأثير 
ميق فى تطوير التحليل الرياضى . وكان يصر دائما على البرهان الصحيح القوى . وتوصل إلى 
مقدمة ف نظام السدد الحقيى ولكنه لم ينشرها . وله إسبامات هامة على نظام العدد الحقيق وله فى 
التحليل الحقيى و التحليل المركب والمعادلات التفاضلية والتفاضل والتكامل للمتغير ات . 


At 


1 


0> 1) = (I) 


حيث N‏ ع . نفرض أن ۷ هى أى جوار للنقطة المشتركة ر ونفرض أن كل النقط 
z‏ فى "8# حيث > || - را| تنتمى إلى ۷ الآن نختار م كبيرة جدا محيث إنلا > 1 
ومثل هذا الاختيار ممكن لأنه إذا كانت س أى نقطة أخرى من .1 فحينئذ ينتج من نظرية 
٠۰-۸‏ أن 


: 5 
را‎ wll = Vp (1) - جع‎ (I). 


) ۱-٣۰ فشكل‎ ( 


وحسب كمرين ٩۔۷‏ » ينتج أنه إذا كانت / كبيرة كبرا كافيا فإن 
Vp‏ 
gr 1)1(> ٠.‏ 
ولمثل هذه القيمة المقدار م يكون ۷ >[ . حيث إن »12 تحتوى عناصر كثيرة عددها 


لا نهاى من8 فينتج أن 7 تحتوى عل الأقل عنصرا واحدا من 8 تلف عن بر . إذن ر 
نقطة تجميع للمقدار 8 . وهو المطلوب إثباته 


تمريفات : 


1. = )0,1/8(-٠0 © (أ) بفرض “2 > ,1 ( خلايا مفتوحة معطاة ءن الملاقة‎ - ٠ 
. ,0)وضح أن هذه الخلايا «تداخلة و لكلها لا تحتوى على أى نقطة مشتركة‎ 1/0( 


Ao 


. ١٠-(ب)‏ بفرض أن "۴ > .ل فترات مغلقة معطاة من العلاقة “٠٠×‏ × (م+ ,۸] = يل 
(+.0] أثبت أن هذه الفئرات تكون متداخلة ولكها لا تحتوى على أى نقطة مشتّركة . 

× -(ج) نقطة × هىنقطة تجميع لفئة 86 > 4 إذا وإذا فقط كان كل جوار للنقطة‎ ٠ 
. حتوى نقطا كثيرة للفئة 4 عددها لا نبالل‎ 

٠‏ - (د) بفرض (11/0:010- 4 . وضح أن كل نقطة الفئة 4 هى نقطة حدودية 
فى ۸ ولكن 0 هى نقطة التجميع الوحيدة للفئة 4 فى 8 . 

٠‏ -(ه) بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين من "م وبفرض × هى نقطة تجميع للفئة 
8ه فى ۴ . أثبت أن × هى نقطة تجميع لكل من 4 » 8 . 

٠‏ - (0) بفرض 8 و 4 فثتين جزئيتين للفئة "8 ونفرض أن × نقطة تجميع 
لفئة ۸08 فى "۴ . أثبت أن × إما نقطة تجميع للفعة 4 أو للفعة 8 . 

. 87 4)۴( أثبت أن كل نقطة فى فئة كانتور ۴ هی نقطة تجميع لكل من‎ )[( - ٠ 

©  ةبوسحم (ح) إذا كانت 4 أى فة جزئية للفثة "۸ » فإنه يوجد فئة جزئية‎ - ٠ 
|: - || > ٤ للفئة 4 بحيث انه إذا كانت ۸× » 0<غ فيوجد عنصر © 2 بحيث أن‎ 
. © ومن ثم يكون كل عنصر من 4 إما فى © أو نقطة تجميع للفئة‎ 
: مشروعات‎ 

٠‏ - © نفرض 46 فئة » متريا أو قياسيا على 44 ومعرفا فى (تمرين ۸ - ق ). اختير 
ثانيا التعريفات والنظريات ف البابين ٠١ » ٩‏ لكى تحدد أمها ينطبق على الفئات الى ها مترى , 
فثلا سيعضح أن فكرة الفثة المفتوحة والمغلقة والحدودة تنطبق عليها ولا تنطبق نظرية بولز انو 
وفير شار اس عند قيمة مناسبة للمقدارين 44 و 4 . كلما كان مكنا إما أن توضح أن النظرية 
تمتد أو تعطى مثالا عكسيا' لتوضيح فشلهما . 

٠‏ - 8 بفرض 7 عائلة لفئات جزئية لفئة لا الى (ة) تحتوى وم > ¥ »> (1ذ) 
تحتوى التقاطع لأى عائلة محدودة من الفقات ى ل» (1ل) تحتوى الاتحاد لأى عائلة من الفئات فى 
7 فإننا نسمى 9 توبولوجى للفئة 2 ونشير إل الفئات فى 7 كفآت مفتوحة . افحص 
ثانيا التعريفات والنظريات ف بابى 4 ء ٠١‏ محاولا أن تحدد أبها ينطبق على الفئات ر 
الى ها توبولوجى 5 . 


الباب الحادى عشر ‏ نظرية هاين ‏ بوريل : 


نظرية الحلايات المتداخلة ٠١‏ - ۲ ونظرية بولتز انو فيرشتراس ٠١‏ - + ترتبطات ارتباطا 
خاصا بالتعريف الام جدا للاندماج والى سنناقشها فى هذا الباب وبالرغم من أنه من الممكن 


A1 


الحصؤل عل معظم النتائج فى الأبواب الأخيرة بدون معرفة نظرية هاين بوريل فلا بمكننا 
التعمق فى التحليل بدون الاحتياج هذه النظرية و لذلك يكون منع عرض هذه النتيجة العميقة 
اقتصادا مزيفاً . 


١ - ١١‏ تعريف . فة × يقال أنها محكة أو مديمجة طالما تكون الفئة محتوية 
فى الاتحاد 1لمجموعة [.6] = 4 لفئات مفتوحة فإنها أيضاً تكون محتوية فى الاتحاد لعدد ما 
محدود من الفئات فى © 

مجموعة 4 لفئات مفتوحة اتحادها يحتوى × غالبا تسمى غطاء الفعة × . أى المتطلبات 
لكون الفئة × محكة هى أن كل غطاء © للفثة >4 بمكن استبداله بغطاء محدود للفئة ٤‏ 
باستخدام فئات فى 4 فقط نلاحظ أنه لكى نستخدم هذا التعريف لبرهنة على أن فثة كر 
مدمجة سنحتاج لفحص أو اختبار مجموعة اختيارية لفات مفتوحة اتحادها يحتوى K‏ و نوضح 
أن 1 تكون محتوية فى الاتحاد لمجموعة جزئية محدودة من كل مجموعة كهذه . ومن ناحية 
أخرى لنوضح أن فئة 87 ليست مدمجة فإنه يكون كافيا عرضعطاء واحد فقط حيث لا بمكن 
إبداله مجموعة جزئية محدودة والى تظل تغطى 2 . 


» ۴ أمثلة . (أ) بفرض [«×,... ,× ,»)= × فئة جزئية محدودة للفعة‎ ۲-١١ 
فن الواضح أنه إذاكانت [.6) = 4 مجموعة لفئات مفتوحة فى ۴ وإذا كانت أى نقطة‎ 
من الفئة × تنتمى إلى فئة جزئية ما من 4 فإن فئات جزئية مختارة بعناية عددها :م‎ 
على الأكثر من 4 سيكون ها أيضاً الخاصية الى تقول ان اتحادهم يحتوى × . حينئة‎ 
. 827 تكون × فة جزئية مدمحة للفئة‎ 

(ب) فى ۴ سنعتبر الفية الحزئية ‏ (0<*: 8# ج)-11 ونفرض أن 
6.=)-1,n( neN‏ عيث أن(لزع:,4-10 مجموعة 'لفئات جزئية منتوحة 
للفئة ۸ والى اتحادها يحتوى 81 . إذا كانت إ6 ,... ,ي,© .10 هى مجموعة جزئية 
محدودة من 4 ففرض أن M = SUP (Ru, Ra, ..., Mk}‏ محيث Gm‏ 62 
عند j=1,2,...,k‏ . ومن ذلك ينتج أن On‏ هو اتمحاد  {On Ona, ۰.., On}‏ 
مهما يكن فإن المدد الحقيق 84 لا ينتمى إلى ,© ولذلك لا ينتمى إلى 


وإذن لا يوجد اتحاد محدو د الفغات 4 .يمكن أن يحتوى 7 2 8 لا تكون مديحة 5 

(ج ) نفرض (1 ,0) = 721 ی © . إذا كانت (م/1/04,1-1) = ,© عند 2> n‏ 
فحينئذ المجموعة (140,:8<2-© لفشات مفتوحة تكون عطاء هه . إذا كاذت 
On}‏ ...10 مجموعة جزئية محدودة من 4 وبفرض [ية ,... ,11] ناء - ۸1 عحيث 


AY 


أن Gu‏ ع ,6 عند 1,2,...,k=ز‏ . فينتج أن يو6 هى الاتحاد الفاات 
© ,....,:©1 لکن العدد الحقيق 1/84 ينتمى إلى 35 ولا ينتمى إلى يرع © لذلك لايوجد 
مجموعة جزئية محدودة من 4 بمكن أن تكون غطاء ۸ وإذن // ليست مدجة . 

( د ) اعتبر الفثة [1 ,0] =1 وسنوضح أن 1 تكون مدمجة لذلك تفر ض [.6])= 4 
هى مجموعة لفئات جزئية مفتوحة للفئة ۴ والى اتحادها يحتوى 1 . العدد الحقيق 0= × 
ينتمى إلى فئة مفتوحة ماف الجموعة ©؟ وأيضاً تنتمى إلا الأعداد × الى تحقق م8 >< > 0 
لأى 0 < ع . نفدض *× هى أعلى للنقط × فى 1 عيث أن الكلية [* ,0 ] تكون 
محتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى © . ما أن *× تنتمى إلى 1 » فينتج أن x*‏ 
يكون عنصر الفئة مفتوحة مافى 54 . ومن ثم عند قيمة ما 0 < م تكون الللية 
[ع + * ,ع ]×x*-‏ محتوية فى فثة م ف المجموعة 2 . لكن ( من تعريف *× ) تكون 
:الحلية ]0,×*-٠[‏ محتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى © . وإذن بإضافة الفئة 
المفردة 6٠‏ إلى المدد الحدود السابق الذى نحتاج إليه لأن نعطى [ع-*×,0] ٠‏ تتت 
أن الفعة [ء+*×,0] تكون نحتوية فى الاتحاد لعدد محدود من الفغات فى ي . وإذن 
1= *× مدمجة , 


وعادة ليس أمراً سبلا برهان أن فئة تكون مدمجة باستخدام التبريف فقط . والآن سنقدم 
نظرية هامة وشبيرة الى تميز تماما الفئات الجزئية المدمجة للفئة 87 . وفى الحقيقة جزه من أهية 
نظرية هاين بوريل * يرجع إلى بساطة الشروط لأجل الإدماج فى 80 . 


#0 نظرية هاين بوريل . فئة جزئية للفئة ۴7 تكون مديجة إذا وإذا فقط كانت 
مغلقة و محدودة . 


البر هان . أولا سنوضح أنه إذا كانت الفئة × مدمجة فى ”48 فحينئذ تكون مغلقة . نفرض 

أن × تنتمى إلى (6)16 ونفرض أن »6 هى الفئة المعرفة لكل عدد طبيعى 78 بواسطة 
1/m}‏ < الدع عر Gn ={y e RP‏ 1 

وقد تبين توآ أن كل فة × ع ,6 تكون مفتوحة فى ”۴ . أيضا » يتكون الاتحاد 


« إدوارد هاين ( ۱۸۲۱ - ۱۸۸۱ ) درس فى برلين من قير شتراس وبمد ذلك تع 
فى بون وهاليه . وى سنة ۱۸۷۲ برهن أن الدالة المتصلة فى فترة مغلقة تكون متصلة بانتظام . 

(ف . أ. ج ) إميل بوریل ( ۱۸۷۱ - ١405‏ ) کان تلميناً لهرميت ثم كان أستاذاً 
فى باریس و كان من أبرز الرياضيين فى عطره . وقد أسهم بعمق و بغزارة فى التحليل والاحتالات . 
وى سنة ۱۸۹١‏ برهن على أنه إذا كانت مجموعة محسوبة لفترات .فتوحة تغطى فترة مغلقة 
فحینئذ يكون هما غطاء جز محدود . 
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لجميع الفئات EN‏ م ,© من كل نقط ”۸ ماعدا × . مما أن ×× . فإن كل 
نقطة من ألفئة > تنتمى إلى فئة ما ,,© . وبسبب الإدماج للفئة × ينتج أنه يوجد عدد طبيعى 
M‏ محيث أن × تكون محتوية ی اتحاد الفثات 
Gr, G2,..., Gu.‏ 

ما أن الفثات 0 تزداد مع ٠‏ فينتج أن × محعوية فى بو . ومن ثم لايقطع الجوار 
x||<1/M}‏ مز|: "ع 2) الفغة × ما يثبت أن (16) 6 مفتوحة . وإذن تكون ك2 
مقفلة فى ”۸ (انظر شكل ١ - ١١‏ ) حيث صورت الكرات المغلقة المتممة للفئات بر6 ) . 

بعد ذلك سنوضح أنه إذا كانت الفئة > مدمجة فى ”۸ فإن × تكون محدودة 
( أى أن × تكون محتوية فى فة ما [۲> ||×||: "1 © *1 عندما تكون ۾ كبيرة كرا 


( شكل ١ - ٠١‏ ) فئة مديجة تكون مغلقة 


كافياً . وفى الحقيقة لكل عدد طبيعى 7 » نفرض ,11 هى الفئة المفتوحة المعرفة بالعالى : 
m}‏ < ع« ||: Hn ={x e R°‏ 


A1 


الفراغ الشامل ° » ومن ثم يه تكون محتوية فى الاتحاد للفئات المتزايدة  ٤N ٠‏ 84 ,81 
ما أن × هدمجة فإنه يوجد عدد طبيعى 34 محيث أن 4 >1 . وهذا يثبت أن × 
محدودة . 


ولإكال البرهان ذه النظرية نحتاج لتوضيح أنه إذا كانت × فة مغلقة ومحدودة 
ومحتوية فى الاتحاد جموعة [.4=)]6 لفئات مفتوحة فى “42 » فإلها تكون محتوية فى 
الاتحاد لعدد محدود ما من الفئات فى 4 . وما أن الفئة > محدودة فيمكن حصرها فى خلية 
مغلقة / فى ٩7‏ . مثال ذلك » مكنا أخذ[م,...,1 = 1={(x,,...,xp):|xk| = f, k‏ 
حيث 0< 7 و كبيرة بدرجة قياسية . ولغرض الحصول على تناقض سنفتر ض أن الفئة ع 
ليست محتواة فى اتحاد لأى عدد محدود من الفئات فى © . ولذلك تحتوى على الأقل إحدى 
الللايا المغلقة الى عددها "2 والى يمكن الحصول عليها بتنصيف أضلاع ,2 نقطا للفئة ۸ 
وبحيث أن جزء الفئة × فا لايكون محتوياً فى اتحاد أى عدد محدود من الفغات فى © . (لأنه 
إذا كان كل من "2 جزءاً للفئة × محتوياً فى اتحاد عدد محدود للفئات فى 4 فإن × ستكون 
محتوية فى اتحاد عدد محدود من الفئات فى ي . علاف الفرض ) نفرض أن ,7 أى إحدى 
الملايا الجزئية فى هذا التقسيم الجزثئى تخلية ,1 والى تكون بحيث لاتكون الفئة غير الحالية 012 >1 
محتواة فى اتحاد أى عدد محدود من الفئات فى ي . نستمر فى هذه العملية بتنصيف أضلاع ر1 
لنحصل عل ”2 خلايا جزئية مغلقة من الحلية الجزئية ر1 . ونفرض أن و1 هى إحدى هذه 
الحلايا الجزئية بحيث لاتكون الفئة غير الحالية 1 0 × محتواة فى اتحاد عدد محدود من الفغات 
فى 4 وهكنا 
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هذه الطريقة بمكننا الحصول على متابعة متداخلة (.1) لللايا غير خالية ( انظر 
شكل ١١ - ١‏ ) وطبقاً لنظرية الفلايا المتداخلة توجد نقطة لر مشتركة لخلية ,1 لأن كل .1 
تحتوى نقطاً فى × » والعنصر المشترك لر هو نقطة تجميع للفئة × وبما أن 6 مغلقة فحينئذ 
تنتمى بز إلى × وتكون محتوية فى فئة مفتوحة ما © فى € لذلك يوجد عدد 0 < م 
حيث تنتمى جميم النقط ١‏ حيث ع >إإ«-را| إلى 6 . وعنى آخر يحصل على 


الفلذيا 2 < ۸ ,1,0 بتنصيف متتال لأضلاع الحلية r}‏ = اذا (مد,... م حاط 
وإذن يكون طول الضلع للتقسيم الجزئى »1 هو 2-*2/, . ومن ذلك ينتج من نظرية ٠١2۸‏ 
أنه إذا كانت »1ع فإن rp‏ > |إسدوا . ومن ثمء إذا كانت 


اختير ت ۸ كبيرة جداً لدرجة أن م >3-*2/م/.م فإن جميع النقط فى »[ تكون محتواة 
فى الفئة الفردية ,© . لكن هذا يخالف تركيب »1 كفئة بحيث لاتكون 16012 محتواة 
فى الاتحاد لعدد محدود من الفئات فى ي . وهذا التناقض يوضح أن فرض كون الفئة المحدودة 
المغلقة × تتطلب عدداً لانبائياً من الفعات فى 4 لاحتوائها لايمكن تأييده . 
وهو المطلوب إثباته 

بعض التطبيقات : 

كنتيجة لنظرية هاين بوريل فإننا نمحصل على النتيجة التالية والى أو جدها كانتور . هىتقوية 
لنظرية الخلايا المتداخلة حيث تعتبر هنا الفئات المغلقة فى الحالة العامة وليست بالضبط خلايا' 

4-١‏ نظرية تقاطع كانتور . نفرض أن ,۴ فثة جزئية محدودة مغلقة وغير خالية 
ونفرض أن 

F2 512 

هى متتابعة لفئات مغلقة وغير خالية . حينئذ يوجد نقطة تنتمى إلى جميع الفعات (20 € ) : ۴ 


البرهان . ما أن م مغلقة ومحدودة » فينتج من نظرية هاين بوريل أن ۴ مدة , 
لكل لازع| نفرض أن ,6 ھی متسمة 12 فى ۶چ . وبما أننا فرضنا أن ۴ مغلقة 
فإن »6 مفتوحة فى ”م . وإذا - تنتناقض النظرية ‏ لم يوجد نقطة تنتمى لكل الفئات 
kN‏ ۰ حينئذ يحتوى اتحاد الفئات ادع عا ,© الفئة المدمجة ,۶ » وإذن تكون 
الفئة ٣,‏ محتواة فى اتحاد عدد محدود للفعات .6 ¢ ا ا Ox‏ ا د ك وما 
أن ,© تزداد فيكون لدينا »6 = »6ل ۰۰۰ لا © . وما أن »© 02 فينتج أن 
FN F» =0‏ ومن الفرض 56 5,2 ينتج »۴= F0۴»‏ . وفرضنا يقودناا 

إلى استنتاج آن ‏ 8 - »۴ الى يناقض الفرض . وهذا الاستنتاج يثبت النظرية . 
وهو المطلوب إثباته 


۹۱ 


-١‏ ه نظرية غطاء لبسيج . نفرض أن [.6) دي غطاء للفئة الجزئية المدمجة كر 
من ”8 . يوجد على سبيل الحصر عدد .وجب .3 عحیٹ أنه إذا كانت لز ود تنتمى إل ٤‏ > 
۸> || - || حينئذ توجد فئة ىق € تحتوى كل من × » لز ل 


البرهان . لكل نقطة * فى كه » توجد فثة مفتوحة ر6 فى ي تحتوى ا . 
نفرض 8)0(<0 نحيث انه إذا كانت (28)0 > إإu-‏ || فإن ۷ تنتمى إلى .6 
اعتير الفعة المفتوحة [(/)8 > || - م||: ”1 € K} egal Ş(u) = {o‏ ع ها : (:)5) - 8 
لفثات مفتوحة . ما أن ”9 غطاء للفغة المدمجة فإذن تكون كل متواة فى اتحاد عدد محدود 
من الفئات فى عي ملا فى ()؟,...,(»)5 . الآن سنعرف 32 يأنها العدد الحقيق 
الموجب المضبوط . 

A =inf {8(u),..., 8(u.)} 


إذا كانت ر و« تنعى إلى × و ۸> إإر-ا| فإن × تنتمى إلى (ر»)5 لبعض ار 
حيث ۸> ز1 ای أن ()8>|إس-عا| . ماأن ۸> إإر-×| قتحصل على 
( )28 > |اw‏ - × +||×- را| = |إريد - را . وطبقاً لتعريف (ہ)8 نستنتج أن كلا من 
× » بر تنتمى إلى الفئة ر64 

نشير إلى أن عدداً موجبا 3 له الخاصية المبنية فى النظرية أحياناً يسمى عدد لبسيج 5 
للغطاء 

م اننا سوف نستخدم المناقشة المبيئة على الإدماج فى الأبواب التالية يظهر من المستحسن 
أن ندون هنا نتيجتين تبدو ان واضحتين بداهة و لكن البر هان يتطلب استخدام نوع ما من مناقشة 
الإدماج . 
٠-١١‏ نظرية أقرب نقطة . نفرض أن ۴ فئة جزئية غير خالية مغلقة من مجم ونفرض 
أن × ھی نقطة خارج ۴ . حينئذ يوجد على الأقل نقطة واحدة لر تنتمى إلى ۴ بحيث ان 
|ا× - سد ادج لکل جروج 

البرهان . ما أن ۴ مغلقة » ,2 × > حينئذ ( تمرين ١١‏ -ح ) المسافة من × إلى ٠۴‏ 
الى تعرف بأن تكون. إ۴ z||:z ٤‏ - ×| ,ماح 4 تحقق 0 < 4 . فنفرض أن 
1/k}‏ جك = زع دعر مع مح ير حيث ع » . وطبقا شال تكون ( ٩‏ - اهو ) 
هذه الفثات مغلقة فى « ومن الواضح أن ,۴ عدودة وأن 3۰۰۰ .215 5215:2٠٠١‏ 


۾ هترى لبسيج ( ۱۹4١ - ١4100‏ ) معروف بأحسئ عمله الرائد فى النظرية الحديثة 
للتكامل الذى أخذ أسمه والذىهو أساس للتحليل الخاضر . 


۹۲ 


وبالإضافة إلى ذلك نجد من تعريف 4 26 م أن ع غير خالية وينتج من نظرية 
تقاطعم كانتور ٤ - ١١‏ أنه توجد نقطة نز تنتمى لجميع ع ) ۴ وقد وضحنا توا أن 
4 > ار ×ا| أى ان ر تحقق الاستنتاج ( انظر شكل -1١‏ م#) . 

وهو المطلوب إثباته 

ونظرية متملفة ع نالنظرية الآتية ها أهمية اعتبارية فى نظرية الدوال التحليلية. وسنقرر النتيجة 
فقط عند 2 = مر وسنستخدم أفكاراً بدهية لمعرفة معنى كون فئة محاطة بمنحى مغلق ( أى منحى 
ليس له نہایعان ) . 
7-١‏ نظرية الكونتور الحيط . بفرض أن ۴ فة محدودة ومغلقة ى 22 وبفرض أن © 
فئة مفتوحة تحتوى على ۴ » حينتذ يوجد منحنى مغلق © يقع بأكله فى © ويتركب من 
أقواس لعدد محدود من الدوائر حيث ان تكون محاطة بالمنحى المغلق © . 


(شكل ١؟-م)‏ 
برهان جزئی . إذاكانت × تنتمى إلى © ٣۴>‏ فإنه يوجد عدد 0 < (×) 8 بحيث أنه 
إذا كانت (×)ة>||×- را| فإن ر تسى أيضا إلى © . الآن نفرض 


1 0 نك 
لكل × فى م . ما أن المجموعة (ب ع ير :(*)0] =6 تكون غطاء للفئة المدمجة ۴ 
فينتج أن الاتحاد لعدد محدود . من الفئات فى 9 < شلا G(x),..., G(x.)‏ بحتوى الفئة 


1۳ 


)٤ - ١١ شکل‎ ( 


المدمحة ۴ . باستخدام أقواس من الدوائر مراكزها بعد وأنصاف أتطارها (×)48 نحصل 
على المنحى المطلوب ( أنظر شكل ١١‏ - 4 ) التركيب التفصيل للمنحنى سوف لايعطى هنا . 
تمرینسات : 


١‏ - (أ) وضح مباشرة من التعريف ( أى بدون استخدام نظرية هاين - بوريل ) أن 
الكرة المفتوحة المعطاة بواسطة [1> ر + :رر )) ' ليست مدمجة فى ته . 

. ب) أثبت مباشرة أن الفراغ الكل ۸ غير مدمج‎ ( - ١١ 

F مدمحة فى #0 › عر حر فئة مغلقة فإن‎ K (ج) أثبت مباشرة أنه إذا كانت‎ - ١١ 
. ° کون مدمجة فى‎ 

١١‏ -(د) أثبت أنه إذا كانت فئة جزئية مدمجة من در فحينئذ تكون مذجة عند 
أععبارها فئة جزئية من . 

١‏ - (ه) بتعديل المناقشة فى مثال ١١‏ - ۲ ( د) أثبت أن الفترة 

J={(,y):0sx > 1,0 > =1}‏ مدجة قى 82 . 

١‏ - (و) حدد مواقع الأماكن فى برهان نظرية هاين بوريل الى استخدمت فما الفروض 
بأن × محدودة ومغلقة . 

١‏ - (ز) أثبت نظرية تقاطع كانتور باختيار نقطة × من ۴ ثم بتطبيق نظرية 
.بولزانو - قيرشتراس ٠١‏ - > على الفئة N[‏ ع ۸: x.‏ 
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۱۱ -(ح) إذا كانت ۴ہ مغلقة فى +8 وإذا كانت 6 عدم 
z]l:z e F} =0‏ دع |) d(x, F)=inf‏ 
حينئذ تنتمى × إلى ۴ . 

١‏ - (ط) هل نظرية أقرب نقطة فى ۸ تدل على أنه يوجد عدد حقيق موجب على سبيل 
الحصر أقرب ما يمكن من الصفر ؟ 

۱١‏ - (ى) إذا كانت فئة مغلقة غير خالية فى ”م وإذا كانت جرم هل توجد 
نقطة وحيدة من ۴ بحيث تكون أقرب ما يمكن من × ؟ 

١-(ك)‏ إذا كانت × فثة جزئية مديجة من #9 » × نقطة من 0ج ٠»‏ فحينئذ تكون 
الفئة [×> بر بو +ع - ب مدمجة أيضاً ( هذه الفعة > أحياناً تسمى إزاحة الفئة ٤‏ 
بالنقطة × ) . 

١‏ - ( ل) تكون تقاطع فثتين «فتوحتين مدمجة إذا وإذاً فقط كانت خالية . هل يمكن أن. 
يكون التقاطع لجموعة لانهائية لفئات مفتوحة فئة مدمجة غير خالية ؟ 

«F فثة مفتوحة تحتوى على‎ © » R2 -(م) إذا كانت ۴ فثة جزئية مديجة من‎ 1١ 
. ۴ حينئذ يوجد منحی © مغلق كثير الأضلاع يقع بأكله فى © بحيث عوط‎ 

١١‏ -(ن) بفرض (إيرع »:15 هى فثات جزئية مغلقة من ۸° خاصية أن فئة مثل, 
,51 لاتحتوى عل فثئة مفتوحة غير خالية ( مثال ذلك » ,م هى نقطة أو خط فى 282 وبفرض. 
0 0 هى فئة مفتوحة وضح : 

(أ) إذا كانت ,۸14 ×٤6)‏ فوضح أنه يوجد كرة مغلقة,8 مركزها × » بحيث. 
أن 8,46 عم HıNB,=®0‏ 

(ب) إذا كانت ,رر تنتمى إلى داخل ,8 » فوضح أنه يوجد كرة مغلقة 22 
مركزها × وبحيث ان ے8 تكون محتواةفى داخل ,8 وأن 6م ديظميعع 

(ج ) استمر فى هذه العملية لتحصل عل عائلة متداخلة اكرات مغلقة بحيث ان 
م-,هم ,يع . بنظرية تقاطم. كانتور -1١‏ 4 توجد نقطة م× شتر كة لجميع الكور 
المغلقة 8 . استنتج أن 06610212 بحيث ان © لابمكن. تكون عتواة فى ,27 ل) . 
هذه النتيجة على صورة تسمى غالبا بنظرية طبقة بير » . 

91 (س) خط فى #2 هو فة ءن نقط (بز,*) الى تحقق معادلة على المورة 


» رنيه لويس بير( ۱۸۷۲ - ۱۹۳۲ ) كان أستاذاً فى ديحون وقد بحث فى نظرية الفئة 
و التحليل الحقيق . 
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0د ع+بورط+عه احيث (0,0) # (ط (a,‏ استخدم الدّرين السابق لتوضيح أنه 
ليس اتحاد مجموعة عددية من الخطوط . 

» (ع) الفئة (6)0 لأعداد غير قياسية فى © ليست اتحاداً لمائلة عددية لفئات مغلقة‎ - ١١ 
. لايوجد أحد مها بحيث بحتوى على فئة مفتوحة غير خالية‎ 

. ۸ (ف) الفئة © لأعداد قياسية ليست التقاطع مجموعة:عددية لفثات مفتوحه فى‎ - ١ 


الباب الثانى عشر ‏ الفئات المتصلة : 

سنقدم الآن مفهوم الفئة المتصلة الى ستستخدم من وقت لآخر فيا يل :. 

١-١١‏ تعريف . يقال لفعة جزئية ۸7>( أنها غير متصلة إذا كان يوجد امتان 
مفتوحتان 8 » 4 عیث ان 2م ۸ و 2زم ع منفصلتان وغير خالیتین ولا اتحادط. 
فى هذه المالة يقال للازوج 8 و 4 بأنه يكون عدم اتصال أو قطع للاتحاد 2 يقال للفئة 
الجزئية الى لا تكون غير متصلة أنها متصلة ( أنظر شكل )١ - ٠١‏ . 

۲ - + أشلة (أ) الفئة 28 2 غير متصلة حيث يمكننا أخذ 


B={xeR:x>3/2} 1 A={xeR:x<3/2} 


(شكل ١١ - ٠۲‏ ) فئة غير متصلة 
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(ب) الفئة H={1/n:neN}‏ عير متصلة 

( ج ) الفئة 5 المتكونة من جميع أعداد قياسية موجبة غير متصلة فى ۴ حيث مكنناا 
أذ x<2}‏ :هع ادم د B={xeR:x>V2}‏ 

( د) إذاكانت 1 > › >0 حينذ الفعات {xe R, x = ê}, B = {x € RF : >c}‏ د م 
تشق فترة الوحدة (1 > ×“ 8:0 ع <«)- 4 إلى فئات غير خالية غير متصلة باتحاد 1 
لكن ما أن 4 ليست مفتوحة فإن هذا مثال لا يوضح أن 1 غير متصلة وف الحقيقة سنوضح 
فيا يل أن الفئة ۲ متصلة . 

٣ - ۴‏ نظرية . فترة الوحدة المغلقة [1=]0,1 فترة جزئية متصلة من | . 

البر هان . سنبدأ بالتناقض ونفرض أن 8 » 4 فثتان مفتوحتان يكونان عدم اتصال 
لفترة الوحدة ۲ . أى ان 801 01۰ ۸ فتان محدودتان غير خاليتين وغير متصلتين 
واتحادهما هو ۲ . بما أن كلا من 4 » 8 مفتوحة فلا یکن أن تتكون الفئات 07 ۸ » 
818 من نقطة واحدة فقط ( لاذا ؟ ) . لأجل التحديد نفرضص أنه يوجد نقط 
€4 . 58 بحيث ان 1 > >4 >0 . باستخدام خاصية الملو ٩‏ - + نأخذ 
c= sup{xe A:x <b}‏ بحيث أن 1 >ع>0 . ومن ثم 8ناش ع © إذاكانت 
C64‏ حینئذ © وماآن 4 مفتوحة فيوجد نقطة © C>‏ ,۵6۸ بحيث أن 
الفئرة [,»,ء] تكون محتواة فى (6>*: 1*4 يتناقض لتعريف © . بلمثل إذا 
كانت 8ع © حينئذ ما أن 8 مفتوحة فتوجد نقطة 0>٥‏ ,68ط عيث ان الفترة 
[0 ورة] تكون محتواة فى 80١5‏ يتناقض تعريف © . ومن ثم الفرض بأن 4 غير 
متصلة يقودنا إلى تناقض »وهو المطلوب إثباته . 

القارىء سيلاحظ أن نفس البر هان يمكن استخدامه لتوضيح أن الفترة المفتوحة (0,1) 
تكون متصلة فى ۴ . 

۴ - 4 نظرية . الفراغ الشامل ۴ يكون متصلا . 

البرهان . إذا لم يكن الفراغ متصلا » فحينئذ توجد فثتان 8 و4 مفتوحتان غير خاليتين. 
وغير متصلتين واتحادها هو "2 : ( أنظر شكل ۱۲ و ۲ ) . نفرض أن yeB «< xeA‏ 
واعتير 5 هى قطمة من خط يصل × و بر »> أى 

S={x+t(y~x):te 

تفرض A‏ ع A=] R:x + )y-×x(‏ ونفر ض [8 Bı={te R:x + (y - x) e‏ 
من السبل ملاحظه أن و4 و ,8 فثتان جزئيتان غير خاليتين وغير متصلتين من ۴ وهذا 
يعطى عدم اتصال لفتر ة الوحدة ۲ مما خالف نظرية 1١5‏ - ۴ . وهو المطلوب إثياته 


۹۷ 


R? 


(شکل ۱۲ - ۲) 


۲۴ - ه نتيجة . الفثتان الجزئيتان الوحيدتان من ۴° والى كلاهما مفتوحة ومغلقة 
ها R” › y0‏ 

البرهان . لأنه إذا كانت 4 مفتوحة ومغلقة فى وقت واحد فى”22 فحینئذ 8014 = 8 
تكون أيضاً مفتوحة ومغلقة . وإذا كانت 4 غير خاليه وليست كل ۴ فحينثة يكون 
الزوج 8 ,4 ع عدم اتصال من 27 وهذا مخالف النظرية . وهو المطلوب إثباته 


الفئات المفتوحة المتصلة : 

تلعب الفئات المتصلة دوراً هاماً وخاصاً فى قطاعات معينة من التحليل . وباستخدام التعريف 
بكون من السبل تقرير النتيجة الآتية : 

5-١‏ مفارض . فثة جزئية مفتوحة من ”۸ تكون متصلة إذا وإذا فقط كانت 
عحيث لاممكن التعبير عنها كاتحاد لفئتين مفتوحتين غير خاليتين وغير متصلتين . 

يكون من المفيد أحياناً أن يكون لدينا تمييز آخر للفئات المتصلة المفعوحة . ولأجل إعطاء 
مشل هذا الييز سندخل بعض مصطلحات . إذا كانت ر و × نقطتين فى ”12 فحينئذ 
يكون منحى مضلع يصل × Jy»‏ هو فته 2 الى نحصل عليها كاتحاد لعدد محدود لقطع 
خطة مرتبة (سآ,...,مة,دمآ) فى ”#8 بحيث أن القطعة الخطية ,£ يكون طرفاها 
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هما ,2 و × > ونايتا القطمة الخطية ر هما ... :22 و21 والقطعة الحطية Zn‏ يكون 
لما الطرفان ر ,2۸-1 (انظر شكل +1 - م ) 
7-1١‏ نظرية . بفرضص ©) فة مفتوحة فى ”42 فإن 6 تكون متصلة إذا وإذا فقط 
كان أى زوج من النقطتين ير و × فى © بحيث يمكن اتصالما ممنحنى مضلع يقع بأكله فى © . 
البرهان . نفرض أن © ليست متصلة وأن 8 و 4 قطم أو عدم اتصال فى © . 
فإذا فرضنا أن ©426066>* » 6800لا ونفرض أن (سل,...,مةرركة) دم 
هی منحى مضلع يقع بأكله فى © ويصل × » ر . نقرض أن / ھی أصغر عددٍ طبيعى 
حيث ان الطرف :22-1 للقطمة الخطية ×1 ينتمى إلى 4١6‏ والطرف +2 ينتمى إلى 
6 (انظر شكل ۱۲ - ٤‏ ) . إذا عرفنا ,۸4 > ,8 بالتالى 
Aı={te R:2x-ı+t(zx—~z«-)€e ANG},‏ 
Bı={te R:zx-ı+t(zx—zx-ıJe BN G}‏ 


حينئذ يكون من السہل ملاحظة أن ,4 و8 تكونان فتعين جزئيتين مفتوحعين غير خاليتين وغير 


( شكل ۱۲ - ۴ ) منحى مضلع 


متصلتين من 2 . ومن ثم يكون الزوج ,8 و ,4 قطما لفترة الوحدة مما بمخالف نظرية 
۴ - ۴ . لذلك إذا كانت © غير متصلة فيوجد نقطتان فى © عيث لايمكن إيصاهما بمنحى 
مضلع فى © . 

بعد ذلك نفرض أن © فئة متصلة مفتوحة فى ٩”‏ وأن × تنتمى إلى © . ونفرض أن ,6 
هى الفئة الجزئية من © والى تتكون من كل النقط فى © الى مكن وصلها بالنقطة × منحى 
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)٤ - ۱۲ (شكل‎ 


مضلع يقع بأ کله فى © » نفرض أن 6 تتكون من كل النقط فى © والى لابمكن وصلها إلى 
× بواسطة منحى مضلع واقع فى © . من الواضح أن 20602-4,© . الفئة و © ليست 
خالية حيث انها تحتوى النقطة × . والآن سنوضح أن و © مفتوحة فى ”۸ . إذا كانت بر 
تنتمى إلى ,© فينتج من حقيقة كون 6 مفتوحة أنه لمدد حقيق ما ۴<0 » تدل 
ء>إإر-سإ| إذن على أن 6٤س‏ . ومن تعريف ,6 نجد أن النقطة بر يمكن 
اتصاها بالنقطة × بواسطة منحى مضلع وبإضافة قطمة خطية من ر إلى ١‏ » نستنتج أن ١ل‏ 
تنتمى إلى و© . ومن ثم تكون ,© فئة جزئية مفتوحة فى ”۸ . بالمثل الفثة الجزئية ر6 
تكون مفتوحة فى 27 . إذاكانت ر6 ليست خالية حينئذ الفعتان ر6 و ,© يكونان 
قطماً أو عدم اتصال فى © ما خالف الفرض بأن © متصلة . وإذن 02-6 و كل نقطة 
من © مكن وصلها إلى × بمنحى مضلع واقع بأكله فى © . وهو المطلوب إثباته 


فئات متصلة فى 8 : 


ننبى هذا الباب بتوضيح أن الفئات الجزئية المتصلة فى ۸ تكون بالضبط الفترات 
( انظر باب ۷) . 


۴ - ۸ نظرية . فئة جزئية ۸ تكون متصلة إذا وإذاً فقط كانت فترة . 


برهان جز . البر هان المعطى فى نظرية ١+‏ - ۴ مكن تعديله بسبوله لتوطيد الاتصال لفتر ة 
اختيارية غير خالية . سنترك التفصيلات للقارىء . 


1.۰ 


وبالمكس » نفرض أن C5۴‏ متصلة وتفرض أن 6040 . للاحظ أنح الما 
الخاصية الى تقول أنه إذا كانت ©©65 و يو 8>© > فإنأى عدد © محتق 
6 > © > ۾ يجب أن ينتمى أيضاً إلى © ٠‏ لأنه إذا كانت €> فإن الفثتين 
{xeR:x<c}‏ دم ام B={xeR:x>c}‏ 
يكوئان قطماً أو عدم اتصال فى © . 


(1) الآن :خرص أن © محدودة من أعلى ومحدودة من أسفل ونفرض ©1066 = ٠»‏ 

© ونه = ط سنوضح أن © يجب أن تأذ إحدى الصور الأربع التالية: 
[a,b], [a,b), (a,b], (a,b)‏ 

وى الحقيقة ». إذا كانت 6ع م » ٣عط‏ فقد رأينا حينئذ فى البند السابق أن 
© =[ ,ه] والقيقة بأن [ C>],‏ تنتج من حقيقة كون 8 »> ى ها المد الأسفل 
والحد الأعلى على الأرتيب للمقدار © . 

إذا كانت © ٤ه‏ لکن (٤4٤‏ نفرض أن ظط أى عدد حيث 85>'ط > ۾ . ما أن 
sup ©‏ = 8 فإنه يحب وجود عنصر © ٤"ط‏ محيث ان ”> (( > ۾ . لذلك يحب أن 
ينتمى العنصر “8 إلى © وبما أن '8 أى عدد يحقق ١‏ > '> ۾ فنستنتج أن (8 ,ه) = € . 

بالشل إذا كان © 242 لكن © © 68 فنستنتج أن [ 5 ,ه) = © بيا إذا كانت 
aC‏ فإذن نستنتج أن (5 ,م) = © , 

(فة) الآن نفرض أن © محدودة من أسفل وليست محدودة من أعلى ونفرض أن 
a =in ©‏ عیٹ ان (صم+,م]ح © . إذا كانت ٤٤C‏ وكانت × أى عدد حقيق 
حيث × > © حینئذ - ما أن © ليست محدودة من أعلى - فيوجد 26660 نحيث أن 
x=c‏ ومن ثم ينتج من الخاصية السابقة أن xeC‏ . ما أن × أى عدد اختيارى عقق 
×= ۵ فنستنتج أن (صديم] © . 

بالمثل إذا كانت © 4# فنستنتج أن (ص+ ,۾) - 60 

(نفة) إذا كانت © ليست محدودة من أسفل لكن محدودة من أعلى وإذا كانت 
sup ©‏ = ط حينئذ يوجد حالتان (م,م-)- 60 أو [5,مه-)- © عل حسب 
کون ©56 أو ©©6م . 


(iv)‏ أخير ا » إذا كانت © ليست محدودة من أسفل لمت محدودة من أعل حینئذ 
يكون لدينا الحالة (مه+ ,مه-) > © . وهو المطلوب إثباته 


تمرینات : 
١١‏ -(أ)إذاكانت 4 ع 8 فتتين جزئيتين متصلتين .ن 80 ء اعط أمثلة لتوضيح 
أن 8ا4 »۰ 4۱8 ,4۸8 يمكن أن تكون إما متصلة أو غير متصلة ‏ 
۲ - (ب) إذا كانت “8 02 متصلة > × نقطة تجميع من © فإن (×)لا٤‏ تكون 
متصلة . 
۲ -(ج) إذا كانت ٤>۴"‏ متصلة » وضح أن أقفا ما -© (انظرتمرين ٩‏ - ل ) 
١١‏ -(د) فة ”8 22 تكون غير متصلة إذا وإذا فقط كانت #لا8 = 2 حيث 
E,F‏ فنتان غير خاليتين وحيث 2-7-8 ل عت ENF=‏ 
۲ -(*) إذا كانت ×K>۸‏ محدبة( انظر نمرين - ۸ف ) فإن × متصلة . 
۲-(و) الفثة لكانتور ۴ غير متصلة باتساع . وضح أنه إذا كانت ۷ ۶× ,€۴ ر ,× 
حينئذ یو جد عدم أتصال 8 و 4 للفئة ۴ محيثإن xeA,yeB‏ 
۴ -(ز ) إذا كانت ٤٥2۰٥‏ فئتین جزئيتين متصلتين من ٩‏ فحينئذ يكون حاصل 
الضرب ,0 0 فة جزئية متصلة من 2 . 
۲ <رح) أثبت أن الفئة 
A={(x, y)e R:0 <y = x, x# 0}U {(0, 0)}‏ 
تكون متصلة فى 87 . لكن لا يوجد منحى مضلع يقع بأ كله فى 4 حيث يصل النقطة (0,0) إلى 
النقط الأخرى فى الفئة 
١‏ - (ط) أثبت أن 


y = 1|‏ = اد تزيم إن [معد, كمف رت رريم] و 
متصلة فى 27 . لكن ليس مكنا دائماً اتصال نقطتين فى 5 منحی مضلع ( أو أى منحى 
مستمر ) واقع بأكله فى 5 . 
لباب الثالث عشر س نظام الاعداد المركبة : 


نظام العدد الحقيى الموجود قبل ذلك يجمل الأمر مهلا لأن نتذكر نظام العدد المر كب 
وسنشير فى هذا الباب إلى كيفية تر كيب الحقل المركب(ه) . 


(ه) هذا الباب بمكن حذفه عند أول قراءة . 


1.۲ 


كا رأينا سابقاً نظام المدد الحقيى هو حقل الذى يحقق خواص إضافية معينة . فى 
باب ۸ كونا الفراغ الكارتيزى 8227 وأدخلنا بعض العمليات البرية م- طية لحاصل 
الضرب الكارتيزى للفراغ ٩‏ . لكن لم نشكل ”۸ إلى حقل . وسيظهر مما يثير الدهشة 
أنه ليس مكنا أن نعرف حاصل ضرب الذى يجمل ۴ »۰ 3 دم سقلا . وبالرغم من 
ذلك نجد من الممكن أن تعرف عملية حاصل ضرب فى ۴×۸ الى تشكل هذه الفغة إلى 
حقل . والآن سنورد العمليات المطلوبة . 

١ - ۴‏ تعريف . نظام العدد المركب © يتكون من أزواج مرتبة (لر ,) لأعداد 
حقيقية بعملية الحمع المعرفة بمايل 

(YF, y= (x+x',y +9 

وعملية حاصل الضرب المعرفة بما يلل 


(x,y): (x,y) = (xx ل‎ yy’, لاع‎ + xy) 


أى إن نظام العدد ا مر كب © له نفس المناصر مثل فراغ البعدين ۸7 . وله نفس 
عملية الجمع ولكنه ملك حاصل ضرب بيا ۴ ليس له حاصل ضرب . وإذن - باعتبارها 
فئات فقط - نجد أن © و ۴ متساويان حيث هما نفس العناصر ولكن هما من وجهة 
نظر الحبر ليسا نفس الثى” لأنهما يقنيان عمليات #تلفة . 


عنصر من © يسمى عدد مركب وغالباً يرمز له حرف مفرد مثل 2 . وإذا كانت 
(ر ,×) = z‏ حينئذ نشير إلى المدد الحقيى × بالحزء الحقيى من 2 و إلى بز بالحزء التخيل من 
ج وبالرموز 
x=Rez, y=Imz‏ 


المدد المركب (ر- ,×) = 2 يسمى المرافق للعدد (لرو×) = 2 . 


حقيقة هامة هى أن تعريف حاصل المع وحاصل الضرب المعطى سابقاً لمناصر 
تشكلها إلى « حقل » ممعنى الخبز المحرد . أى إنها تحقق الحواص الخبرية المسجلة فى 
۽ - ١‏ بشرط إبدال العدد 0 ى (و4) بالزوج (0 ,0) > المنصر المناظر إلى © فى, 
)44( هو الزوج ( رس ,× ) وإبدال المدد 1 فى (وM)‏ بالزوج (0 ,1 ) والعدد 
المناظر إلى 1/6 هو الزوج 


حيث (0 ,0) # (ر ,) 


1. 


نجد أحياناً من المناس أن نصطلح عل الرموز ى باب ۸ ونكتب 


)ax, ay)‏ =( ,x)۾‏ = 2ه 


حيث 4 هوالعدد الحقيى » (ر ر×) z=‏ يكون ى © . يتضح من هذا الرمز أن كل عنصر 
فى € له تمثيل وحيد ى صورة جمع لحاصل ضر ب عدد حقيقى (0 و1) وحاصل ضرب عدد 
حقيق (1 ,0) . أى إنه يمكننا أن نكتب 


(x,y) > x(1, 0) + y (0, 1(‏ دع 


ما أن المنصر (1,0) هو المنصر المحايد ى © فن الطبيعى أن نرمز له بالرمز 1 
( أولا نكتبها مطلقاً إذا كانت معامل ) . ولأجل الاختصار نجد من المناسب أن ندخل رمزا 
يدل على (0,1) » #2 هو الاختيار المناسب . 


وهذا الرمز » نكتب 
(x y)=x+iy‏ دع 


بالإضافة إلى ذلك يكون عنانا ‏ (أ-×=(ر- ,»)= 2 
و عرد =2 ]= J‏ ,ك x = Rez=s‏ 


بتعريف ١ - ١‏ يكون عندنا (1,0-)-(1(00,1 ,0) الى مکن كتابها مثل 
1-=”: . أى إنه فى © تكون معادلة الدرجة الثانية 


z2 +1=0 


لحا حل . السبب التاريخى لتطوير نظام العدد المر كب كان محصولا على نظام للأعداد الى 
فيه يكون لكل معادلة الدرجة الثانية حل . وقد تحقق أن ليس لكل معادلة معاملات حقيقية 
حل حقيق ولذلك ابعكرت الأعداد المر كبة لملاج هذا النقص . وهناك حقيقة معروفة 
وهى أن ليس فقط أن الأعداد المر كبة تكى لإنتاج حلول لكل ممعادلة الدرجة الثانية 
معاملات حقيقية ولكن أيضاً تكن الأعداد المركبة لضان الحلول لأى معادلة كثيرة 
الحدود بدرجة اختيارية و بمعاملات يمكن أن تكون أعداد مر كبة . هذه النتيجة تسمى بالنظرية 
الأساسية فى الخبر وقد برهنت لآول مرة بواسطة جاوس العظيم(ه) فى عام ۱۷۹۹ . 


(#) كارل فريد رش جاوس ( ۱۷۷۷ ل 18680 ) وكان الاين العظيم لعامل يومى © وكان 
واحدا من أعظم الرياضيين ولكن ايضا يذكر بعمله فى الفلك والطبيعة والمساحة التطبيقية ٠‏ 
وقد أصبح أستاذا ومديرا للمرصد فى جيتنجن بالمانيا الغربية ٠‏ 
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مم أن © لا يمكن أن تعطى الفواص الرتبة الى بحثت فى الباب اللامس »> فن 
السبل أن بها بالقياس وبالتر كيب التوبولوجى نى الباب الثامن والباب التاسع لأنه 
إذا كانت (ر ,»)= 2 تنتمى إلى € فنعرف القيمة المطلقة للمقدار 2 بأنه 

(x? +‏ داعا 

ويرى بسہولة أن القيمة المطلقة المعرفة حالياً ها الحواص الآتية 

|zl=0 () 

|z[ = 0 )(‏ إذا وإذافقط 0 =2 

|»2|=|w| |2] «(نظ)‎ 

vllslwze[s|w|+ [2| Gv) 


ويلاحظ أن القيمة المطلقة العدد المر كب (لرو×) = ج هى بالضبط نفس العمود العنصر 
(ر,×) ى 22 . لذلك تكون جميع المواص التوبولوجية للفر اغات الكار تيز ية الى قدمت. 
ودرست فى أبواب ٩‏ إلى ٠١‏ هى ذات المي وصيحة لنظام المدد المركب © . وبوجه خاص » 
مدلولات الفئات المفتوحة واللمتعلقة فى € هى كماما اللازمة للفراغ الكارتيزى ۴۸ 

وبالإضافة إلى ذلك تطبق نظرية بولزانو - فيرشتراس ٩ - ٠١‏ ونظرية هاين -- 
بوريل -١١‏ م ونتائجها أيضاًى € وأيضاً تطبق نظرية ۷-٠۲‏ . 

القارئ يجب أن يحفظ هذه الملاحظات الذاكرة أثناء دراسته للميزء الباق من هذا الكتاب . 
وسيلاحظ أن كل المادة التالية الى تستخدم للفراغات الكارتيزية ببعد أكثر من واحد 
تستعمل على حد سواء لنظام العدد المر كب . أى إن ممظم النتائج الى سيحصل عليها والمتعلقة 
بالمتتابمات والدوال المستمرة والمشتقات والتكاملات والمتسلسلات اللانهائية تكون أيضاً 
صصيحة لنظام المدد المر كب © بدون تغيبر إما فى النص أو فى البرهان . والاستثناءات 
الوحيدة فى هذا التقرير هى تلك الحواص الى أسست على الحواص المرتبة للفراغ 2 . 

ومذا المعى يكون التحليل المركب حالة خاصة للتحليل الحقيق » لكى يوجد عاد 
من اللا مح الحديثة الحامة والعميقة لدرأسة الدوال المولومورفية الى ليس ها جزء مقابل 
فى ملكة التحليل الحقيق . وإذن ستجمع جزئياً المظاهر السطحية للتحليل المركب فى الحزه 
الذى سنقدمه . 


«ر-(رآ) وضح أن العدد المركب 22 بحصل عليه من 2 بدوران 5/2 زاوية نصف 
قطرية فى عكس اتجاه عقارب الساعة (907 = ) حول نقطة الأصل . 


1.0 


14 ¬ (ب) إذا كانت 0 (cos 8, sin 0) = cos 6 +i sin‏ = ¢ فحينئذ المدد 2ع 
يمكن الحصول عليه من 2 بدوران 0 زاوية نصف قطرية ضد عقارب الساعة حول نقطة الأصل . 


۴ -(ج) صف العلاقة المندسية بين الأعداد المركبة 2 » 8 + يك حيث 0عد ي 
ووضح أن الرامم المعرف للمد المركب 266 بواسطة 8+ 2م (2)/ يقل دوائر إلى 
دوائر وخطوط إلى خطوط . 

١‏ - (د) صف العلاقات الحندسية بين الأعداد المركبة 2 ,2 و 1/2 حيث 20 . وضح 
أن الروامم المعرفة بواسطة 2-(8)2 تنقل دوائر إلى دوائر وخطوط إلى خطوط . 
أى دوائر وخطوط تترك ثابتة كا هى بالرامم بم ؟ 1 

١‏ -(ه) وضح أن الروامم المكسية المعرفة بواسطة 2(=1/2) تنقل دوائر وخطوط 
إلى دوائر وخطوط . أى دوائر تنقل إلى خطوط ؟ - أى خطوط تنقل إلى دوائر ؟ افحص 
الصور تحت / لخطوط الرأسية المعطاة بالممادلة . ثابت = 282 » واللطوط الأفقية 
ثابت = 1212 » الدوائر = |2| ثابت . 


۳( افحص الصفة الميزة المندسية للروامم المعرفة بواسطة 22 = (2)ي حدد 
ما إذا كان الراسم چ هو واحد إلى واحد وما إذا كان الرامم م ينقل © إل جميم © 
أفحص الصور تحت ج اطوط 

ثابت =2 100 و ثابت = Rez‏ 


والدوائر = |2 | ثابت . 


1 


مدنا المادة العلمية فى الفصلين السابقين بقدر كاف من الفهم لنظام المدد الحقيق 
والفراغات الكارتيزية . والآن ما أنه قد وضعت هذه الأساسيات التوبولوجية والجبرية 
فنصبح مستعدين لتتبع أسثلة ذات طبيعة تحليلية أكثر وسنبدأ بدراسة تقارب المتتابعات 
وبعض هذه النتايج فى هذا الفصل ريما تكون معروفة للقارئ من مناهج أخرى فى التحليل 
ولكن يقصد بالمثيل المعطى هنا بأن يكون أكثر تعبتا وبأن يعطى نتا ج e‏ عقا 

من الى نوقشت عادة ى e‏ السابقة . 

أولا سنقدم معنى التقارب للمتتابعة. الى عناصرها فى ”۴ ونقر بعض نتائج أولية 
( لكن مفيدة ) عن المتتابعات التقاربية . وحينئذ سنقدم بعض معايير هامة للتقارب . وبعد 
ذلك ندرس التقارب والتقارب المنتظم لمتتابعات الدوال وبعد باب مختصر عن الأباية 
العليا سنلحق باباً أخيراً . ومع إنه شيق يمكن حذفه بدون فقدان الاستمرار حيث النتائج 
سوف لا تستخدم فما بعد . 

بسبب التحديدات المطية اللازمة فى كتاب «فقد قررنا أن نتبع هذا الفصل بدراسة 
عن الاتصال » التفاضل والتكامل وهذا له وجهة نظر غير موفقة لتأجيل مشيلا تاماً 
للمتسلسلات وقتاً. كافياً ويشجع الل على إعطاء مقدمة مختصرة على الأقل للمتسلسلات أثناء 
هذا الفصل أو يمكنه الانتقال مباشرة لمجزء الأول من الفصل الرابع بعد باب 1١5‏ . إذا كان 
يفضل إجراء ذلك . 


الباب الرابع عشر ‏ مقدمة الى المتتابعات : 

مع أن نظرية التقارب يمكن تمثيلها على مستوى تجريدى جداً » فإننا نفضل مناقشة 
المتتابعات فى فراغات كارتيزية "2 منتبين لخالة الحط الحقيق . ويحب عل القارئ أن 
يفسر الأفكار برسم أشكال توضيحية فى ۸ و 72 

N= )1, 2, . . .[ تعريف . إذا كانت 5 فئة ماءمتتابعة فى & هى دالة على الفئة‎ ١ - ١4 
دالة نطاتها‎ ٩” لأعداد طبيعية والى مداها يكون فى $ . وبوجه خاص › تكون متتابعة فى‎ 
” فى ۷ ومداها يكون محتوياً فى‎ 
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وبعبارة أخرى تخصص » متتابعة فى ”۴ لكل عدد طبیعی 2 ,...,1,2 ک۸ عنصر ا 
محدوداً وحيدا من "2 . وتقليدياً يشار للعنصر من #20 الذى يخص لعدد طبيعى 8 برمز 
مثل ب× »> ومع أن هذه الدلالة تغاير الى تستعمل لممظم الدوال فسوف نتمسك بهذا الرمز 
التقليدى [ لكى يكون مطابقاً رمز استخدم سابقا » إذا كانت “2 + :× مجتابعة » فقيمة 
× عند 610 يجب أن يرمز ها بالرمز (0 الذى هو أفضل من الرمز × ] . 

بيا نقبل الرمز التقليدى نريد أيضاً أن نميز بين الدالة ل وبين قيمها ,× = (۸)× 
ومن ثم عندما يرمز لعناصر المتتابعة ( أى قيم الدالة ) بالرمز »د سنشير للدالة بالدلالة 

X = (x.)‏ أو لالع« : (x‏ ع يد 
ونستعمل أقواساً للدلالة على أن الترتيب فى ١N‏ المستنتج بهذا مسألة هامة . وإذن فنحن 
یز رمزياً بين المتتابعة X=(x:neN)‏ والفئة {m:neN}‏ لقم هذه المتتابعة . 
فى تعريف متتابعات ندون غالباً قامة مرتبة لعناصر المتتابعة. ونقف عندما تكون قاعدة 
التكوين واضحة . أى إنه بمكن أن نكتب 
(...و2,4.6,8) ”> 
المتتابعة لأعداد زوجية صحيحة . وطريقة أكثر كفاية وتمثيلا هى تعيين صيغة لحد 
العام فى المتتابعة » مثل 
O@On:neN)‏ 


وف التطبيق العمل يكون من المناسب غالبا تحديد القيمة ,× وطريقة الحصول على 1 < x ١‏ 
عندما تكون .× معروفة . ومع ذلك وهذا أكثر تعمما بمكن أن نحدد × وقاعدة للمصول 
على × من ...×× . وسنشير إلى كل من هاتين الطريقتين بالتعاريف الحثية 
للمتتابعة . و بهذه الطريقة بمكننا تعريف المتتايعة لأعداد طبيعية زوجية بالتعريف 

xı=2, Xar = X, +2, n>1 
) أو بالتعريف ( يظهر أكثر تعقيداً‎ 

nz=1‏ ورك Xar = Xn‏ 2 تا 
وواضح أن طرقاً أخرى كثيرة لتعريف هذه المتتابعة ممكنة . 

والآن سنقدم بعض الطرق لر كيب متتابعات جديدة من المتتابعات المعطاة . 


۲-۴ تعريف . إذا كانت (,<«) =× و (يل) = ۷۲ متتابعتين فى ۴ » حينئذ 


تعرف حاصل جمعهما بأنه المتتابعة (.ا + ,<) لا +× فى ”#2 > والفرق بيهما هو 
المتتابعة (رر - ,ند) = ١‏ - × وحاصل ضر بهما العددى هو المتتابعة (« ° ٠ ١ = )x«‏ × 


1۰۸ 


فى 8# والى بمكن الحصول علا بأخذ حاصل الضرب العددى لحدو د المتناظرة وإذا كانت 
(,) = × متتابعة فى 8 وإذا كانت (لإ) = ۲ متتابعة فى ”46 فتعرف حاصل ضرب 
امتتابعة ‏ والمتتابعة ۲ بأنه المتتابعة فى ۸ ويشار إليها بالمقدار (,لا.») = +× أو إذا 
كانت R‏ ع 6 )x,(‏ = × فنعرف (ين) -< 036 . وأخيرآ إذا كانت Y = (y«)‏ 
متتابعة فى 84# حيث ۷.۶0 فيمكننا تعريف خارج القسمة لمتتابمة (.*)- × فى 
R۶‏ عل ۲ بأنه المتتابعة (,نو/,*) = 3/6 . مثال ذلك » إذا كانت ۲ و ¥ متتابعتين فى 
۸ معطيتين بواسطة 
طن X= (2,4,6, 2m. Y¥=(‏ 


55 9 19 2n? +1 
X+ Y= (3, ..( 
(117  2n-1 
و( مله ...)ادير‎ 


XY = (2,2,2,..,2,..9, 
3X = (6, 12718,...,6,.., 


E=02,8, 18,...,2n3,..3. 


بالمثل » إذا كانت 2 تدل على المتتابعة فى ۴ والمعطاة بواسطة 


(..,,... ,1,0,1( دج 


حينئذ فقد عرفنا ×+2م72-× »> ×Z‏ لكن 2/6 لاتعرف » حيث إن بعض 
العناصر فى 2 أصفار . 
الآن نأق إلى مفهوم اللهاية لمتتابعة . 


8-14 تعريف . بفرض (,*) = × متتابعة فى ”۸ . يقال للعنصر × من ”1 
إنه نهاية 6 إذا كان يوجد لكل جوار 7 للعنصر × عدد طبيعى ين بحيث إنه لكل 
ا <" » حينئذ ,× تنتمى إلى 7 . إذا كانت × هى اية ل ع نقول أيضا إن × 
تتقارب إلى × . إذا كانت المتتابعة لها هاية فنقول إن المتتابعة تقاربية . إذا كانت المتتابعة 
ليس لا نهاية. فنقول إنها تباعدية . 

المدلول × يستخدم للدلالة على أن اختيار × يتوقف على 7 . من الواضح أن 
جيرة صغيرة ١‏ ستتطلب عادة قيمة كبيرة من ب لكن يضمن أن 1387© لكل 


. 2 < Kv 
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قد عرفنا الهاية لمتتابعة (.×) = × بدلالة الحيرات والمتاخات . من المناسب غالبا أن 
نستخدم العدود ى ۳٩”‏ لإعطاء تعريف مكاق” الذى سنذكره الآن كنظرية . 


1 نظرية . بقرض (,<*) =× هى متتابعة فى ° فإن عنصرا ×> للمقدار‎ 4 -١4 
عيث إنه لكل‎ ۸)8١ يكون نباية × إذا وإذا فقسط كان يوجد لكل 0 < م عدد طبيعى‎ 
بير‎ -xjl<e il n > K(e) 


البرهان : نفرض أن × هى نهاية المتتابعة 26 طبقاً لتمريف ۴-٠١‏ . الآن نفرض 
8 > 0 ونعتبر الكرة المفتوحة ‏ (82>|+ - رإإ: ٤۴7‏ ر) =(ع)۷ الى هى جوار × 
یوجد بتعريف ۱٤‏ - ۳ عدد طبیعی نمك محيث إنه إذا كانت ركز < ۸ فإن 
(والاعيد . ومن ثم إذا كانت بم < م فإن م>|ء- ,|| وهذا ينبت 
أن الخاصية المنصوصة تكون صحيحة عندما تكون × ايت + . 


وبالمكس » نفرض أن الخاصية فى النظرية صحيحة لكل 0 < ع » يحب أن نثبت أن 
التعريف ٣-٠١‏ يكون متحققاً . ولإثبات هذا نفرض أن 7 هى أى جوار للعنصر × 
فحينئذ يو جد عدد 0 < ع بحيث إن الكرة المفتوحة (8) 7 الى مر كزها × ونصف قطرما م 
تكون محتوية فى 7 . وطبقاً لخاصية فى النظرية » يوجد عدد طبيعى (8) ع بحيث إنه إذا 
كانت (ع)٤‏ < م فإن مه >|«- || . وبصورة مختلفة نجد أنه إذا كانت 
(ع)K‏ < ۸ فحينئذ (ع)۷ € ,× ومن ثم ۷ ٤‏ :× وتتحقق المتطلبات فى تعريف 4١م‏ . 
وهو المطلوب إثباته 

4 - ه انفرادية الهاية . يكون لمتتابعة فى ”2 نهاية واحدة على الأكار . 
البرهان:. نفرض - على العكس - أن “نو × هما نايتا (×) = × وأن × عو × 
تفر :أن و 7 هما جواران غير متصلين للمقدارين”'* و × على الترتيب و نفرض 
أن ”× و '٭ هما عددان طبيعيان عحيث إنه إذا كانت م < 5 فإن “اعد وإذا 
كانت “لم <۸ فإن راجيير . ونفرض "16 )K',‏ مناه - × محيث إن كلا 
من الا بعد ›» ”۷ »× . نستنتج أن »× تنتمى إلى "177*657 مما الف التكوين 
وهو کون ”1 ء» ”7 غير متصلتين . وهو المطلوب إثباته 


عند يكون لتتابعة (,<) = > فى “2 الهاية × فالباً نكتب 
x = lim (xn)‏ آذ ,2 =lim‏ عر 


أو أحياناً نستعمل الرمز × ج ير . 


11۰ 


نقول إن المتعابعة (.<) - > فى ”۴ محدودة إذا كان يوجد 0 < 84 محيث إن 
34 > اما neN gk‏ 

5-4 مفترض . متتابعة تقار بية ی ۸ تكون محدودة . 

البرهان . نفرض أن (.») ص1[=× ونفرض 1 = ع حسب نظرية ٠١‏ - 4 
يوجد عدد طبيعى (1) ع4 = × عیٹ انه إذا كانت 36 < ۸ يكون 1 <|ء - |x.‏ 
وباستخدام متباينة المثلث نستنتج أنه إذا كانت x. > ||| +1 iji n> K‏ 
إذا وضمنا }1 +| باعص | ,.. MM = sup e alls ٠‏ فين 34 > اكلا نكل 
nEN‏ ” وهو المطلوب إثياته 

رما يوجد شك من أن نظرية التقارب للمتتابمات فى ”80 تكون أكثر تعقيداً عا 
فى 2 لكن ليست هذه هى الحالة ( باستثناء مواد رمزية ) . وق القيقة النتيجة القادمة هامة 
فى توضيح أن الاستفسارات عن التقارب فى ٠”‏ يمكن اختزالها إلى استفسارات مائلة فى ۸ 
لكل من متتابعات الاحدا . 

قبل استمال هذه النتيجة سنستعيد أن عنصراً مثالياً × فى 87 يكون مثلا فى مط 
الاحدافى بواسطة «طية - مر» . 

X = (X1 X2, ۰.5 Xp). 
ومن ثم كل عنصر فى التتابعة (,) فى ۴ له تمثيل مشابه » أى ان‎ 
Xp = (Xi X2 <-9 )رو‎ 

وببذه الطريقة تولد (*) © ط متتابعة لأعداد حقيقية هى (مم×) ,... و(.2*) ,(مX1)‏ 
والآن سنوضح أن تقارب المتتابعة (.“) هوصورة منمكسة لتتقارب هذه اام من متتابعات 
الاحدائبات . 

١4‏ - ۷ نظرية , المتتابعة () فى ۴ حيث 

(14.1) Xn = (Xin Xans ۰< <9 Xpn)s neN 
تتقارب إلى عنصم (ملا ...ردلا ,)= ۷ إذا وإذا فقط كانت المتتابعات المناظرة م‎ 
ْ لأعداد حقيقية‎ 
(Xın)s (Xan), ..., (pn) 

تعقارب إلى ملز , . .. ردلا رد۷ على الثر تيب . 

البرهان . إذا كانت برح يا فإن. ع > || ر ي* || عند(ع) ‏ <۸ . وحسب 
نظرية ۸ ١١-‏ نجد أن لكل م و... ,2و1 = 
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يكون لدينا 8>|إلا- مد| > إرنا-ءند| لکل (6) >= ۸ 
ومن ثم كل من هذه ال م من متتابعات الاحداثيات يحب أن تتقارب إلى المدد الحقيق 
المناظر . ْ 
وبالئكس » نفرض أن المتتابعات فى ( ١ ١4‏ ) تتقارب إلى ريز عند 
.م و... ,1,2 = ثر وبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (284)8 بحيث انه إذا كانت 
(3) 84 < » فإن 1 
ولمع >إنرحبود| عند j=1,2,...,P.‏ 


ومن هذا ينتج أنه عندما (44)8 < 7 حينئذ 


yl > e?‏ - مها ب - yê‏ مدا 


أى ان المتتابعة (يم*) تتقارب إلى ر . وهو المطلوب إثباته 
بعض أمثلة : 


الآن سنعرض بعض الأءثلة لإثبات تقارب متتابعة مستخدمين فقط الطرق المتاحة 
الآن . ومن اللاحظ أنه لكى نستمر يحب أن نخمن قيمة الهاية بفحص سابق للمتتابعة . 
وتشمل كل الأمثلة الى ستعرض فيا بعد بعض مهارات وتحايل ولكن النتايج الى تحصل 
عليها ستكون مفيدة لنا فى إثبات ( بأقل عليات تصرفية ) التقارب لتتابعات أخرى . 
لذلك سنكون مهتمين بالنتاج بنفس درجة اهتّامنا بالطرق . 


4 م أمثلة . ( 1 ) بفرض (.×) هى المتتابعة فى ۴ حيث 1/8 حي . فسنوضح أن 
نما (/1) = 0 . ولإثبات هذا نفرض أن 0 < ع » وطبقاً النتيجة +7 (ب) ( خاصية 
أرشيدس ) يوجد عدد طبیعی (8) محيث ان 8 > (1/8)8 حينئذ إذا كانت 
(2)8 < × فيكون لدينا 

1 
K(s) 


0<x =1 < >68 
n 


ويار تب على ذلك أنع > | 0 ×| عند (ع)K‏ <" . وما أن 0 < ع اختيارية فهذا 
يرهن أن نہاية (”/1) = 0. 


(ب) إذا فرضنا أن 0 < » ونعتبر المتعابمة [1/)14+۸4] = × فى 2. فسنوضح أن 
ا × = 0 . أولا نلاحظ أن ١‏ 
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1 لدي‎ 
1+na na 


0< 


نريد المد السائد أن يكون أقل من القيمة المعطاة 0< م حيث 8 كبيرة كرا كانياً . 
باستخدام نتيجة +7 (ب) ثانا نجد أنه يوجد عدد طبيعى (8) بحيث ان ع > (ع)1/۸ 
حينئذ إذا كانت (5)8 < ” فیکون لدینا . 


1 1 1 
1+ 06 “na > م266‎ ® 


0< 


ومن ذلك ينتج أن ع > |0- (هم + 1) /1| عند (ع)٤‏ < ۸. حيث 0 < 8 اغتيارية 
فهذا يوضح أن لها × = 0. 


)ج( افرض ۸٤ط‏ تحقق 1 > 8 > 0 واععتير المنتابعة (87) . سنوضح أن 
نها (8) = 0 ولإثبات هذا » يكون من ا مناسب أن نكتب 8 فى الصورة 


ا 
b=‏ 


حيث 0< ونستخدم متباينة برئولى #4 + 1 > a"‏ + 1( عند neN‏ 
( انظر تمرين هج ) إذن 


1 1 


00 E SE EE 
0b “Tra ST+na “na 


کا فى المثال السابق إذا كانت 0< ع معطاة فحينئد يوجد عدد طبيعى' (4)8 عيث أن 
ع >|0-ث" | عند (ع) ۸ < × . وإذن يكون لدينا بها ہا (6) = 0 . 


(د) نفرض أن 0 < © ونعتبر المتتابعة ('0) . سنوضح أن نبا ('0) = 1 
أولا نفرض أن1 < © حينئذ بف +1 = ""» حيث 0 < ر ومن ثم حسب متبايئة برنويل 
مف +1 د c= )1+ dn)"‏ 
ومن ذلك ينتج أن .4م <1-عم ماأن c<1‏ يكون لدينا 0< 1-م6 . وإذن 

بإعطاه 0 < © فإنه يوجد عدد طبيعى (4)8 محيث انه إذا كانت (ع) ۸ ج ” »ء فإن 


e 


0O<c™"-1=ds yı <e 


لالك ع >|1 -.*' | عند (ع) ×  <‏ کالطلوب . 
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الآن نفرض أن 1 > ء > 0 ( لأن الحالة 1 = م واضحة ) حينيذ (.ط + 1/)1= "نع 
حيث 0< ,۸ ومن ثم حسب متباينة برنولى 


E E‏ الج مو 
مال (1+h.)" 7 1+ nh,‏ 

ينج أن 1/٥‏ > ,0>۸ . ولكن ما أن 0 < » فبأخذ 0 < 6 يوجد عدد طبیمی(8) & 
محيث انه إذا كانت (ع) ٤‏ < ۸ حينئذ 


00-7 hn 
` 1+ 


لذلك 1|>8-"'ء| عند (5)8 < # كلمطلوب 


< 


0<1-=c 


(ه) اعتير المتابعة ‏ (05.) =× . سنوضح أن لها X‏ = 1 » وهى حقيقة 
ليست واضحة نوعاً ما. نكتب ۸ + 1 = ۸/۳ حيث 0 < بي عند 1 < # ومن ثم 
"(+1)-72 . بنظرية ذات الحدين عند 1 < ۸ نحصل على 


5 n(n-1) „101-1 ف‎ 
n= 1+ nk, 4 n 2 kr? +° E kn 


ومن ذلك ينتج (1 - 2/)١‏ > بحيث ان 


2 
k<1‏ 
الآن. بفرض 0 < غ معطاة » فإنه يوجد ٤)8(‏ عیٹ انه إذا. كانت (ع)K‏ < ۸ 
فينتج 2/2ع > (1 -1/)6 ومن ذلك ينتج أن ٤‏ > وم > 0 وأيضا 
O<n™"-1=k,<e‏ 
عند (۸)8 <" . وما أن 0 < ع اختيارية فهذا برهن أن نها (""۸) = 1 . 
هذه الأمثلة توضح أن هيكل النتائج انى ستجمل البراعة المستعملة هنا غير ضرورية 
سيكون مفيداً للغاية . سنحصل على مثل هذه النتائج ف البابين القادمين ولكن سنختمم هذا الباب 
بنتيجة مفيدة غالباً جداً , 
٩-4‏ نظرية . بفرض (×) = × متتابعة فى ٩°‏ ونفرض أن "2ع × 
بفرض . (,ره) = 4 متتابعة فى ۴ بحيث ان 
lima (a,) = 0 (i)‏ 
(13) إمه | © > || z×‏ × || عند بض 0 < © وکل €N‏ م 
فإن ہا (م<) = × . 
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البرهان . نفرض 0 < ع معطاة . وما أن نا 0 = (ير») فيوجد عدد طبيعى () ۸ 
محيث انه إذا كانت (ع)K‏ < «” فإن 
ع = |0 - C |a.| = © |a.‏ 
ومن ذلك ينتج أن 
ع = x|| > © |an|‏ - بنداا 
لجميع (8) <۸ . وما أن 0 <ع اختيارية فنستنتج أن ها (,*) = × 
وهو المطلوب إثباته 


تمرينات : 


4 -(أ) بفرض أن ۸٤ط‏ . وضح أن نا (سرة) = 0 . 

. 0= ]1/۸-1/)۸ + 1([ (ب) آثبت أننها‎ - ٤ 

14 )ج( بقرض (,*) = ¥ متتابعة فى ", و تتقآر ب إلى × » وبفرض ۸٤ء‏ 
أثبت أن ما )٥×(‏ = به . 

14 -(د) بفرض (,*) ح كر هی متتابعة فى "8 ومتقاربة إلى * »> وضح أن 
نما (|| م× ||) = || || . (إرشاد : استعمل المتباينة المثلثية ) . 

4 -(ه) بفرض أن (,») = × متتابعة فى ٩‏ والفرض أن نما (|| × ||) = 0 . 
أثبت أن نا (×) = 0 . لكن اعط مثالا فى © لتوضح أن تقارب (إي*|) رما يستلزم 
تقارب (xn)‏ 2 

١4‏ -(و) أثبت أن نها («//1) =0 > وف الحقيقة إذا كانت (ي×) متتابمة 
لأعداد موجبة وكان نها ,0 = (ي) فإن ہا (×۷) =0 . 

14 -(ز)إذا كانت 4۴۴ تحقق 1 < 4 استخدم متباينة بورنولى لتوضيح أن 
المتتابمة (”4) ليست محدودة فى 8 ومن ثم ليست تقاربية . 

4 -(ح) بفرض أن ۴ ٤‏ طض تحقق 1 > 6 > 0 فوضح أن نا (nb‏ =0 . 
( إرشاد : استعمل نظرية ذات الحدين کا ی مثال O‏ 

4 -(ط) بقرض (بر) = ل متتابعة لأعداد حقيقية موجبة بالضبط بحيث ان 
4ا( )> 1 . وضح أنه عند بعض قم للمقدار ٣‏ محيث 1> 7 > 0 وبعض تم 
للمقدار © بحيث 0 < © يكون لدینا 077 > × > 0 لکل قيمة لاع م . كبيرة كبراً 
كافياً ) . استخدم هذا لتوضح أن ہا (,<) = 0 . 


4 - (ى) بفرض أن (ي×) = + متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة يحيث أن 
نها (*/.م*) >1 . وضح أن ل ليست متتابعة محدودة وحينئذ ليست تقاربية . 

4 - (ك) اعط مثالا لمتتابعة (ر*) تقاربية لأعداد حقيقية موجبة بالضبط محيث ان 
نا (,ر/+,») = 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية بهذه الخاصية . 

4 - (ل) استخدم النتايج من ( تمرينى ١4‏ - طء ع ١‏ ى ) للمتتابعة الاتية : 
رعنا 0 <b,c>‏ 1,1 > ه>0) : 

(a) (Î)‏ )ب( دم 

(b"ın) (5) ("™) )ج(‎ 

(2°/3”) (و)‎ (c"jn!) (») 

4-(م) بفرض (×)= × متتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث أن 
نا (9!) < 1 وضح أنه لبعض قم م حيث 0>۲>1 فإن  0>«,>7*‏ لكلقيمة 
لزع م كبيرةكبراً كافياً . استخدم هذا لتستنتج أن ہا (,) = 0 

4 -(ن) بفرض (,)- 2 مكتابعة لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة محيث أن 
جا !*) > 1 وضح أن ل ليست فة محدودة ومن ثم ليست تقاربية . 

4 - ( س) اعط مثالا لمتتابعة تقاربية (.*) لأعداد حقيقية موجبة مضبوطة بحيث 
أن با (":×) = 1 . اعط مثالا لمتتابعة تباعدية هذه الخاصية . 

» ل بإلقاء النظر على تمرينى 14م‎ - ١4 (ع ) افحص تقارب المتتابعة فى تمرين‎ - ١ 
0-8 

4 - (ف) افحص تقارب التتابعات الآثية فى ۸ 

3 1 
)رطع ب )2( 
n?‏ « 

© و )¢6 
الباب الخامس عشر - منتابعات جزئية وتوافيق : 

يعطى هذا الباب بعض معلومات عن تقارب المتتابعات الى يحصل عليها بطرق مختلفة 
من متتابعات معروفة بأنها تقاربية . وستساعد فى إمكانتنا من فك مجموعات: لمتتابعات تقاربية 


بتوسع نوع ما . 

١-1‏ تعريف . إذا كانت (ب×) =× متتابعة فى ”2 وإذا كانت على سبيل 
الحخصر ٠٠> >٠‏ >> متتابعة مز أيدة لأعداد طبيعية » حينئذ المتتابعة 
× فى ”2 المعطاة فى الصورة 
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O eS 2(‏ 
تسمى متتابعة جزئية من > . 
رما يكون من المفيد أن نربط بين مدلول المتتابعة الحزئية وبين تحصيل دالتين . إذا 
رضنا أن ۾ هی دالة بنطاق بع ومدى فى لع ونفرض أن ج متزايدة مضبوطة معى أنه 
إذا كانت 72> فإن (0)م>(0)ج . حينئذ ع تعرف متتابعة جزئية من (2)- × 
بواسطة القانون 
X og =(Xgoin Ee N)‏ 
وبالمكس . كل متتاهة جزئية للمقدار + لها الصورة ج ×٠‏ لدالة ما متزايدة مضبوطة 
حيث R(gSN « D(g)=N < g&‏ . 
من الواضح أن المتتابعة معطاة متتابعات جزئية مختلفة كثيرة . وبالرغم من أن النتيجة 
الآتية أولية جدا فلها أهية كافية ما عم جعلها صريحة . 
١ - ٠‏ مأخوذة أو مفترض . إذا كانت متتابعة ¥ ى ”۴ تتقارب إلى عنصر × 
حينئذ أى متتابعة جزئية من ب أيضاً تتقارب إلى ** . : 
البرهان . بفرضص 7 هى جوار لباية المنصر × » من التعريف يوجد عنصر طبيعى 
K۷‏ حيث أنه لكل K۷‏ < ۸ فإن × تنتمى إلى 7 . الآن نفرض “2 متتابعة جزئية 
من × شلا 


Kr (Krys و ...روم‎ <°) 


ما أن ٣<۸‏ حينئذ Kv‏ < .م ومن ثم 7 تنتمى إلى “2 . هذا يبرهن أن ٭ تتقارب 
أيضاً إلى × . ١‏ وهو مطلوب إثباته 

16-" نتيجة . إذا كانت (.×) = × متتابعة ححيث تتقارب إلى عنصر × من ”14 
وإذا كانت #2 أى عدد طبيعى فحينئذ المتتابعة ‏ (... ,ددم )= أيضاً تتقارب 
إل *. 

البرهان . ما أن ”ر متابعة جزئية من كل » فالنتيجة تنتج مباشرة من المفتر ضة 
السابقة . 

وجهت النتاج السابقة وبدرجة كبيرة إلى برهئة أن متتابعة تقترب من نقطة معلوية . 
ومن المهم أيضاً أن نعل بدقة ماذا نعنى بقولنا أن المتابمة 6 لا تقترب من × . النتيجة 
القادمة أولية ولكن ليست تافهة وتحقيقها جزء هام من ثقافة كل شخص لذلك ستترك 
برهائها بالتفصيل للقارئ . 
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: إذا كانت (») = ر متتابعة ى 229 حينئذ النصوص الآتية متكافئة‎ . ٤-٥ 

() ¥ لا تقترب من × . 

(ب) يوجد جوار × للمقدار × عيث أنه إذا كانت م أى عدد طبيعى فإنه يوجد عدد 
طبيعى م > (71)0 = m‏ بحيث أن × لا ينتمى إلى ⁄ . 

( ج) يوجد جوار * للمقدار × ومتتابعة جزئية “ل للمقدار ل بحيث لا يوجد أى 
عنصر من عناصر 7 وينتمى إلى 7 . 

. نفرض ¥ متتابعة فى ۸ وتتكون من الأعداد الطبيعية‎ )١(. و أمثلة‎ - ٥ 

20.0.7.267 ,1) - ك1 
نفرض أن × أى عدد حقيى ونعتبر الموار ”7 للمقدار × الذى يتكون من الفترة المفتوحة 
(x~1,x+1)‏ . وطبقاً لخاصية أر يدس 5 -5 يوجد عدد طبیعی وک نحيث 
أن .و >1+عر ومن ثم إذا كانت #0 < م فينتج أن ”=× لا تنتمى إلى 7 . 
وإذن المتعابمة الحزئية (...,0+1ك ,)= من ليس لا نقط فى 7 . مما يثبت أن 
× لاتقارب من × . 

(ب) نفرض (ہر) = ۲ متتابعة فى ۸ وتتكون من( :.,"(1-) ,...,1,1-)= ۷ 
نترك ذلك القارئ ليوضح أنه لا توجد نقطة ر . باستثناء إمكانية 1+ > ر يمكن أن 
تكون نباية ر . وستوضح أن النقطة 1 = ۲ ليست نهاية مر » واعتبار الحالة الى 
فيها 1 + = بر تشابه الحالة السابقة تماما . بفرض أن ۷ جوار 1 = بر ويتكون من 
الفئرة المفتوحة (2,0-) . حينئذ. إذا كانت ۸ زوجية فإن العنصر 1+ = "(1-) = مل 
لا ينتمى إلى 7 . لذلك بعجنب الفئة الحزئية ۲ من 7 المناظرة إلى N‏ ع8 ,21 ٣=‏ 
الحوار ,مما يغبت أن 1 = رر ليست نهاية ¥ . 

(ج) بفرض (,2) = 7 متتابعة فى 8 حيث 0 < ,ج عند 1 < ۸ . نستنتج أنه 
لا يوجد عدد 0> z‏ بحيث يمكن أن يكون ناية 2 . وفى الحقيقة » الفثة المفتوحة 
=)x eR :× >0‏ ۷ ھی جوار لعدد 2 لا يحتوى على أى عنصر من 2 . هذا يوضح 
( ناذا ؟ ) أن 2 لا يمكن أن تكون نهاية 2 . ومن ثم إذا كانت 2 ها نهاية فهذه الهاية 


بحب أن تكون موجبة . 


توافيق المتتابعات : 


النظرية الآتية تمكن الشخص من استمال العملدات الحبرية للتعارف -1١4‏ 8 . لتكوين 
متتابعات جديدة ممكن التنبوء بتقار ما من تقارب المتتابعات المعطاة . 
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٩-٠‏ نظرية. (أ) بفرض ل › ۲ متتابعتين فى ۸ وتتقاربان إلى × » بر 
على التر تيب . حينئذ المتتابعات ۷ ٠‏ × و لز × ,۷ + ب تتقارب إلى لإ ٠‏ × ول = × ,+ عر 
على الترتيب . 

(ب) بفرض (,) = × متتابعة فى ۸ بحيث تتقارب إلى × ونفرض أن :(مم) = ۸ 

متتابعة فى ۸ وتتقارب إلى 4 فينتج أن المتتابعة (,د.ه) فى ”۸ تتقارب 
؟ 

( ج) بفرض (,×) =× متتابعة فى ”40 بحيث تتقارب إلى × ونفرض أن » 
(,) = 8 متتابعة لأعداد حقيقية غير صفرية وأنها تتقارب إلى عددم لا يساوى صفرا » 
حينئذ المتشابعة ( ,×" ,ط) فى ”۸ تتقارب إلى ×ط . 


البرهان . (أ) لنوضح أن + ×< (,+,») نحتاج لتقيم مقدار 
+ع - (xn + yn)‏ 
ولكى نفمل هذا فإننا نستخدم متباينة المثلث لتحصل على 
(xa + yn) - (x + y)| = ||). = x) + (y, = y)|‏ 


151 
او ملو +اا×- ا = 3 


من الفرض نجد أنه » إذا كانت 0 < 8 فإننا يمكننا اختيار ,× عيث أنه إذا كانت 


بك < ۸ فإن 2 >|«-ء| ونختار وك بحيث أنه إذا كانت ے٤‏ < م فإن 
2 >|<- .لاا ومن مم إذا كانت لدع ,,) منود عوك < ۸ حینذ 


الستنتج من ( ۱-۱۰ ) أن 
e‏ = 2/ع + 8/2 > (l(xn + yn) - (x + yj‏ 
ما أنه مكن إجراء ما سبق لكل 0 < :ع اختيارية » فنستخلص أن + +× تتقارب إلى 
+× وبالضبط يمكن استخدام نفس المناقشة لنوضح أن ۷ - × تتقارب إلى 1 -* , 
لبر هان أن لا ٠‏ × تتقارب إلى ل٠‏ × نقوم بإجراء المقايسة 
ان :)+ زر yn = xn‏ ° )| = اير ° [xn * yn =x‏ 
| ۰ (× = .)| + |( ر حر |x. ٠‏ = 
باستخدام متباينة شفارتز » نحصل على 
yl‏ أاعد - lx‏ + اذ = |lxell lye‏ ع ابر |x, ١ ١‏ (15.2) 
يوجد طبقاً للمفترض ١4‏ - + عدد 0 < 4 الذى يكون حدا أعلى للمقدار (إإد|| .|| 
وعلاوة على ذلك نستنتج من تقارب۲ ولد أنه إذا كانت 0 < ع معطاة حينئذ يوجد عددان 
طبيعيان رك ور عیٹ أنه إذا كانت ,× < ۸ فإن 234/ع > |إر- .|| وإذا كانت 


ا 11۹ 


وك < م فإن 284/ع > | - م . الآن نختار [ےK‏ ,,) مدو £ فينتج أنه إذا كانت 
< ۸ فنستنتج من ( 16 ٣‏ ) أن 
M lx, - x||‏ + إن - x ° y| = M Jly.‏ و٠‏ مد 
<MG+ a) ٤‏ 
هذا ييرهن أن ۲ . لا تتقارب إلى « . * . 
يبر هن جزء (ب) بنفس الطريقة 
لبرهنة (ج ) نقيم ونحسب كا يق : 


ادس *)* سخ )| -إمة هيما 


1 
|«- متلا رج + اا 


| 2 
ا 


b~ bn 
مه + ا ا‎ - >| 


الآن نفرض أن 0 < 34 بحيث أن 
“ا>ام مه <l‏ 
ومن ذلك ينتج أنه يوجد عدد طبيعى وك عیٹ أنه إذا كانت و٤‏ < م » فإ 
د> ام 5ه <l‏ 
١‏ 
ومن ثم إذا كانت × < ” » فإن التقيم السابق ينص 


[bn — b| + M مدا‎ x|| 


1 1 
[E *-[» = 


لذلك إذا كانت 0 < ع عدداً حقيقياً معیناً فإنه يوجد عددان طبيعيان جل و۸ محیٹ أنه 
إذا كانت ٤,‏ < ۸ فحينذ 2843/م>إط ءة| وإذا كانت يك < ۸ حينئذ 
eM‏ > || - | وبفرض (,جة sup )1>,, K,,‏ = جز نستنتج أنه إذا كانت ۸ < م » 
فإن 


ات 


1 1 يرت إن‎ E 
E * xm تبرج‎ M2M 7 ° 


ما يثبت أن (.5/0) تتقارب إلى 5/< . وهو المطلوب إثباته 
٠٥‏ - ب تطبيقات . مرة أخرى نعير اهما دقيقاً إلى المتتابمات فى 2 
(أ) إذا كانت (.>) =× ف المتتابية فى ۸ المعرفة بواسطة 


_2n+1 
TS? nEeEN 
نلاحظ أنه مكننا كتابة × فى الصورة‎ 
5 0 
" م/1+5‎ 


أى أن ٣‏ يمكن اعتبارها كخارج قسمة (م/1 +2) - لا ء («/1+5)-2 . ما أن 
المتتابعة الأخيرة تتكون من حدود ليست صفرية وها نهاية 1 ( ل اذا ؟ ) فإن النظرية 
السابقة تسمح لنا باستنتاج أن 


(ب) إذا كانت (.») = ر هىمتتابعة فى »۳ وتتقارب إلى × وإذا كانت م كثيرة 
حدود » فإن المتتايعة المعرفة بواسطة ٤ N(‏ x.(:۸)م)‏ تتقارب إلى (×) م 
( إرشاد : استخدم نظرية ٩ - ٠٠‏ والاستنتاج ) ١‏ 

(ج) نفرض أن (,) = × متتابعة فى © والى تتقارب إلى × ونفرض م هى دالة 
قياسية » أى ()؟/(9)م -(9)م حيث » م وي كثيرتا الحدود. ونفرض أن (*)4 و 
(×) ۾ ليست أصفارا » حينئذ المتتابمة (ع7)*,(:2) تتقارب إلى (*) م 
(.إرشاد : استعمل جزء (ب) ونظرية .)١-٠١‏ 

نحم هذا الباب بنتيجة مفيدة غالباً . وهى توصف أحياناً بالقول « يجتاز شخص إلى 
اللهاية فى معباينة » . 

۸-٠٠‏ مفترض . نفرض أن (.×) = × متتابعة تقاربية فى ”22 بنهاية × . إذا 
كان يوجد عنصر © فى ۸۶ وعدد 0 < م محيث أن: > |إء - .|عندما تكون ۸ كبيرة 
كبر كافيا فإن ۴ > || - | 

البر هان . الفئة (م <إإء - رإ|: ۴ ع ر] = ۷ فة جزئية مفتوحة فى 7 . إذا كانت 
×٤۷‏ فإن ۷ هى جوار × وأيضاً ۷ © × لقم ۸ الكبيرة كرا كاف ما يخالف الفرض » 
ولذلك ۷ × ومن ثم يكون عندنا , > |[ - ×|| 

ومن المهم أن نلاحظ أننا افترضنا وجود الهاية فى هذه النتيجة لأن الفروض الباقية 
ليست كافية الكى تمكنا من البرهنة على وجودها . 


1١1 


تمرينات : 

٠‏ -(أ) إذا كانت () ٠‏ (,ز) متتابتمين تقاربيتين لأعداد حقيقية وإذا كانت 
x=‏ لكل لقعم فإننا () د ا j)‏ . 

٥‏ - (ب) إذا كانت ()=× ٠‏ (.)- ل متتابمتين لأعداد حقيقية بحيث أن 
كلا مهما تتقارب إلى 6 وإذا كانت (.2) =2 محابعة بحيث أن ,ركب كدير 
عند ۸٤م‏ ء فاثبت أن 7 تتقارب أيضاًإل © . 

١٠‏ - (ج) إذا كان * معطاة بالصيغ الآتية فحقق إما التقارب أو التباعد للمتتايمة 


(x.)‏ دعر 

(1) 0=„ (ب) لديم 
(ج )و × ره( لتب ديم 
(«) معام ديع )4( x, =sinn‏ 


٠٠‏ (د) إذا كانت × » ۲ متتابعتين فى ۴ وإذاكانت ۲ + × تتقارب . هل 
× » 73 تتقارب وتحقق نها (8 + ¥) لها × + بإ ۲ ؟ 

١٠‏ -(ه)إذا كانت ل » ۲ متتابعتین فى ۴° وإذا كانت ۲ . 1 تتقارب هل 
× › ۲ تتقارب وتحقق نما (۲ . ×) = الها 23 ها × ؟ 

)/( -(و) إذا كانت (.*) = × متتابعة موجبة متقاربة إلى × ء حينئذ‎ 1١ 
تتقارب إلى × .(إرشاد : له + د )/(× - ہx) ع عر ل س "وق‎ 

۷=)» (ز )إذا كانت (ي») =× متتابعة لأعداد حقيقية بحيث أن‎ - ٠٠٥ 
تتقارب إلى صفر حينئذ هل 16 تتقارب إلى صقر ؟‎ 


٠٠‏ -(ح) إذا كانت ل 1+ ٢ل‏ = بير هل المتعابعات ()=× و 
(× ")=¥ تتقارب ؟ ١‏ 
٠‏ -( ط) بغرض أن (ي×) متتابعة فى ۸° يحيث أن المتتابمتين المزئيتين (ررو) » 
(..ع*) تتقاربان إلى "عد .أثبت أن () تتقارب إل * . 
١‏ -(ى) بفرض (») © (.) متتابعتين فى ۴ محيث أن ہا (ي) 0# ولا 
(.9*) موجودة . أثبت أن نها (.) تكون أيضاً موجودة 


١٠٠‏ - (2) هل تمرين ١١‏ - قا يظل صميحاً فى ۸؟ 


1۲ 


ه-(ل) إذا كانت طكه>0 وإذا كانت "("ط+"ه)=.× . حينئذ 
ا م = hb‏ ` 
١١ - -‏ (م) كل عدد غير قیاسی ى 8 هو الهاية لمتتابعة لأعداد قياسية . كل عدد قياسبى 
فى 2 هو إلباية لمتتابعة لأعداد غير قياسية . 

٠‏ (ن) إذا فرضنا "4>۴ » 2ع حينئذ × هى النقطة الحدودية للمقدار 
4 إذا وإذا فقط كانت توجد متتابعة (2ه) عناصرها فى 4 ومتتابعة (.8) عناصرها فى 
(€6)4 بحيث أن 

lim زيه)‎ = x = lim (b,) 


4 (س) بفرض أن ۸۴۲ ۰ “عير حينئذ × هى نقطة تجميع للمقدار‎ ٠ 
. × إذ وإذا فقط كانت توجد متتابعة (.ه) لعناصر مختلفة فى 4 محيث أن (يه) صلا-‎ 
إذ وا توجد متتاب اصر ي‎ 

10 (ع) إذا كانت ہا (×) = × وإذا كانت لال ٤‏ ۸ اله r for‏ > |[ء - ااهل ينتج 
أن > ||ء- ×| ؟ 


مشروعات : 

4-٠١‏ . بفرض 4 قيابى أو مترى على فئة ۸4 بمفهوم تمرين ۸ - اق . إذا كانت 
() = × متتابعة فى 84 » حينئذ يقال لعنصر ×٤1‏ إنه نجاية كل . إذا كان يوجد 
لكل 0< ع عدد(ع) × فى لا بحيث أنه لكل (ع) × < ۸ يكون ٭>(× ,)4 

استخدم هذا التعريف ووضح أن نظريات 1+6- ه > 6( 4 > ورمع 
ورم ٠١ ٠‏ - 4 يمكن امتدادها إلى الفراغات المثرية . وضح أن المثريات .4 ,دك ,رك 
فى 7 تؤدى إلى نفس المتتابعات المتقاربة فى 8 . وضح أنه إذا كانت 4 هو مترى 
منفصل على فئة > حينئذ المتتابعات الى تتقارب فقط بالنسبة إلى 4 هى الى تكون ثابتة بعد 
عدد طبيعى ما . ر 

8-٠‏ . بفرض أن م تشير إلى مجموعة كل المتتابعات الحدودة فى 8 » وبفرض 
© تدل إلى الجموعة لكل المتتابعات التقاربية ی #2 ٠‏ وبفرض © تشير الجموعة من كل 
المتتابمات فى ۴ والى تقترب إلى صفر . 

(1) بحاصل جمع ۷ + ل وحاصل ضرب كه مثل المعطى فى تعريف 8-١4‏ 
اثبت أن كلا من الجموعات السابقة هو فراغ المتجه الذى يكون فيه عنصر الصفر هو المتتابعة 
(...,0,0) = 0 

(ب) فى كل من المجموعاكت ©> > ,۲ عرف العمود (»)=× بالصورة 

. وضح أن هذا التعريف ف الحقيقة ينتج عموداً‎ . [xj د‎ sup {lx.lin e N} 


1 


(ج) إذا كانت ل ء ۲ تنتمى إما إلى م و +7 أو إلى وء فإن حاصل الضرب 203 
ينسى أيضاً إلا < xy > |X|I|IY|‏ . اعط مثالا لتوضح أن علامة التساوى 
رما تكون سميحة فى هذه العلاقة الأخيرة واعظ مثالا آخر لتوضح أن التساوى ريما يفشل . 

(د) وضح أن المثرية المستنتجة بواسطة العمود فى جزء (ب) فى هذه الفراغات يعطى 
بالعلاقة d(X, Y) = sup {|x, = y,|: € N}‏ 

(ه) وضح أنه إذا كانت متتابعة (×) تتقارب إلى ۲ بالنسبة إلى المترى فى (د) > 
فإن كل متتابعة الأحداق تتقارب إلى نفس الأحدائ المناظر فى 37 . 

( تحذير : (6) متتابعة فى 8# بيا ,× متتابعة فى م و 8« أوى» © أى 
« متتابعة لمتتابعات »فى (£) . ١‏ 

(و) اعط مثالا لمتتابعة (×) فى ىح نحيث أن من متتابعات الأحدالى كل متتابعة 
متساوية الدرجة تتقارب إلى صفر لكن (4)7000 لا تتقارب إلى صفر . 
الباب السادس عشر ‏ معيارات أو مقياسان للتقارب : 

للآن الطريقة الرئيسية الممكنة لتوضيح أن متتابعة تقاربية هى أن نطابقها كتتابعة 
جزئية أو مجموعة جبرية مؤتلفة من متتابعات تقاربية ويمكئنا عند إجراء هذا أن نحسب 
النهاية مستخدمين نتائج الأبواب السابقة . ولكن عند عدم إ.كانية إجراء هذا فإننا نرجع إلى 
تعريف ١4‏ - م أو نظرية ١4‏ - 4 لكى نثبت وجود الهاية .واستمال هذه الطرق الأخيرة 
له عيب يستحق الذكر وهو أثنا يحب أن نعر ف ( أو نشك على الأقل ) قبل ذلك فى القيمة 
الصحيحة للهاية و بعد ذلك نحقق أن شكنا صميح . ْ 

يوجد حالات كثيرة ولكن لا توجد طريقة مرشحة واضحة لباية «تتابعة معطاة وحى 
التحليل الأولى قد يةودنا إلى الاعتقاد بعدم وجود تقارب . فى هذا الباب سنعطى بعض 
نتائج أعمق عا سبق ذكره فى الأبواب السابقة والتى بمكن أن تستعمل لتقرير تقارب المتتابعة 
عندما لا يوجد عنصر خاص مغل نفسه كقيمة الباية . أول نتيجة فى هذا الاتجاه هامة جداً . 
ومع أنه مکن تعميمها فى 220 »> لكن من المناسب أن نحصر نصبا فى حالة المتتابعات فى +1 

١ -4‏ نظرية تقارب باطراد . بفرض (.») = ر متتابعة لأعداد حقيقية ومتزايدة 
باطراد ععی أن ٠٠١‏ ك رركا ك رد ک ٠٠١‏ ك 2× ک × 
فينتج أن المتتابعة + تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة . فى هذه الحالة : 

lim (x,).= sup {x} 

البرهان . قد ظهر فى مفترض ١ ١4‏ أن المتتابعة التقاربية محدودة . إذا كانت 

نا (,*<) = × اء 0 < ع ء حينئذ يوحد عدد طبيعى ‏ 


1€ 


xme x*+e 
١۷ 56 


#1 x2 x3 4 


فكل ۹۹ى ` 
(ع) ‏ محيث أنه إذا كانت (ع)K‏ < م › فإن 
2+8 > مداع Xe‏ 
ما أن لا تزداد باطراد فتعطى هذه العلاقة 


ع + SUP {xn} = x‏ > ع - عر 


ومن ذلك ينتج أن ع > |(.×) مده - | . وما أن هذا يكون حيحا لكل 0 > 8 فستنتج 
أن lim (x,) = x = sup {x,}‏ 
وبالىكس »> نفرض أن (.×) =× متتابمة متزايدة باطراد ومحدودة لأعداد 
حقيقية . وطبقاً لمبدأ العلو » فإنه يوجد [ہل) ما =*× صںuصعاpںuء‏ وسنوضح آنه 
ناية + . وماآن عد هى الحد الأعل للعناصر فى > فينتج آx*ù‏ ع x,‏ عند neN‏ 
وما أن *× هى علو للمتتابعة × » إذا كانت 0 < ع فإن العدد ع م *× ليس الحد الأعلى 
للمتتابمة ل و يوجد عدد طبيعى (4)8 بحيث أن 
x*— e < XK)‏ 
ومن و جهة نظر خاصية الاطراد للمتتابعة + لكل (ع) < ۸ نجدأن 
X*‏ كع x*—Ee <x,‏ 
ومن ثم ينتج أن ع >|*- .| وخلاصة الشرح هی أن للعدد [ہ×) وناو *ير 
الماصية الى تقول إنه يأخذ 0 < ع يوجد عدد طبيعى (4)8 ( متوقفاً 8 ) عيث أن 
ع >|**-.| Iik, n> K(e) Ul‏ يوضح أن x*=lim X‏ 
وهو المطلوب إثبائه . 


؟ نتيجة . بفرض (,) = × متتابعة للأعداد حقيقية متناتصة باطراد معنى أن 
.> حت وبا >0١ E‏ حت و2 حت :1 


فإن المتتابمة + تتقارب إذا وإذا فقط كانت محدودة فى هذه الحالة . 
lim )( = inf {x,}‏ 


1o 


البرهان . نفرض أن +- > ملا عند "عم . حينئذ قد بينا حالا أن المتتابعة 
(,ز) = ۲ متتابعة تزايدية بأطراد . وعلاوة على ذلك فإن ۲ تكون محدودة إذا وإذا فقط كانت 
لد محدودة . وإذن ينتج الاستنتاج من النظرية . 


- م أمثلة . () رجع إل المتتابعة (/1) = لا الى نوقشت فى مثال ۱٤‏ - ۸ (آ). 
من الواضح أن 


ا 
n‏ 


ولذلك ينتج من نتيجة ١5‏ - ۲ أن (”/1) = كر تتقارب . مكنا إثبات قيمة نا (/1) 
إذا أمكننا حساب (1/۸) ٤د‏ . وتبادلية إذا كان تقارب كر أكيداً فإنه مكنا غالبا 
حساب قيمة الهاية باستخدام مفترضى ١ - ٠١‏ ونظرية ٠١‏ - “> . وف الالة الى معنا » 
إذا كانت (... ,1/2۸ ,...,1/2,1/4)='× فينتج أن 
lim X = lim X'=} lim X‏ 
لذلك نستنتج أن 0 = × ص1 
( ب) نفرض أن (,) = ¥ متتابعة فى 28 المعرفة استنتاجياً بالآق : 

(2y, + 4‏ > بدا ,1- الا عند nEN.‏ 

الحساب المباشر يوضح أن2 > يز > دلإذا كانت 2> ملا > :ملا حينتذ 


2Yn-ı+3< 29n +3<2۰2+3‏ 
الى منها.ينتج أن 2 > بي > رر بالاستنتاج نجد أن المتتابعة ١‏ تتزايد باطراد ومحدودة من 
أعلى بالمدد ۲ . وينتج من نظرية التقارب المطرد أن المتتابعة ۲ 'تتقارب إلى نماية ليست 
أكبر من العدد ؟ . وق هذه الحالة رمالا يكون من السبل تقدير ۲ 11۳0 > بر بحساب 
(ملإ] هناة . لكن مجرد معرفتنا بوجود لباية . فتوجد طريقة أخرى لساب قيمها . طبقاً 
لمفترض ٠١‏ ب ١‏ يكون عندنا ‏ (+ہ) ا - (ہر) ہا = ر باستخدام نظرية 
٦ - ٠‏ » يحب أن تحقق الهاية بر العلاقة 
)2y + 4‏ = ر . 

لذلك » نستنتج أن 4= ر 

( ج) بفرض (.2) = 2 هى المتتابعة فى ۴ والمعرفة بالآق 


neN رج عند‎ 21, Zn = 2Z" 
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من الواضح أن 2 >2 > رج . إذا كانت 2 > .2 > ,2 فإن 4> 22.4 > ,22 
یٹ أن 4د = 2 > ہ۷22 د يبمة >22 = تبر 
هذا يوضح أن 2 متتابعة متزايدة باطراد ومحدودة من أعلى بالمدد + . وإذن تتقارب 2 
إلى العدد 2 ورمكن توضيح مباشرة أن (,2]مناة-2 ما يثبت أن الباية هى 2 = 2 
وتبادلياً بمكننا استمال الطريقة فى المثال السابق . ومعر.فة أن المتتابعة الها نهاية z‏ » 
نستنتج من العلاقة ,22/ = ,2 أن 2 يحب أن تحقق 20/22 . لإيحاد الحذور هذه 
المعادلة الأخيرة » نجد أنه بالتر بيع نحصل على 27-22 والى جذراها هما 0,2 . من 
الواضح أن الصفر لا يمكن أن يكون الهاية ( لماذا ؟ ) ومن ثم هذه الباية يحب أن تكون 
مساو ية للعدد ؟ . 

(د) بفرض () دل هى المتتابعة لأعداد حقيقية معرفة ما يلى "(/1 + 1) = يلا 
حيث ۸٤۸‏ باستخدام نظرية ذات اخدین » يمكننا أن نكتب 


_, 11, n(n=D 1 ن)ة‎ 10-1 
malty ا‎ 3 
4 0 2641 
n! n 


بقسمة قوى 7 فى بسوط معاملات ذات الحدين » نحصل على 
(40-D‏ 
EES‏ 
وبتعبير + وا بنفس الطريقة » يكون لدينا 
(ججج- )(جبج- )به + (جشم- )جه + عه 
ليجة- ٠٠١:‏ (جبج-)(متج- )...+ 
)77( (وجج- )لجيج - )+ 
لاحظ أن التعبير حد پت حتوى 1 + 2 حداء والتعبير لحد بيرت يحتوى على 2 + بم 
حدا . يوضح اختيارا أوليا أن كل حد فى يرف ليس أكبر من الحد المناظر فى بيت 
والأخير يزيد بحد موجب واحد . لذلك يكون لدينا 


U SUS < U Sa >00 


لتوضيح أن المتتابعة محسدودة » نلاحظ أنه إذا كانت p=1,2,...,n‏ فإن 


1> n/م-1)‏ . وبالإضسافة إلى ذلك ( لماذا ؟ ) محيث أن !م > 2635 من 
التعبير السابق لحد برت »> هذه التقديرات تعطى 


PE 1 
2<u > 1+1 + +++ <3, n>2 


من ذلك ينتج أن المتتابعة المطردة لل محدودة من أعلى بالعدد ۴ . 


تدل نظرية التقارب المطرد عل أن المتتابعة لا تقترب من عدد حقيى قيمته الذى على الأ كار 
هی م . وکا هو محتمل معروف جدا للقارئ أن نباية لل هو العدد الأسامى © وبتكرار 
حساباتنا يمكننا إبجاد تقريبات قياسية للقيمة © ولكن لا يمكننا بهذه الطريقة حسابها 
بالضبط . حيث أنها غير قياسية بالرغم من إمكانية حسابها لأرقام عشرية كثيرة على حسب 
المطلوب . ( هذا يوضح أن نتيجة مثل نظرية التقارب المطرد الى تقرر وجود ناية المتتابعة 
فقط يمككن أن يكون لها استعال هام حى ولو كانت القيمة المضبوطة للهاية لا يمكن الحصول 
علها بسرولة ) . 


نظرية بولتزانو ‏ فرستراس * 

نظرية التقارب المطرد مفيدة بدرجة غير عادية وهامة » ولكن من عيوبها ألها تستخدم 
فقط لمتتابمات مطردة . ولذلك يليق بنا إيحاد شرط يضمن تقارباً فى 8 أو ”8 بدون 
استخدام خاصية الاطراد . هذا الشرط المرغوب هو مميار كوثى والذى سيقدم فيا بعد . 
ولكن سنعطى أولا صورة لنظرية بولتزانو فيرشتراس ٠١‏ - * الى تستعمل بوجه خاص 
للمتتابعات . 

١‏ - 4 نظرية بولتزانو - فيرشتراس . متتابعة محدودة ى ”8 الها متتابعة جزئية 
تقاربية . 

البر هان . بفرض (,<) = × متتابعة محدودة فى ° . إذا كان يوجد فقط عدد محدود 
لقم ميزة فى المتتابعة كك » فإن أحد هذه القم على الأقل يحب أن يحدث مراراً بدرجة 
لا نهائية . إذا عرفنا متتابعة جزئية للمتتابمة ¥ باختيار هذا العنصر فى كل مرة عند 
ظهوره فإانا على متتابعة جزئية تقاربية للمتتابعة ل . 

ومن جهة أخرى ء إذا كانت المتتابعة جر تحوى عدد] لا نهائيا من قي مميزة فى 7 » 
حينئذ - ما أن هذه النقط محدودة - ء تدل نظرية بولتزانو فيرشتراوس ١ - ٠١‏ للفئات 
على أنه يوجد عل الأقل نقطة تجميع واحدة ولتكن *× نفرض أن ۾× هو عنصر من + 
بحيث أن 


1 < |*ع- ندا 


1A 


نعتير الحوار 4> |*×- را وغ 1 ما أن النقطة 8« نقطة تجميع الفئة 
٠ S=)x:m =1‏ فهى أيضاً نقطة تجميع للفئة }> =m‏ وال 
نحصل علا حذف عدد محدود من عناصر 51 (لاذا ؟ ) لذلك يوجد عنصر ي“ من ج82 
( حيث وه < # ) يتت إلى ر الآن تفرض 35 هى الخوار 4> |*×- را|: ر) = ر۷ 
ونفرض ۸< 0 : »)=6 . وحيث أن *× هى نقطة تجميع للمتتابعة وك فيجب 
وجود عنصر و8 من وگ ( حيث #2 < و۸ ) وينتمى إلى و7 وبالاستمرار فى هذه 
الطريقة نحصل على متتابعة جزئية (. . . ريما »)= من كر عند 
1 < |*ع - دزا 


بحيث أن *ير- كصسظ , وهو المطلوب إثباته 
5 هنتيجة . إذا كانت (,) = × متتابعة فى 20 » *× هى نقطة تجميع الفئة 
x : ۸ € N[‏ فإنه يوجد متتابعة جزئية “ل من ¥ محيث تتقارب إلى ** . 


وف الحقيقة » هذا هو ما أثبته الزء الثافى من برهان 1١‏ - 4 


متتابعات کوشی : 

ندخل الآن مفهوماً هاماً عن متتابعة كوشى فى 27 . ونتيجة هذا هى أن المتتابعة فى ”۴ 
تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت متتابعة كوثى . 

4-4 تعريف . متتابعة (.») = ير ى 27 يقال إنها متتابعة كوشى فى حالة أنه لكل 
0 < 8 يوجد عدد طبيعى (44)8 حيث أنه لمميع 

xn - ام‎ > 8  نوكي‎ m, n> M(s) 

لكى نعاون الدافع إلى مفهومية متتابمة كوشى فإننا سوف نوضح أن كل متتابعة 
تقاربية ى ۴7 هى متتابعة كوشى . 
۷-٩‏ مفترضص . إذا كانت (») =× هى متتابعة تقاربية فى 127 > فإن + هى 
متتابعة كوثى . 

البرهان . إذا كانت × صف = × » حينئذ عند أخذ 0 < © فإنه يوجد عدد طبيعى 
(2/ع)؟ محيث أنه إذا كانت (1)8/2 <۸ فإن 2/م> |[ - مد| أى أنه إذا كانت 
(2/ع)»ا = M)e(‏ وإذا كانت (ع)4/ة < ۸ ٣,‏ نإن 

e‏ > جرع + 2/ع < +x - x.||‏ اعد - xm‏ = |إمد- مدا 


ومن ثم المتتابمة التقاربية 16 هى متتابعة كوشى . وهو المطلوب إثباته 


1۹ 


ولكى نطبق نظرية بو لاز انو - فير شتر اس سنحتاج إلى النتيجة الآتية : 

8-5 مفترض . متتابعة کوشی ى ٩8‏ تكون محدودة . 

البرهان . بفرض () = بر هى متابعة كوثى وبفرض أن 1 = = إذا كانت 
(24)1 عبس و (24)1 حم فإن 1>|ءد- .اا ومن عتباينة المثلث فهذا يدل على 
أن 1+1-*|>اماا عند (24)1 <>"۸ لذلك إذا كانت 


٠... xml xl +1(‏ اللا B = sup‏ 
حينئذ يكون لدينا 8 > |إمدا| لكل 510 أى أن متعابمة كوشى 6 تكون محدودة . 
وهو المطلوب إثباته 
4- 4 مفارضص . إذا كانت “ل فئة جزئية لمتتابعة كوشى +X‏ فى ”۸ متقاربة إلى 
عنصر × » فإن المتتابعة الكلية ‏ تتقارب إلى × . 
البرهان . حيث أن (,رن) ع كر هی متتابعة كوثى . فبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد 
طبيعى (24)8/2 عیٹ أنه إذا كانت (24)8/2 < ۸ ,1 فإن 
2 < امد - [lx‏ )( 
إذا كانت المتتابعة (<) -' تتقارب إلى × » فيوجد عدد طبيعى (14)8/2 < 14 
بحيث ينتمى إلى الفثة (. . . ,11# وبحيث أن 
|x —xxl| > 2‏ 
الآن نفرض # أى عدد طبيعى يحيث أن (24)6/2 < 8 فينتج أن (0) تكون صميحة عاد 
هذه القيمة للمدد # وعند × = ” أى أن 
ع < الم - عتند|| + |x - xal = lx = xxl‏ 
حيث (24)8/2 < ۸ لذلك تقترب المتابعة ¥ من العنصر × ع الذى هو النباية للمتتابعة 
الحرئية ¥ وهو المطلوب إثباته 
الآن أصبحنا مستعدين حصول على المعيار الام لكوشى . برهائنا قصير خداعاً ولكن 
القارئ سيلاحظ أن هذا العمل قد سبق أداءه ونحن فقط نضع الأجزاء مع بعضها . 
١١-5‏ معيار تقارب كوثى . متتابعة فى ٩”‏ تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت 
متتابعة كوثى . 
البرهان . لوحظ من مفترض ٠١‏ - ا أن متتابعة تقاربية يحب أن تكون متتابمة 
كوثى . 


1. 


وبالمكس » نفرض آن ‏ هى متتابعة كوثى فى “22 ينتج من مفترض ۱٩‏ = ۸ 
أن المتتابعة > محدودة فى 2 . وحسب نظرية بولةزانو - قيرشتراوس ١١‏ - 4 تكون 
المتتابعة الحدودة × ها متتابعة جزئية متقاربة × . من مفترضص ١+‏ - 4 تتقارب 
المتتابعة الكلية ¥ إلى الهاية “26 . 

(١-5‏ أمثلة . (أ) بفرض أن (.») =× هى المتتابمة فى ۸ والمعرفة 
xı =1, x2 > 2, ..., x = (x2 + X1)‏ عند 2 <8. 
وريمكن توضيح بالاستنتاج أن 

2 >< ع1 عند nEN‏ 
لكن المتتابعة ¥ ليست متثاقصة باطراد ولا متزايدة باطراد ( فى الحقيقة تكون الحدود 
الى رمزها السفل فردياً متتابءة متزايدة وتكون حدودها الى رمزها السفلى زوجيا 
متناقصة ) وما أن الحدود فى المتتابعة . تكونت بأخذ المتوسط » فقد اتضح من قبل أن 
و = | - .ندا عند neN‏ 
أى أنه إذا كانت ۸ < :م » فنستخدم معباينة المثلث لنحصل عل 
اس [Xn = Xn, | +° ° ١+ |Xm-1¬‏ = إمند - بود 
1 1 1 
وبإعطاء 0 < ع ء فنجد أن إذ اختيرث 8 كبيرة بدرجة تجعل 4/ع > "1/2 وكانت 
mezn‏ ينتج أن 
ع < [xn = xm|‏ 
لذلك » + هى متتابءة كوشى فى 3 ومعيار كوشى تتقارب المتتابعة ¥+ إلى عاد × . 
لحساب اللهاية نلاحظ أنه بأخذ الهاية فى قاعدة التعريف ينتج النتيجة الصحيحة ولكنها غير 
مفيدة وهى 
x =) + ×(‏ 3 
لكن » حيث أن المتتابعة ¥ تتقارب › فتتقارب التتابعة الحزئية برموز سفل فوقية 
وبالاستنتاج مكنا إثبات أن 
TEES‏ 1 
x= 1+3 F3.‏ 3 
1 1 
Xan 1+3 F3 FT...‏ 
ومن ذلك ينتج 
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1 1 1 
(طد....عش+ 1) 1+1 حبك 


لع ب كط لوزن ٍْ 
7 1*3 1-14 1+5 


لذلك » تتقارب المتتابعة الحزئية بأدلة فردية إلى 5/3 ومن ثم المنتابمة الكلية ها نفس الهاية . 
(ب) نفرض أن (ي×) = ال هى المتتابعة الحقيقية المعطاة كا يل 


1( 1 1 ع 
TI 2p mT Ta‏ 1 


X1 
. ما أن هذه التتابعة ليست مطردة » فإن استعالا مباشر لنظرية التقارب المطرد ليس مكنة‎ 
لاحظ أنه إذا كانت 5< د » فإن‎ 
5 _D™ 3 (1 
xm <n 3 FDI ع‎ mi 


وبعذکرنا أن >r!‏ 27 نجدأن 


1 1 1 
len xl = + DI RFD mi 


Lt 1 1 1 
Sarg: 2 °+ gm < 2-1 


لذاك المتتابعة هي متتابعة كوثى فى | 
( ج) إذا كانت (ے×) = + هى متتابعة فى 2 المعرفة مايل 


x» =+...‏ عند neN‏ 
n‏ 2 1 
وإذا كانت 7 < ”ص » فإن 


1 1 1 


...بعتب كب د رودلا 
n+1 n+2 m‏ 


حيث كل من هذه م حداً يزيد عن ۳ / 1 › هذا الفرق يزيد عن 
)"-1(/m > 1- n/m‏ وبوجه خاص » إذا كانت 27 = دم يكون عندنا 


Xan Xn >}‏ 
هذا يوضح أن > ليست متتابعة كوشى » ومن ثم نستنتج أن + تباعدية ( قد برهنا حالا 
أن و المتسلسلة التوافقية ۾ تباعدية ) . 


1۴ 


تمرينات : 
5-(أ) بفرض أن ×٤۸‏ تحقق 1 < × وبفرض ,1/2 -2 > عند لز م 
وضح أن المتتابعة (.×) تكون مطردة ومحدودة. ماهى ايها ؟ 
- (ب) بفرض أن 1 = وبر و "زر + 2) حر عند لزع » اثبث أن (0<) 
تكون مطردة ومحدودة . ماهى ايها ؟ 
5- (ج) بفرض أن 0 < 4 » ونفرض أن 0 < و2 . عرف *"(,2 + 4) = ,.,2 عند 
neN‏ أثبثت أن )2( تتقارب . 
5 -(د)إذا كانت © قق 1>ه>0 . وضح آن المتتابعة (")=× تقاربية . 
ما أن (”*4) =۲ هى فة جزئية » فيكون لدينا 
lim X = lim Y = (lim X)*‏ وأن 0= lim X‏ 
٩‏ - (ه) وضح أن كل متتابعة فى ۸ يكون ها إما متتابعة جزئية متزايدة باطراد أو متتابعة 
جزئية متناقصة باطراد . 
9(۹( أستخدم تمرين ١1-ه‏ لتبر هن نظرية بوليزانو- فير شتراس للمتتابعات فى ۴ . 
5 - (ز) حدد التقارب أو التباعد للمتتابعة (ر×) حيث 


0 ی کے 5 
2n‏ و الوه عد 80 E‏ 


5 -(ح ) بفرض أن (»)=× » (.ر) =۲ متتابمتين فى ۴ وبفرض(,2) =2 
متتابعة مختلطة بالآل ... . ورل = مده ع ود2 ول ورلا SX a=‏ 
هل صميح أن 2 تتقارب إذا وإذا فقط كانت × » ۲ تقساربتين وكان 
lim X = lim ¥‏ ؟ 


۹ - (ط) وضح مباشرة أن التحابعات الآتية هى متتابعات كوثى : 
1 1+ 1 1 
))4( )2( )++( 
٠١‏ - (ى) وضح مباشرة أن امتتابعات الآنية. ليست متتابعات كوشى : 
M0 (g) <“ (n+C/m (e) «< (1) (1)‏ 


٠١‏ - (ك) بفرض أن (.») = × هى متتابمة لأعداد حقيقية موجبة مضيوطة » وبقرض 
أن 1=( )x/x‏ صصناوآن 1 >ع>0 . وضح أنه يوجد ‏ 4۸<0,8<0 
KeN 4‏ حيث أن B(L+8)"‏ ع A(L—e)" < x,‏ عند غ1 n>‏ ومن ذلك أثبت أن 
(a) = L‏ 


1۳ 


5- (() استخدم مثال 15 سام ( د ) والرين السابق للمتتابعة (nn!)‏ لتوضح أن 
(n(n!)"") = e‏ 

٠١‏ -( م ) أثبت التقارب وأو جد الهايات للمتتابعات الآتية: 
(1+1/n)"™) (TF)‏ < )ب( )")"1+1/2) 
)ج( )/1+2( < )3( (1+1/(n+1)™)‏ 

neN le وعرف‎ 0<aı<b, بفرض أن‎ )(- ۹ 

Qn.ı = ,"لرطيه)‎  b,. =a, +b,) 

بالاستنتاج وضح أن ,> به . وضع أن كلا من (:6) و (.8) تتقارب إلى نفسالهاية . 

1 (س) اعط برهاناً لنظرية تقاطع كانتور ١١‏ - 4 بأخذ نقطة ,۴ € x,‏ ا 
نظرية بولز انو - فيوشتراس 4-15 . 

٠١‏ - (ع) اعط برهاناً لنظرية أقرب نقطة ١١‏ - 5 باستخدام نظرية بواتزانو قير - شتراوس 
4-5. 

در (ف) أثبت أنه إذا كانت ٤,‏ » ے٤‏ فتتين جزئيتين مدمجعين فى "82 فإنه يوجد 
فقط Kı‏ © ين xı € Ky,‏ ححيث أنه إذا كانت 2ı € Kı, 2:€ Kı,‏ فإن 


xı - xall‏ ج د - :ا 


مشروع : 

 - ۹‏ فى هذا المشروع »> نفرض أن مم و 4م تدل على مجموعات المتتابعات 
الحقيقبة الى قدمت ف الخطة 8-٠٠١‏ وبفرض أن 4 تشير إلى المترى الممرف فى جزء ( د) 
لتلك الخطة : 

)١(‏ إذا كانت ۲٤۲‏ 0.000.000 دءهى مفكوكها العشرى » تعتير العنضر 
()-236 “فى 7# استنتج أنه توجد فثة جزئية غير معدودة 4 من 7۸ بحيث أنه إذا 
كانت م › ول هما عنصر أن مختلفان من 4 » فإن 1 = (20 ,&)4 

(ب) نفرض أن 8 هى فة جزئية من © بخاصية أنه إذا كانت ¥۲ ٠‏ 6 عنصرين 
مختلفين من 8 ء فإن.1 <<( ,406 أثبت أن 8 هى فة عددية . 

(+) إذا كانت لاع[ وبفرض أن =)z:n € N)‏ ,2 هى التتابمة حيث كل 
من العناصر الأولى ثر هو واحد صحيح وكل من عناصرها الباقية:هو صفر . لاحظ أن ,2 
تنتمى لكل من الفراغات الترية مه و ووم وأن 4)2,,222-1 عند 1*1 وضح 
أن المتعابمة (1ج[:,2) مطردة بمنى أن كل متتابمة الأحداقى (20:1621) مطردة . 
وضح أن المتدابمة (,2) ليست تقاربية بالنسبة للمترى 4 فى أى من هذه الفراغات الثلاثة . 


1۲4 


(د) أثبت أنه يوجد متتابعة (3) فى م© :© ,87 وتكون محدودة ( بمعنى أنه يوجد 
مقدار ثابت × حيث أن > (0 ,)4 لكل (1610 لكن ليس لها متتابعة جزئية 


تقاربية . 


(ه) (إذا كانت 4 هو مترى على الفئة 84 » فنقول أن المتعابعة (×) فى 24 
ھی متتابعة كوثى إذا كان يوجد لكل 0<ع يوجد 6 ×)e(‏ محيث أن 6 >( ,4036 
عندما (ع)K‏ < )رز فنقول أن ۸4 هى تامة بالنسبة إلى ل فى حالة كون كل متتابعة فى 
4 تقتر ب إلى عنصر من 84 ) . أثبت أن الفعات م© ,© و تكون ثامة بالنسبة للمترى 
الذي اعتير ناه . 


(و) بفرضي هى الجموعة لكل متتابعات حقيقية والى ها فقط عدد محدود من عناصر 
غير صفرية وعرف © كا سبق . أثبت أن ل هى مترى على ار > لكن كر ليست تامة 
بالنسبة إلى 4 . 


الباب السابع عشر ‏ متتابعات الدوال : 


قد اعتير نا فى الأبواب الثلاثة السابقة تقارب متتابعات لعناصر من « » وق الباب 
الحالى سنعتبر متتابعات الدوال . بعد بعض هيدات بسيطة » سنقدم تعبيرا رقيقاً إلى حد 
ما » لکنه أساس » عن موضوع التقارب المنتظم لمتتابعات الدوال . 


بفرض أن ”8 > 7 معطاة ونفرض أنه لكل عدد طبيمى 27 ع توجد دالة نر 
بنطاق 2 ومدى ی8 سنقول أن (,/) هى متتابعة دوال على ”۸ > 2 إلى 26 . ومن 
الواجب فهم أنه لأى نقطة × فى 7 تعطى متتابعة دوال مثل هذه متتابعة عناصر فى ° 

أى المتتابعة 
٠ (f(x)‏ )17.0( 


الى بمكن الحصول علا محساب كل من الدوال عند × . المتتابعة ١ - ٠۷‏ رما تتقارب. 
عند نقط معينة × فى 2 عند نقط أخرى فى 2 فإن هذه المتتابعة ر بما تتباعد . لكل من هذه النقط 
× الى عندها 2 تتقارب التتابعة (917 - )١‏ توجد » بنظرية 0-١4‏ » نقطة محددة أوحيدة 
من “8 » وبوجه عام » ستعتمد قيمة هذه الهاية عند وجود هذا الاختيار للنقطة × وبهذه 
الطريقة سنظهر دالة نطاقها يتكون .ن جمیع نقط × فى ۴° > D‏ الى عندها (۱۷ - ۲) 
تتقارب المتتابعات (۱۷- !)ف 26 . 


الآن سنجمع هذه الكلات التقديمية فى تعريف أصولى لتقارب متتابعة الدوال . 
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١ - ۷‏ تعريف . بفرض (,/) متتابعة دالة فى ”۸> 2 إلى 26 ٠‏ ونفرضص أن 
م2 .هى فئة جزئية من 2 »> ونفرض أن ثر دالة نطاقها يحتوى 20 ومداها فى 26 . نقول 
أن المتعابعة )f١(‏ تتقارب فى م2 إلى ر ء إذا كانت لكل × فى م( المتتابعة ((*)يم) 
تعقارب فی 286 إلى («)ثر . فى هذه الحالة تسمى الدالة كر الهاية فى م( المتتابعة (75) . 
عند وجود مثل هذه الدالة نقول .أن المتتابعة (,/) تتقارب إلى كر فى م0 ء أو ببساطة.» 
تكون المتتابمة تقاربية ى و2 . 

ينتج امن نظرية 0 ما عدا تغير ممكن فى النطاق 20 ء نهاية الدالة 
وحيدة التحديد . عادة » نختار م2 حيث تكون أكبر فغة مكنة أى > الفغة كل × ی 2 
الى عندها ( ١ - ٠۷‏ ) تتقارب.. ولكى نرمز إلى أن المتتابعة (/) تتقارب فى و2 إل ار 

2, على‎ Ff على مه أو‎ f=lim (f) 
. ستمتبر الآن بعض أمثلة لهذه الفكرة . والتبسيط » سنعا الم الالة القاصة 1 = © ك‎ 


2 = ۴ م أمثلة . (أ) لكل عدد طبيعى 8 ء نفرض أن ير معرفة عند + فى‎ ١ 
انظر‎ ( f )×( = 0 بالتعریف‎ D = 22 بأنها ۸/× = ().م بفرض أن ثر معرفة لكل × فى‎ 
النص بأن المتتابعة (,/) تتقارب فى ۸ إلى ر يكاق* النص بأنه لكل‎ . ) ١-١07 شكل‎ 


)١- ١۷ (شكل‎ 


۳۹ 


عدد حقيق × تتقارب المتتابعة العددية (2//*<) إلى صفر . ولملاحظة أن هذه هى الحالة نستخدم, 
مثال ١4‏ - ۸ () ونظرية 5-16 (ب) 
(ب) بفرض أن (1 > × > ۸:0 ٤‏ ») = 2 ونفرض لكل عدد طبيعى 2 أن المتتابعة 
يراز معرفة بالتعريف ”×=().إ لكل × فى 8 ونفرض أن ر معرفة بالآق 
f(x) =0, O0Osx<1‏ 


=1, x=1 


( انظر شكل ۲-۲۷) . من الواضح أن عندما 1 =× حینئذ 1 = "1 = (1),/ = (×) f.‏ بحيث. 


(1.10) 


) ۲-٣۷ شکل‎ ( 


آن (1)/ < (1)./ . مدد ضما فى مثال ١4‏ - م (ج) أنه إذا كانت 0“×>1 فإن 
0ج "× = ()م] لذلك » نستنج أن (0) تتقارب فى 8 إلى / ( ليس من الصعب أن 
نبر هن أنه إذا كانت 1 < * فإن ((*).5) لا تتقارب بالمرة ) 

(ج ) بفرض # -2 ونفرض لكل عدد طبيعى # > أن دأ هى الدالة المعرفة 
عند × فى 2 بأنها 


00 
f) = 


ونفرض × = (×) ۶ . ( انظر شكل 0١م)‏ . ما أن ×+ (۸/) - (*)./ فينتج من 
شال (۸-۱٤‏ ) ونظرية ٠١-ه‏ (ب) أن ((×).) تتقارب إلى (×) f‏ لمع ۸ > × 
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)۴- ١۷ شكل‎ ( 


رد) بفرض أن ۴ = 2 » ولكل عدد طبيعى # نفرض أن ع معرفة بأنها 
(1/n) sin (nx + n)‏ = زمار 
( انظر شكل ٠-١۷‏ ) ( تعريف عنيف الدالة الحيب لا نحتاجه هنا » وف القيقة » كل ما نريده 
هو أن 1> إلا 2أة| عندأى عدد حقيى ر ) . إذا كانت ر معرفة بأنها دالة الصفر 
f)x( > 0, x eR‏ حينئة (,]) صنا= فى 8 . وف الحقيقة لكل أى عدد حقيق × » 


ر شکل ٤-۷‏ ) 


A 


يكون لدينا 


ع =f] - jsin (nx + n)|‏ وما 


إذا كانت0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى (4)8 محيث أنه إذا كانت (8)×  <‏ فإن 
© > #/1 . ومن ثم لمثل # نستنتج أن 
ع < lfr(x)—f(x)|‏ 

مهما كانت قيمة × . لذلك نستنتج أن المتتابعة (,/) تتقارب إلى كر ( لاحظ أنه باختيارم 
كبيرة كبراً كافياً » فيمكتنا جعل الفرق |(*)/-(*)10| أقل من ٤‏ لحميع قم × فى 
وقت واحدا) . 

نصيغ النص الآتى ۷إ - ١‏ جزئياً لتقرير تعريف ١ - ١۷‏ وجزلياً لمهيد الطريق 
لفكرة هامة عن تقارب «نتظم . 

۴-۷ مفترض . متتابعة (,/) لدوال فى ”© > 2 إلى 86 تتقارب إلى دالة فق. 
2 ج20 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0< ع وکل × فى 20 عدد طبيعى (× ,ع)K‏ 
محيث أنهلكل (× ٤۸),‏ < ۸ فإن 


ع < العم - )مرا )17.2( 


ما أن هذه جرد نص ثان لتعريف ١-١7‏ لذلك سوف لا نتعمق فى تفصيلات البرهان . 
لكن سنتر كها كتمرين للقارئ . نرغب فقط ف الإشارة إلى أن قيمة # المطلوبة لى متباينة 
( ۱۷ - ۲ ) تتوقف ء بوجه عام » على كل من 0 < 8 و ,27 ع بر سيلاحظ قاری متيقظ 
توا أنه فى أمثلة ١‏ - ۲ (أ- ج ) كانت قيمة # المطلوبة لمحصول على ( 507 = 7 ) 
تعتمد على كل من 0 < 8 و 20 © × لکن ی مثال ۷إ - ۲ ( د ) المتباينة ( ۱۷ - ۲ ) يمكن 
أن تتحقق لكل × فى 20 على شرط أن نختار ” كبيرة كرا كافياً ومحيث تعتمد. 
على € فقط . 

وبالضيط هذا الفرق الدقيق نوعاً ما الذى بيز بين مدلول التقارب العادى لمتتابعة 
الدوال ( معی تعريف ١-۷‏ ) وتقارب منتظم الذى نعرفه الآن . 

4-1 تعريف . متتابعة (,/) لدوال فى ٩”‏ >( إلى 1224 تتقارب بانتظام فى 
فئة جزئية 26 من 2 إلى دالة كر فى حالة کون أنه لكل 0 < ع يوجد عدد طبیعی (ع)K‏ 
( متوقف على © لکن ليس متوتفاً على (720ع* ) محيث أنه لكل (8)! <۸ » 
ملاع« فإن 

)17.3( f(x) fell > ع‎ 
1۹ 


فى هذه الالة تقول إن المتتابعة تقاربية بانتظام فى و2 ( انظر شكل ١١‏ - ه ) . 


ينتج مباشرة أنه إذا كانت المتتابعة (/) تقاربية بانتظام على 20 إلى ر » حينئك 
هذه متتابعة دوال أيضاً تتقارب إلى كر معى تعريف ١ - ٠۷‏ وكون العكس لا يكون 
ععيحاً يتضح بفحص دقيق لأشلة ۲-٠۷‏ ( أ- ج ) »ع ستعطى أمثلة أخرى فيا بعد . 
وقبل أن نستمر يكون من المفيد أن نقرر الشرط اللازم والكاق للمتابعة (,/) لكى تفشل 
فى أن تتقارب بانتظام فى م2 إلى کر . 


۷ - ومفيرض . متتابعة (7) لا تتقارب بانتظام فى م( إلى كر إذا وإذا فقط 
كان يوجد عند عدد ما م8 حيث 0 < ,ع متتابعة جزئية (/) من (10) ومتتابعة (,<) 
فى ,2 بحيث أن 


(17.4) keN كن‎ lf. (x)= fll = so 


( شکل ۷ه ) 


برهان هذه النتيجة يتطلب فقط من القارئ أن يننى تعريف 1۷ - ٠‏ . سيترك كتمرين 
جوهرى القارئ . المفترض السابق مفيد لتوضيح أن الأمثلة ۷ - « (1-ج ) لا تتقارب 
بانتظام فى الفئات المعطاة م2 . 


بوك أمثلة . () نتر مثال باو - م (1) . إذا كانت xx=k y, nı =k‏ « 
فإن 1 - fx(x«)‏ بحيث أن 


1 


1 > |10| = لهم f(x)‏ 
هذا يوضح أن المتتابعة () لاتتقارب بانتظام فى 2 إلى ار . 
(ب) نعتبر مثال ۱۷ - ۲ (ب) . إذا كانت =k‏ » *"(0 =× فإن. 
f(x| = [fe (x)| =}‏ = رما 
لذلك » نستنتج أن التتابعة (,/) لا تتقارب بانتظام فى [1 ,0] إلى ر . 
(ج ) نعتبر مال ۲-۱۷ (ج) . إذا كانت =k‏ اع )=× حيلئة . 
(x) - f(x«)| = k‏ را 


ما ثبت أن (.]) لاتتقارب بانتظام ى إلى /ر . کیا 
زره 


(د) نعتبر مثال ۲-۱۷ (د) فيا أن 
lfh(x)= f(x)| = 1/n‏ 
لكل × فى © ينتج أن المتعابعة (0/) تتقارب بانتظام فى 82 إلى كر رش 


العمود المنتظم : 
من المفيد غالبا فى مناقشة التقارب المنتظم استمال عمود معين فى فراغ متجه الدوال . 
إذا كانت ۴° >5 » 24 + ۴:7 نقول أن كر محدودة فى حالة وجود 0 < 74 
بحيث أن M‏ > |(*)]| لكل ×٤‏ . إذا كانت 86 ج 1:/ محدودة » حينئذ ينتج أن. 


العدد م || || المعرف بواسطة 
e D}‏ ع : |إ(ك) رالا sup‏ = دارا (17.5) 


يوجد فى 2 . ( نلاحظ أن العمود فى الطرف الأيمن من هذه المعادلة هو العمود فى الفراغ *12. 
۷ - ۷ تعريف . إذا كانت ”۴ > 2 فإن المجموعة لحميم الدوال المحدودة فى 2 إلى "14 


يرمز ها بالرمز (2)ب,8 أو ( م و © إذا كانتا مفهومتين ) فير مز طا بالرمز (8)2 . 


فى الفراغ (8,,)8 نعرف قيمة جمع لدالتين ج كر ٠‏ الضرب المددى إلى 82 66 ٠‏ /ر. 
يأنه 
g(x), 2) - cf(x)‏ + )7 -(0(ع (f+‏ (17.6) 
لكل 2ع عر . نعرف دالة الصفر بأنها الدالة “۸ ج <1: 0 المعرفة لجميع (1 © د بواسطة 
0 - (0)8. نربط الآن هذا المصطلح من المدلولات المذكورة فى باب ۸ . 
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۷ - م مفتر ض . () الفئة (8,,)12 هى فراغ المتجه تحت عمليات المتجه المعرفة فى 
المعا دلة .)١-١۷(‏ 

(ب) الدالة مااگاإ ج f‏ المحرفة فى (8,,)10 ف معادلة ( ٥-۱۷‏ ) هی مود فى (0) ,8 

البر هان . يتطلب برهان الزه : 

(أ) حسابات روتينية فقط لبر هان الحزء (ب) تحتاج لإثبات أربع خواض لمنود ممعلى 
فى تعريف م لاه . 

(1) من الواضح من ( ۱۷ - ه) أن 0 < ااا . 

(لذ) وواضح أن 0-(62+:||(0)0|) من = م0] » وبالمکس إذا كانت 
۵= دا فإننا ما أن 0>-هام||> |(*)م|| ع 0 نستتتج أن 0= )يم || وإذن 

0 - )كر كل 7ع محيث أن 0ع در 


(ففة) الحقيقة الى تقول أن «|ا۶/| |ء| - ||| قد اتضحت من قبل . 


(17) ماأن 
)ملاع )مرا = fC) + gC)‏ - ممع + If‏ 
دااع|ا+ fllo‏ = 
لكل ع ×فينتج أن دااعا|+ ااا[ هى الحد الأعلى للفعة. (2 ع ×:||()(ع + 1(۴ 
لذلك يكون 


If + دااع‎ = sup {|(f + g)(x)|l:x € D} 
وهو المطلوب إثباته‎ = flo .دااع اا+‎ 


أحياناً يسمى العمود وإا؟|إج؟ بالعمود المنتظم ( أو الممود الأعلى ) فى (8,:02 
سنوضح الآن أن التقارب المنعظم لدو ال فى (12) ,م8 يكاق" التقارب ف العمود المنتظم . 

۷ - و نظرية . متتابعة (,/) فى (8,,)2 تتقارب بانتظام فى 2 إل(0)م8 f ٤‏ 
إذا و إذا فقط كان 

lf, = filo +0 

البر هان . إذا كانت المتتابعة (۸) تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 > فإنه يوجد لكل 
0 < € عدد طبیعی (8) بحيث أنه إذاكانت (8)ك < و 2ع x‏ فإن > |](ع)/ -(2)م/|| 
وهذا . يدل على أن 

If - fllo = sup {Cf =f)(e)||l:x € D} = e 


حيث 0 > © اختيارية » هذا يضمن أن 0 ج مم = f‏ 
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وبالمكس إذا كانت 0ح مم - ,|| فحينتذ بأخذ 0 < ع يوجد (5)8 عیٹ أنه 
إذا كانت (8) < م فإن ع > ولام - | . هذا يدل أنه إذا كانت ( ×٤‏ فإن 
fEON= |) ~ POON = (fa = flo = e‏ مما 
لذلك تتقارب المتتابعة (,/) بانتظام فى 2 إلى ر . وهو المطلوب إثباته 


الآن نوضح كيفية استعال هذا المفترض كأداة لفحص متتابعة الدوال لتقارب منتظم 
نلاحظ أولا أن العمود قد عرف فقط لدوال محدودة . ومن ثم يمكننا استخدامه ( مباشرة 
على الأقل ) إذا كانت المتتابعة تتكون من دوال محدودة فقط . 


ہو - ۰١‏ أمثلة . (1) لا مکننا استخدام مفترض ٩ - ١7‏ للمثال الموجود فى 107 - ۲ 
(أ) » المثال الموجود ۷إ - ١‏ (أ) لأن الدوال رر » المعرفة بالتعريف 5/< = (<)./ ليست 
محدودة ی نطاقها ۸ . 


لغرض التوضيح » نغير النطاق للحصول على متتابعة محدودة فى النطاق الحديد . من 
المناسب أن نفرض أننا أخذنا [1 ,0] = 8 مع أن المتتابمة (/*) لا تتقارب بانتظام إلى 
الدالة صفر فى النطاق 82 ( كا رأينا فى مثال /ا١.- ٠‏ (أ) ) » فإن التقارب يكون منتظماً 
فى [1 ,0] > £ . ولملاحظة هذا . نحسب 


fr = fle :ع 0: |0-=|( معد‎ > 11+ 


وينتج 0ج 1/۸ = lf. - fll‏ 
(ب) نعتبر الآن المتتابعة التي نوقشت فى مثال ۲-٠۷‏ (ب) ء مثال ١-١۷‏ (ب) هنا 
f.)×( = ×"‏ ,[1 ,0] = .و نماية الدالة كر تكون مساوية صفرا لكل 1 >< > 0 ومساوية 
للواحد الصحيح عند 1 = × مساب العمود للفرق م/-./ » يكون لدينا 
-11>:ع0 x",‏ کا عند N‏ 
اي If flo =sup {j‏ 6 
ما أن هذا العمود لا يقتر ب من الصفر » نستنتج أن المتتابعة (:/) لا تتقارب بانتظام فى 
[1 ,0] - 2 إلى ر. هذا يبر هن اعتباراتنا السابقة . 
(ج) نعتبر مثال ۱۷ - ۲ (ج ) . مرة أخرى لا يمكننا استخدام مفترض ۱۷ - ٩‏ 
لأن الدوال ليست محدودة . نختار أيضاً نطاقاً أصغر بأخذ [ ,0] = ع حيث 4<0 . 
ما أن 


کک | | - 9٣ا‏ 
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ويكون لدينا 


x = a=‏ = 0: اسار - وم =sup‏ عر - مر 


ومن ثم تتقارب المتتابعة بانتظام إلى كر فى الفترة [6 ,0] . ( لماذا هذا لا مخالف النتيجة 
الى حصلنا علہا فى مثال 1-1۷ )ج( ؟). 

(د) بالإشارة إلى مثال 1۷ - ۲ ( د) » نمعير الدالة )+ f(x) -)1/0( sin (hx‏ 
فى al .D=R‏ الدالة هنا 0 = (×) ر لكل 2× . ولإثبات التقارب المنتظم هذه 
المتتابعة لاحظ أن 

lf - fllo = sup ))1/«( منو|‎ (nx + n)|:x e R} 


لكن ما أن 1ك | ر هذه | فستتج أن م/1= طاا؟f-‏ اا . وإذن () 
تتقارب بانتظام فى ۴ ء کا أثيعنافى مثال 5-59 (د) . 


أحد المظاهر الأكثر فائدة للعمود هو أنه يسبل النص العيار كوثى للتقارب المنتظم 


لمتتابعة دوال محدودة . 


8,,)58( معيار كوفى لتقارب منتظم . إذا فرضنا (,/) متتابعة الدوال فى‎ ١١-7 
تتقارب إلا بانتظام (مf) » فى 2 إذا وإذا فقط كان‎ f > فإنه توجد دالة (8)يم8‎ 
عدد طبیعی (8) 24 بحيث أنه لكل (80)8 <۸ ,م ء يكون‎ e < 0 يوجد لكل‎ 

lfm — fallD > © 

البو هان . نفرض أن المتتابعة (ي/ر) تتقارب بانتظام فى 2 إلى دالة ‏ (2),م8 f٤‏ 
حینئذ عند 0< ع يوجد عدد طبيعى (5)8 بحيث أنه إذا كانت (ع)٤‏ < م فإن 
2 > واا واا . ومن ثم إذا كانت كلا من (ع)٤‏ < ۸ و فنستنتج أن 

fn = دلا - مرا = هاا‎ +f - هلام‎ > e 

و بالمكس » نفرض أن معيار كوشى متحقق وأنه عند 0 < ع يوجد عدد طبیعی (24)8 
بحيث أن ع > م|| كر || عند (10)8 < .m,۸‏ 
الآن لكل 7ع« یکون عندنا 

€< طاط- lfm‏ = امعط م كل (80)6 > m,n‏ )17.0( 
وإذن المتتابعة [ (×)] هى متتابعة كوثى فى ٠‏ ولذلك تتقارب إلى عنصر ما من “۴ . 
نعرف ثر عند × فى 2 بأنها 
(()م) f(x) = lim‏ 
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من ( ۱۷ - ٩‏ ) نستنتج أنه إذا كانت 7# عدداً طبيعياً ثابتاً حقق(ع)24 < وإذا كانت 
# أى عدد طبيعى حيث (ع)۸ < ۸ » حینئذ لكل × فی 2 . يكون لدينا 
ع < ||( f(x) fn‏ 

إذا استخدمنا مفترض ٠١‏ - م ينتج أنه إذا كانت (24)8 <" > x٤2‏ فإن 
ع > ln (x) f (xl‏ 
وما أن ريم دالة محدودة > فينتج حالا من هذا ( لماذا ؟ ) أن كر محدودة ومن ثم فهى تنتمى 
إلى (8,)7 . وبالإضافة إلى ذلك نستنتج أن (6) تتقارب بانتظام إلى /ر فى 82 

وهو المطلوب إثباته . 


فى هذه القّرينات يمكن استعال المواص الأو لية لساب المثلثات والدوال الأسية من المناهج 
الدراسية السابقة . 

۷ -(أ) لکل ۸۸ » نفرض اير معرفة عند 0 < × بأنها (-م)/1 -(2)/ 
لأى قم للمتغير × توجد (٭)f) |i‏ ؟. 

۷ -(ب) لكل ×6" » نفرض .م معرفة عند 0 < × بالنس 

,1/1 > ع ع 0 g(x) > nx,‏ 
«>م1 ركد 

أثبت أن 0=((×).ع) سنا لکل 0 < × . 

۷ -(ج) وضح أن (”(×٭ ومه) دونز موجودة لکل قيم × . ما جايتها ؟ 

۱۷ -(د) وضح أنه إذا عرفنا يم عل # يأنها . 


nx 
EO) - 17 pî 


فإن (/م) تتقارب فى ۸ . 
۷ - (ه) بفرض بط معرفة فى الفئرة [0,1]-4 بالتعريف 
,1/7 ع h(x) > 1 - nx, Osx‏ 
1/n<x =1‏ ,0= 
وضح أن (.ا) ٥زا‏ موجود فى 1 . 
۷ -(و) بفرض .چ معرفة فى ۲ يأنها 


{o 


g(x) > nx, Osx = 1/7, 


= -«(, 1/n<x =1 


أثبت أن (يع)صنا موجودفى ]1 . 
۷ -(ز) وضح أنه إذا كانت .1 معرفة فى ۸ يأنها 


(=> Are tan (nx) 


فإن (.)نا=؟ توجد عل © . فى الحقيقة تعطى الاي بما يلى : 
f()=1, x>0,‏ 
x=0,‏ ,0= 
x<0‏ ,1-= 
07 (ح) وضح أن (7) ”ا موجود عند 0 < × . أيضاً ابحث وجود 
lim (xe ™)‏ 
۷ - ( ط) نفرض أن (*) متتابعة تقار بية للنقط الى تقع جميعاً مع نبايتها × » فى 
فة ۴۲ > 7 . بفرض أن (.) تتقارب فى 2 إلى الدالة عر . هل f») = 1i )f.)((‏ 


حيحة ؟ 


۷ - (ى ) ابحث الدّرين السابق بالفرض الإضاى وهو أن التقارب للدالة (./) 
منتظم فی 82 . : 

> (أ) ليس منتظماً فى الفعة الشاملة التقارب‎ - ١١ ك) أثبت أن التقارب فى تمرين‎ ( - ٠ 
. ×< 1 لکن يكون منتظماً عند‎ 

۷ - (ل) وضح أن التقارب فى تمرين ۱۷ - (ب) ليس منتظماً فى النطاق 0.< ×» لكنه 
منتظم فى فة .© < × > حيث 0 <€ . 

۷ - ( م ) هل التقارب فى تمرین ۱۷ - (د) منتظم فى ۸ ؟ 

۷ - (ن) هل التقارب فى مرين ۱۷ - (ه) منتظم فى 1 ؟ 

۷ - (س) هل التقارب فی تمرين ۱۷ - (و) منتظم فی ۲ ؟ هل هو منتظم فى [1 ,16 
عندما 0 < م ؟ 1 

١‏ - (ع) هل المتتابعة (:-م2) متقاربة بانتظام عند 0 < + ؟ 

٠‏ - (ف ) هل المتتابعة (“-<) متقاربة بانتظام عند 0 < ×+ ؟ 

١۷‏ - (ص) نفرض أن (5) مجتابعة لدوال تتقارب فى 2 إلى دالة كر . إذا كانت 
4 » 8 ها فثتين جز ئيتين من 12 فإذا عل أن التقارب منتظم فى 4 وأيضافى 8 » أثبت 
أن التقارب يكون منتظماً ی 8ل ۸ . 
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۷ - (ق) اعط مثالا لمتعابمة (6) فى ©)ير محيث أن 1 > ءا لكل اعم 
والى ليس لا متتابعة جزئية متقاربة بانتظام ( ومن ثم استنتج أن نظرية بولتزانو - ير شتر اس 
ليست سارية المفعول فى 8)0 . 


الباب الثامن عشر ‏ العلو النهائى : 
قدمنا فى باب 5 معلومات عن الأعلى ( علواً ) لفئة محدودة غير خالية لأعداد حقيقية وقد 
أجرينا استعالا هاماً هذه المعلومات مرات عديدة . ولكن » ببحث فة لانهائية محدودة ‏ *1ج 5 
يكون من الممتع أحياناً حساب أكبر نقطة تجميع *ى من 5 . هذه النقطة *ى هى أكبر أقل 
جمي الأعداد الحقيقية الى يزيد عنها على الأكثر عدد محدود من عناصر 5 . سنطبق هذا المفهوم 
على المتتابعات الحدودة فى ۴ لمحصول على التصور المقيد كثيراً العلو الا . 
١-4‏ تعريف . بفرض (,) = ير امتتابعة محدودة فى ۸ . 
(1) العلو الها للمتتابعة / والذى سترمز له 
)x(‏ هنا أو (<) lim sup X, lim sup‏ 
هو أدنى الفئة 7 حيث © عن عيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من لازع م محيث. 
أن ,د >0 
(ب) الآدنى الها للمتتابعة ¥ والذى سثر مز له 
(«») صا[ أو lim inf X, liminf (x,)‏ 
lim sup X‏ اد lim‏ 
A HHHH RHR‏ 


(شكل ۹۸ - ۱) 
هو أعل الفئة 7# حيث ۸ ع بد بحيث أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من 6۸ ٣‏ عيث 
لاا > Xm‏ 


بيا لا تحتاج متتابعة محدودة إلى نهاية » هما دائماً علو نما وحيد ( وأدفى نهاق وحيد  )‏ 
يكون هذا واضحاً من الحقيقة الى تقول إن العدد N}‏ € م : sup {x‏ = سا ينتمى إلى الفئة ٠7‏ 
بی) المدد 1-1( ع ¡nf )x,:۸‏ حد أدقى للفثة 7 


يوجد طرق عديدة متكافئة ومفيدة غالباً فى تمكين الشخص من تعريف العلو البائ لتتابعة 
محدودة ( وبحب حث القارىء بشدة على حاو لة برهنة هذه النتيجة قبل قراءة البرهان ) . 


17 


۱۸ - ۲ نظرية . إذا كانت (.<) = × متتابعة محدودة فى 82 ء فإن النصوص الآثةة 
تكون متكافئة لعدد حقيى *× . 

x*=lim sup (x) (Î) 

(ب) إذا كانت 8<0 فيوجد على الأكثر عدد محدود من × ع م یٹ أن × > ع +*× 
لکن يوجد عدد لانمال بحيث أن ,د > ع -*× 

x*=inf {un : 2 N} ùjj un > مناه‎ {x.: x m} ج ) إذا كانت‎ ( 

x* = Jim (un) فإن‎ Un = SUP {x, : R> m} (د) إذا كانت‎ 

(ه) إذا كانت £ هى الفئة للأعداد ۸ عن عيث أنه يوجد متتابعة جزئية من + 
والى تتقارب إلى ۷« » حينئذ .1 مداو - *2ر 


البرهان . نفرض (.<) داه 1[ =*× وبفرض أن 0 < 6 . من تعريف ۱-۱۸ ء» 
يوجد ۷ عن حيث م +*2 دن ع *يد . لذلك ع -ل *× تنتمى أيماً إلى ۷ » 
إذن يمكن أن يوجد عل الأكثر عدد محدود من neN‏ بحيث أن »×> ع +*× ومن ناحية 
أخرى م *× ليست فى 7 » لذلك يوجد عدد لانمان من 6N‏ محيث أن ,> ع -*× 
ومن ثم (أ) تعنى ضمنيا (ب) . 

إذا تحققت (ب) فإنه بأخذ 0 < ع . حينئذ يكون عندنا لكل ۸ كبيرة كيرا كافياً 

x* +e‏ = من » لذلك 8 x×*+‏ > (لالع 10 : ifn‏ . لکن ما أنه يوجد عدد لا نبال 
من لدعم يث أن x*-e<u, ùjj x*—e <x,‏ لكل meN‏ ومن تم 
le . x*—e sinf{un:mEeN}‏ أن 0 < ع اختيارية > فنستلتج أن رن) x* = inf‏ 
:meN)}‏ وتكون ( ج ) متحققة . 


إذا عرفت المتتابعة (.,نة) كا فى ( ج) فتكون متناقصة بإطراد ومن ثم ٠‏ (,ن) 1ا = () 
حيث ( ج ) تعی ضمناً (د) . 

نفرض الآن أن *× تحقق (د) » (.») - × هى متتابعة جزئية تقاربية من ٭ بما أن 
٣ =)‏ فيكون لدينا ين > × ومن ثم *× = (,ا) ا > × اا . وبالعكس لاحظ 
أنه يوجد لازع ۸ بحيث أن رن ع ,× > 00-1 . استنعاجياً نختار 7 < ٣+1‏ بحيث أن 


1 
{Sk S Uke‏ سان 
ما أن *× - (ين) صا » فينتج أن (.م») 7نا = *× . لذلك (د ) تتضين (م) . 

أخيراً » نفرض أن £ طناه = س . إذا أعطيت 0 <8 فيمكن أن يوجد عل الأكثر 
عدد محدود من N‏ ج ر احيث بعد > اع + W‏ . ( من نظرية بولتز انو - فير اشكراس 15سل4). 
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وإذن 8+ limsup X = w‏ و w+eeV‏ . ومن جهة أخرى توجد متتابعة “أ 
متقاربة إلى عدد ما أكبر من ع ل مد . مما يثبت أن ع س ليست فى 7 وإذن 
sup ×‏ imا‏ > عدر . وما أن 0< ع اختيارية نستنتج أن × sup‏ طلا w=‏ , 
وإذن (ه) تتضمن (أ) . 

كلا الميزتين ( د) » ( ه) يمكن اعتبارها تحقيقاً المصطلح « العلو البائ » يوجد ميزتان 
متناظر تان للأدفى الْهان لمتتابعة محدودة و القارىء يحب أن ينسخها وييرهها . 

الآن نكون الحواص ال بر ية الأساسية للعلو النهائى و للأدنى النہائى لمتتابعات محدودة . 

8-1 نظرية . بفرض (,رر) = ۷ و (») = ع متتابعتين محدودتين لأعدادحقيقية . 
فإن العلاقات الآنية تكون متحققة 


lim inf (x) = حصنا‎ sup (x,) (Î ( 


1 lim inf (cx,) = c lim inf )( (ب ) إذا كانت 0 <م > فإن‎ 
lim sup (cx,) = c lim sup (x,) 
, lim inf (cx.) = c lim sup (x) jlji «< (ب') إذا كانت 0 دم‎ 


lim sup (cx,) = c lim inf (x,) 
lim inf (x,) + lim inf (y,) = lim inf (x, + y,) ج(‎ ) 
lim sup (x, + yn.) = lim sup (x) + lim sup (yn) ) د‎ ( 


« liminf (x) ك‎ lim inf (yn) فإن‎ ٠ 6 (ه) إذا كانت ور ك ركد لحميع‎ 
lim sup (x,) = lim sup (yr) وأيضاً‎ 


البرهان . ( أ ) إذا كانت sup )x.( » w <lim inf (x,)‏ 101[ < 0 فإنه يوجد بدرجة. 
لانمائية كثير من لاج م بحيث أن ۾× ك س ء بيا يوجد فقط عدد محدود ميث أن 
VY < 3‏ وإذن يحب أن نحصل على. « ك س الى تتضمن (أ) . 

(ب) إذا كانت 0 < م ء فإن الضرب فى »© بحفظ كل المتباينات الى على الصورة 
,و كم الع .. 5 

(ب') إذا كانت 0 > © > فإن الضرب فى © يمكس المتباينات وتحول العلو الهال. 
إلى الأدنى الباق وبالمكس . 

نص '( ج) يكون ثنائيا إلى( د ) و مکن اشتقاقه مباشرة من ( د ) أو برهانه باستخدام نفس 
النوع من المناقشة . لبرهنة ( د )» تفرضن u>limsup (x)‏ و u >lim sup (yJ)‏ 

من التعريف يوجد فقط عدد محدود من لحر حر عیث أن × > ا وعدد محدود بحيث أن 
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,لز > 4 . وإذن يممكن أن يوجد فقط عدد محدود من © بحيث أن ملا+ ,×> يان 
مما يوضح أن 4 +1 = (ہر + ©) واو صا هذا يبرعن نص ( د) . 

الآن نبرهن النص الثافى فى ( ه ) . إذا كانت (.ل) ناء ”1ا < نا فإنه يمكن فقط 
وجود عدد محدود من أعداد طبيعية n‏ حیٹ أن U > Yn‏ . ما أن Yn‏ كك نر » فينتج 
sup ).( = u‏ imا‏ وكذلك (مل) مناة سنا > (م<) هناد ۳اا .2 وهو المطلوب إثباته . 

كل من الشروط المكافئة المعطاة فى نظرية ٠۸‏ - + يمكن استعاله لبرهنة أجزاء 
نظرية ۳-۱۸ . 

يقترح كفاية بعض هذه البراهين البديلة كتمرين . 

رما يسأل ما إذا كان مكن أن تحل محل التباينات فى نظرية ٠۸‏ - م متساويات 
بوجه عام » الإجابة لا » لأنه إذا كانت [1(”1-) ] = × فإن 1--غع3 liminf‏ > 
X= +1‏ imsupا‏ إذا كانت **"(1-))-لا فإن (0) = ۲ +× عیٹ أن 

lim inf X + lim inf Y = ~2 <0 = lim inf (X + Y), 
lim sup (X + زلا‎ = 0<2 = lim sup X +lim sup لا‎ 

قد رأينا أن الأدنى البائى والأعلى الباق يؤجدان لأى متتابعة محددة . بصرف النظر 
عا إذا كانت المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن وجود 2 1152 تكون مكافئة لتساوى 
lim sup X « lim inf ¥‏ 

4-8 مفترض . نفرض أن كر متتابعة محدودة لأعداد حقيقية . حينئذ X‏ تقاربية 
إذا وإذا فقط × ناه صتا > ر گصذ حصنا . فى أى حالة تكون كر صقا هى القيمة 
المشتركة . 

البرهان . إذا كانت × صا = × » فإنه لكل 0 < م يوجد عدد طبيعى (2/)8 
حيث أن 

n> N(s)‏ رع + 2« > لنن > ع عر 

المتباينة الثانية توضح أن ع + > × صimsupا‏ والمتباينة الأولى توضح أن 
lim inf X‏ ك ع x—‏ . وإذن ع2 > lim inf X‏ — ير > lim sup‏ < 0 
وما أن 0 < 6 اختيارية » فيكون لدينا المتساوية المنصوص عليها . 


وبالمكس » نفرض أن × «ناق صتا ے × گصذ معلا = × إذاكانت 0 <دي, 
فينتج نظرية ۲-۱۸ (ب) أنه يوجد عدد طبيعى (ع) ۷ بحيث أنه إذا كانت (3/,)8 ± ۸ 
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فإن + ×> بد . باعل يوجد عدد طبيعى (2/:)8 بحيث أنه إذا كانت (ع)رN‏ < # 
فإن بن > ع × . بفرض ((72)8 ,(ع ), N)( = 88 {N‏ › إذا كانت 
(2)8 < ۾ فإن م > | × سي | عا ينبت أن × فطلا = × . 
وهو المطلوب إثباته . 

متتابعات غير محدودة : 

أحياناً يكون من المناسب إبجاد العلو البائ والأدنى الما المعرف لتعابعات اختيارية 
( أى ليست بالضرورة محدودة ) فى 8 لإجراء هذا نحتاج لنقدم الرمزين 0ه +» ص »> 
لكن مع العا كيد بعد اعتبار هما أعداداً حقيقية » هما مجرد رمزين مناسبين فقط . 

إذا كانت 5 فئة غير خالية فى ٩‏ وكانت غير محدودة من أعلى » ذتعرف 66+ = 5 صنلاو 
إذا كانت 7 فة غير خالية فى 2 وكانت غير محدودة من أسفل فتعرف ‏ = 
وكا لاحظنا بعد تعريف + - ١‏ » أن كل عدد حقيق يكون حداً أعل لفئة خالية © » لذلك 
نعرف «- - 0 وناو بلمثل كل عدد حقيق يكون حداً أسفل لفئة خالية 4 » لذلك نعرف 
inf 0 > +‏ 

الآن نفرض أن (×) = + متتابعة فى ۸ وغير محدودة من أعلى » حينئذ فإن الفئة 7 
لأعداد ۸ ع س محیٹ أنه يوجد على الأكثر عدد محدود من ۸٤‏ حيث × > ۷ تكون 


. غاليا . إذن + = ۷ هذ . أى أنه إذا كانت (,*) = ل متتابعة فى 2 غير محدودة من 


أعلى » فنجد أن 
مه+ = lim sup (xn)‏ 
بالمثل » إذا كانت (رر) = ۷ متتابعة فى © وغير محدودة من أسفل » فنجد أن 
مه- = lim inf (y,)‏ 
نلاحظ أنه إذا كانت (,*) = + متتابغة فى ۳۸ وغير محدودة من أعلى » فإن الفئات 
 < ”[‏ : × ليست محدودة من أعلى وإذن 
Un = SUP {Xn : 1 => m}= +0‏ 
لكل meN‏ . 
نهايات لا نهائية : 
إذا كانت (,*) = × متتابعة فى 2 » فتقول إن (ير*) = له تتباعد إلى ملل 


ونكتب + - (,«) يمنا إذا کان ء لكل «6R‏ « يوجد K(«a)€e N‏ بحيث أنه إذا 
كانت (5)0 < ۸ فإن 0 <ى5 . 
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بالمثل نقول إن (ر*) = كل تتباعد إلى ونكتب اد (ي*) صنا ی 
حالة أنه لكل ع ه يوجد × ع (ہ) × بحيث أنه إذاكانت (» ) ۸ < ۸ فإن © > << . 
ويمكن » كتمرين إثبات أن (,*) = ل تتباعد إلى مه + إذا وإذا فقط 
lim inf (X,) = lim sup (x,) = +‏ 
وأن (,*) = + تنباعد إلى مه إذا وإذافقط 


lim inf (x„) = lim sup (x) = -6 


تمرينات : 
۸ - (أ) حدد الأعلى الها والأدنى لهال للمتتابعات المحدودة الآئية فى 
)1( 0-2 (ب) «م0-» 
)ج( )/1+"1-( (د) (sin n)‏ 


۸ -(ب) إذا كانت (,*) = × متتابعة محدودة فى ۴ » وضح أنه يوجد متتابعة 
جزئية المتتابعة ل بحيث تتقارب إلى + كط صقا , 

۸ -(ج) برهن مباشرة النظرية المناظرة لنظرية م١‏ - ۴ للأدنى الباق بعد تكون 
صينة ها . 

م١‏ -(د) اعط برهاناً مباشراً لنظرية ۱۷ - ۴ (ج) 

-(ه) برهن نظرية ۱۸ - ۳۴ (د) باستخدام ۱۸ - ۲ (ب) كتعريف الأعلى 
الها . افعل نفس الثىء باستخدام OT GOS‏ 

م١‏ -(0) إذا كانت (,*) = كل متتابعة محدودة لعناصر موجبة على سبيل الحصر فى 
R‏ وضح أن («/ربن<) lim sup (x2) = lim sup‏ 

۸ - (ز ) حدد الأعلى الها والأدفى للمتتابعات الآثية فى ۴ . 


(CD) (1)‏ )ب( 0 (n sin‏ 
)ج( (n(sin n)‏ (د) .(rtanr)‏ 
۸ -(ح) اثبت أن المتتابعة (ي*) = × فى ۸ تتباعد إلى مه + إذا وإذا فقط 


lim inf X = +‏ 
۸( ط) وضم أن + =× صنوصنا إذا وإذا فقط كان توجد متتابعة جزئية 
× من الآ حيث أن im ×'= +٥‏ 


۸ -(ى) فسر نظرية م١‏ - + المتتابعات غير محدودة . 
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الباب التاسع عشر ‏ بعض أمتدادات : 
من المهم كثيرآ فى التحليل أن نقيم « رتبة مقدار ». لمتتابعة أو نقارن متتابعتين بالنسبة 
إلى مقدارهها . لإجراء ذلك نتخلص من الحدود الى لا تصنع « إسباماً جوهرياً » . فثلا 
إذا كانت 17 + 2۸ = ب فإنه عند ۸6 بحيث تكون كبيرة » يأق الإسهام المسيطر 
من الحد +2 . إذا كانت 5۸ س م = پر فإنه عند × € ۸ محيث تكون كبيرة » یکون 
الحد المسيطرهو 2< . وبالرغم من أن الحدود الأولى القليلة من (,رنز) أصغر من تلك الى فى 
(,*) ء فإن الحدود هذه المتتابعة تنمو بسرعة أكثر من تلك الى تنمو بها الحدود فى (م») . 

الآن سندخل بعض مصطلحات فنية لحمل هذه الفكرة أكثر دقة وسندخل دلالة ما » 
ترجع إلى لانداو(*) و«فيدة غالباً . 

١ -8‏ تعريف . نفرض أن (×) = كر و (رز) = ۲ متابعتان فى 2 ونفرض. 
أن 0ر لكل ۸٤۸‏ عيث تكون كبيرة كبراً كانياً . نقول إن × و ¥ 
متكانفئان ونكتب 

** سس كار (x) ~ Ja) sl‏ 
عندما 1 = (رلر/×) 12 . نقول إن × لارتبة أقل .قدار من ¥ ونكتب 
Xx =0(Y)‏ آو x, = o Yn)‏ 
عندما 0 = (رلر/ي×) 1 . نقول إن 2 تكون مسيطرة على ۲ ونكتب 
000 = ¥ أو ))0 = x,‏ 
فى حالة كون المتتابعة (ول|/م×) محدودة . 

من الواضح أن إما ۲ - لا أو (1) م = × تدل على أن (0)1 = × خواص 

مختلفة هذه الدلالات ستعطى فى التمارين . 


مجموع سيزارو ۰ 


عرفنا سابقاً ما المقصود بالتقارب لمتتابعة (,») = ب فى ۴۶ إلى عنصر × . لكن » رعا 
يكون مكنا أن نربط × إلى المتتابعة ل كنوع من « الباية العامة » حى ولو لم تتقارب 
المتتابعة × إلى × بمعنى تعريف ١4‏ #8 . يوجد طرق كثيرة الى بها يمكن للشخص أن يعم 


(#) ادموند «ج١٠تشى»‏ لانداو ( ۱۸۷۷ ب ۱۹۳۸ ) كان استاذا فى « بيتنجن » ومعروف 
بابحائه وكتبه على نظرية العدد والتحليل . هذه الكتب مشهورة بشدتها واختصارها فى 
الاسلوب ( وبلفتها الالمانية الأولية ) . 
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خكرة ناية متتابعة و يمكنه إعطاء مقدار كبير من البيان عن أن بعض هذه الطرق ستأعذنا 
بعيداً أبعد من مجال هذا الكتاب . لكن » توجد طريقة أولية فى طبيعتها وفى نفس الوقت 
مفيدة فى تطبيقاتها لتتابعات تذبذبية . 


.ما أن هذه الطريقة لما بعض الأهمية وبرهان النتيجة الرئيسية نموذجى لناقشات تحليلية 
كثيرة » فندخل هنا مقدمة مختصرة لنظرية قابلية الجمع لسيزارو (*) . 


18- 7 تعريف. إذا كانت (ي*) = ¥ متتابعة من عناصر فى ° > فإن المتتابعة 
(,ه) = 5 المعرفة بالتعريف . 


X1+ X2 E O BRE 
=x, aay... OT mye 


تسمى متتابمة المتوسطات السابية للمتابعة × . 


ومعی آخر » توجد عناصر ؟ بأخذ متوسطات الدود فى لآر. وحيث أن هذا 
المتوسط ميل إلى ملامسة تذبذيات من حين لآخر فى ل » فن المعقول أن نتوقع أن يكون 
للمتتابعة 5 فرصة أكبر للتقارب عن المتتابعة الأصلية + . فى حالة تقارب المحتابعة 8 
لمتوسطات حسابية إلى عنصر ر ء نقول ان المتتابعة > تكون جمع سيزارو إلى لر » 
أو أن ر هى الهاية (1 ,©) المتتابعة 26 . 


مثال ذلك » بفرض × هى المتتابعة الحقيقية غير التقاربية (... ,0 و1 ,0 و1) = كر 
فقد تبين توا أنه إذا كانت ٭ عدداً طبيعياً زوجياً فإن 4# = ت وإذا كانت ۸ عددا 
فردياً فإن 1(/24+م)-رى . ماأن (يه) تقلا = ل فإن المحتابمة × ها جمم 
سيزارو إلى 4 » الذى ليس باية المتتابعة كل و لكن يبدو أنه اللهاية العامة الطبيعية الى مكننا 
ربطها للمتتابمة × . 


ويبدو أنه من المعقول لتعمم فكرة نباية . المتتابعة أن نقتضى بأن الهاية العامة تعطى 
القيمة المادية للهاية عندما تكون المتتابعة تقاربية . الآن سنوضح أن طريقة سيزارو ها 
هذه الخاصية . 

١ - 4‏ نظرية . إذا كانت المتعابعة (.») =× تتقارب إلى × > فإن المتتابعة 
)٠.(‏ = 5 المتوسطات السابية تتقارب أيضا إلى × . 


(#) أرئست سيزارو ( 1865 ل 14.85 ) درس فى روما ودرسن فى نابولى ©» وقد عيل 
فى الهندسة والجبر وأيضا بالتحليل ٠‏ 


امول 


البرهان . نحتاج لحساب المقدار الآق : 


دح زوج “جيجه = ديه 
ك 19.1( 
{t= x) (xax) +° ۰۰+ (xn — x)}‏ = 


ب أن (,<) صلا - × » فينتج بأخذ 0 < ع أنه يوجد عدد طبيعى (2/)8 'بحيث أنه 
إذا كانت (8)8 < ص فإن 8>|ء- «دا| . أيضاً حيث أن المتتابعة (,<) = × 
تقاربية . يوجد عدد حقيق 4 محيث أنه 4.>|<- ×| لكل ۾ . إذا كانت 
N = N)8(‏ < م » نقمم المجموع فى الطرف الأيمن من ١ - ٠۹‏ إلى مجموع من 1 = / 
إلى N‏ = م مضافاً إليه مجبوع من 8+1 - م8 إلى # م ونستخدم التقدير 
ع > ع - xx‏ لحدود ١إ‏ بم الأخيرة لنحصل 
“AA, A ¢‏ رم |o.‏ عند n> N(e)‏ 
إذا كانت #«كبيرة كبر كانياً » فإن ع > 4/۸ وما أن 1 > ۸|( )١‏ فنجد أن 
ع2 >|«- | لکل ۸ كبيرة كبر كافياً . ومن ثم (.0) 11ح × 
وهو المطلوب إثباته . 


سوف لا نتابع نظرية قابلية المع أكثر من هذا » لكى نجعل القارئ يرجع إلى 
كتب على متسلسلات تباعدية وقابلية المع . مثال ذلك » انظر الكتاب لمؤلفه كنوب 
المدون فى المراجم . إحدى أكثر التطبيقات الأساسية الشيقة لقابلية الجمع لسيزارو هى 
نظرية فيجر الشهيرة الى تنص عل أن دالة متصلة بمكن استردادها من متسلسلة فوريير 
لما بطريقة سيزارو لقابلية الجمع . حى ولو كانت الدالة بحيث لا ممكن استخلاصها من 
هذه المتسلسلة بالتقارب العادى ( انظر نظرية ۴۸ -187) . 


متتابعات مزدوجة ومكررة : 


نتذكر أن متتابعة فى الفراغ ”22 هى دالة معرفة على الفئة ١!‏ لأعداد طبيعية ويمدى 
فى الفراغ 8 . متتابعة مزدوجة فى الفراغ م هى دالة ¥ نطاقها × N‏ وتتكون 
من جميع الأزواج المرتة لأعداد طبيعية ومداها لى ٩"‏ ومعى آخر ».عند كل زوج مرتب 
(8 وm)‏ للأعداد الطبيعية تكون القيمة للمتتابعة المزدوجة ¥ عنصراً فى الفراغ #0 والذى 
سوف ترمز له مموذجاً بالرمز .د . وفى الخالة العامة سنستغمل رمزاً مثل (.-) = × 
لمعيل » لكن من المناسب أحياناً أن ندون العناصر فى شكل مصفوفة منتظمة مثل 
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0 لكي (19.2) 


لاحظ أنه فى هذا النظام » يشير الدليل الأول إلى الصف الذى يظهر فيه العنصر .× ويشير 
الدليل الثانى إلى العمود الذى يظهر فيه نفس العنصر . 
4-4 تعريف . إذا كانت (.,«) ر هى متتابعة مزدوجة فى الفراغ "۸ » 
فإنه يقال لعنصر × انه نهاية ( أو نهاية مزدوجة ) للمتتابعة ل إذا كان يوجد لكل عدد 
موجب ع عدد طبيعى (2/)8 بحيث أنه لكل (2/)8 < ٭ وص فإن > || - .|| فى هذه 
الحالة نقول ان المتتابعة المزدوجة تتقارب إلى 7 وتكتب 


x=limX أر‎ x = lim (Xmn) 


كثيرا من النظرية الأساسية الأولية لهايات المتتابعات تطبق مع تغيير بسيط على 
المتتابعات المزدوجة . بوجه. خاص » حقيقة كون النهاية المزدوجة وحيدة. التعيين ( إن 
وجدت ) تبرهن ماما بنفس الطريقة كا فى نظرية 8-١6‏ . يوجد أيضاً معيار كوشى 
لتقارب المتتابعة المزدوجة الذى سنكتب نصه والذى نترك برهانه للقارىء . 


» 27 معيار كوشى . إذا كانت (,*) = × متتابمة مزدوجة فى الفراغ‎ ٥-4 
فإن ل تكون تقاربية إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد طبيعى (8 )234 عيث‎ 
أنه لكل (14)8 < د ,۲ و7 و فإن‎ 

|| - xre|| < 8. 

سوف لا نتعمق فى أى. تفاصيل أكثر فى هذا الحزء لنظرية المتتابعات المزدوجة الذى 
يوازى نظرية المتتابعة المفردة . بالأحرى نقترح ملاحظة باختصار العلاقة بين الهاية كا 
عرفت ی 9 - 4 والهايات المكررة . 

وكبداية » نلاحظ أن المتتابعة المزدوجة يمكن اعتبارها ( بطريقتين على الأقل ) 
كتتابعة لمتتابعات . إحدى الطرق » ممکننا اعتبار كل صف ف النظام المرتب فى (19-؟) 
متتابعة فى الفراغ ”2 . أى إن الصف الأول ف النظام ( ١9‏ - ؟ ) ينتج المتتابعة 

Y1 = (xn PE N) = (X11, X2, 5 Xam <‏ 
الصف الان فى ( ۱۹ - ۲ ) ينتج المتتابعة (/8©12:مو<*) Y=‏ .. !ل . وكتفكير 
لا بأس به هو اعتبار الهايات لتتابعات الصف ...ر ,... رولا إ۷ ( عند وجود 
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هذه البايات ) نفرض أن هذه الهايات موجودة ونرمز لها بالرموز ‏ . . . وملا , ٠...‏ ردلا ودلا" 
نحصل على متتابعة لمناصر فى “8 الى رما بمكن فحصها جيداً للتقارب . أى إننا نعتبر وجود 
() دئاع ر . وحيث أن المناصر روبز معطاة بالصورة ملآ ددا سر حيث 
€N(‏ » : .)= ,رلا فإن هذا يقودنا إلى التعبير عن الهاية (.ل) 0لا > لا ( عند 


وجوده' ) بالتعبير 
y =lim lim (Xemr)‏ 


سنشير إلى بر كنماية مكررة المتتابعة المزدوجة ( أو أكثر دقة كباية الصف المتكرر هذه 


. ) المتتابمة المزدوجة‎ ٠ 


والذى أجريناه بالنسبة لصفوف مكن عله على قدم المساواة بالنسبة لأعمدة أى 

إننا نكون المتتابمات 
Zı=(xmı:mEeN), Zı= (xmz:m EN)‏ 
وهكذا . بفرض أن البايات ... ,د2 صلا z=‏ ررك دنا = رع موجودة » 
فيمكئنا أن نعتير (.2) هنذا - 2 وعند وجود هذه الباية الأخيرة » فترمز لها بالرمز 
z = lim lim (Xn),‏ 

ونرمز إلى 2 كلهاية مكررة أو الهاية المكررة لعمود لتتابعة مزدوجة ٠‏ (مم») = × 

والسؤال الأول الذى ممكن أن نسأله هو : إذا كانت الهاية المزدوجة للمتتابعة 
(.×) = ير موجودة » فحينئذ هل توجد اللهايات المكررة ؟ . والإجابة عن هذا السؤال 
رما تكون «فابأة للقارى» » هى بالتى . لأرى هذا نفرض أن X‏ هى متتابعة مزدوجة فى ٩‏ 
والمعطاة على الصورة (1/۸+ "/1("'")1-( = xm.‏ > فقد رأينا حالا أن الباية 
المزدوجة هذه المتتابعة موجودة وتساوى صفرا . بين قد تحقق من قبل أنه لا أحد من المتتابعتين 

(Xmn:REN) ...‏ تملا ر.. . ر(لللع 5 من) Yı=‏ 

ها لهاية . ومن ثم لا يمكن وجود لباية مكررة >تملة حيث لا يوجد أحد من اللهايات 
الداخلة . 

السؤال الثانى يكون : إذا كانت الهاية المزدوجة موجودة وإذا كانت إحدى الہايات 
المكررة موجودة » فهل الهاية المكررة تساوى الهاية المزدوجة ؟ . فى هذه المرة تكون 
الإجابة بالإيحاب . وف الحقيقة » سنقرر الآن نتيجة قوية نوعاً ما . 

 - 4‏ نظرية نهاية مزدوجة . إذا كانت الهاية المزدوجة (...<) .1= × موجودة 
وإذا كانت توجد لكل عدد طبيعى ” النهاية (مس×) 11١‏ = رر فإن الهاية المكررة 


. × متلا ,دنا موجودة وتساوى‎ (Xr) 


1o¥ 


البرهان . نحد من الفرض » بأخذ 0 < ع أنه يوجد عدد طبيعى (2/)8 محيث أنه إذا 


كانت (2/)8 < ۸ ,نم فإن 8 >||* - || . ثانياً من الفرض » حيث أن الہايات 
Yn = limn (mr)‏ موجودة 'فينتج من المتبايئة السابقة ومفترض ١8‏ - م أن 
lyn - xl = #‏ لكل (8)8 < م لذلك نستنتح أن («) ”11 = × 


وهو المطلوب إثباته . 

النتيجة السابقة توضح أنه إذا كانت الهاية المزدوجة موجودة »ع فإن الثىء الوحيد 

الذى يمكنه منع الهايات المكررة من الوجود ومساواتها بالهاية المزدوجة هو عدم وجود 
النبايات الداخلة . وأكثر دقة يكون عندنا النتيجة الآتية . 


۷-4 نتيجة . بفرض أن الهاية المزدوجة موجودة وان البايات 
(Xn)‏ مستا ,2 Jm = lim (Xnn),‏ 
موجودة لحميع الأعداد الطبيعية 2 و 7 . حينئذ البايات المكررة 
lim lim (Xn) lim lim (Xmr)‏ 
ومساوية للأهاية المزدوجة . 


نستعلم بعد ذلك عما إذا كان وجود تساوى الهايتين المكررتين يضمن وجود الهاية 
المزدوجة . الحواب هو لا . هذا يتضح بفحص المتتابعة المزدوجة ‏ (مس»)=× نى R‏ 
المعرفة بأن 1 ررد عندما جص » 0= ير عندما ردص . هنا كلا الهايتين 
المكررتين موجودتين ومتساويتين . بيا لا توجد الأباية المزدوجة ولكن » نحت بعض شروط 
إضافية » مكننا ضمان وجود الباية المزدوجة من وجود إحدى البايتين المكررتين . 

۸-4 تعريف . لكل عدد طبيعى 7 > نفرض أن (مس×) = ملآ متتابعة فى 
الفراغ ”46 ومتقاربة إلى «اا »> نقول إن المتتابعات (11.:78©140. تكون تقاربية 
منتظمة إذا كان يوجد » لكل 0<:ع » عدد طبيعى (0)8 عيث أنه إذا كانت 
N)(‏ =" فإن ع > إإمر- م] لميع الأعداد الطبيعية 7 . 

سيفعل. القارىه حسناً عندما يقارن هذا التعريف مع تعريف ۱۷ - ٤‏ ويلاحظ أنهما 
من نفس الصيغة . جزئياً لكى نعلل إثبات نظرية ٠١ - ١9‏ » سنوضح أنه إذا كانت 
كل من المتتابعات ١‏ تقاربية » فإن وجود الهاية المزدوجة يضمن أن المتتابعات 
2ع 16: .13 تكون تقاربية تقارباً منتظعاً . 


4-4 مفترض . إذا كانت النهاية المزدوجة لتتابعة مزدوجة (,,,) = > موجودة 
وإذا كانت » لكل عدد طبيعى 72 » المتتابعة ( ۳€ :.«×)= جل تقاربية » فإن هذه 
الحموعة تكون تقاربية منتظمة . 
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البرهان . ما أن الباية المزدوجة موجودة ء فبأخذ 0 < م نجد أنه يوجد عدد طبيعى 
(8) ۸ حيث أنه إذا كانت (20)8 = ١و"‏ فإن :> ||×- مسا| . من الفرض نجد أن 
المتعابمة (ل2ع2. .) = ل تقترب إلى عنصر ,ربز وباستخدام مفترض ۸-٠١‏ 
نجد أنه إذا كانت (ع)N×‏ = 8 فإن 8 > |« »|| أي إنه إذا كانت (ع)N‏ < ۸ ,ار 
فإننا نستنتج أن 
2e‏ < إل = x|| + lx‏ - مسا| = الملا - مدا 
وبالإضافة إلى ذلك » تكون » عند 1-(20)6,... ,2 ,1 - يم المتتابعة پر٠‏ متقاربة 
من سلا » ومن ثم يوجد عدد طبيعى (8) × بحيث أنه إذا كانت (ع) كل < ٠۸‏ فإن. 
 m=1,2,...,N(e)-1‏ بع > [linn = yall‏ 
برض ((16)6 ,(30)6) وده - (21)6 فإننا ننتسج أنه إذا كانت ( 1)8 < ۸ » فإنه ا 
لأى قيمة للمقدار 2 نحصل على 
yn || > 2e‏ - مدا 
هذا يثبت انتظام التقارب للمتتابعات N‏ € :ملآ وهو المطلوب إثباته .' 
المفتر ض السابق يوضح أنه » تحت الفرضص بأن المتتابعات ,رلا تقاربية » فإن التقارب 
المنتظم ذه المجموعة من المتتابعات شرط ضرورى لوجود الباية المزدوجة . نثبت الآن 
نتيجة فى الاتجاه المكمى . 
٠١-8‏ نظرية نهاية مكررة . نفرض أن الهايات الفردية 
Jm = lim (Xmn), Zn = lim (Xmn)‏ 
موجود لكل ٣, ۸" ٤N‏ وأن التقارب لأحد من هذه الجموعات منتظم . فإن كلا من 
'النهايتين المكررتين والهاية المزدوجة موجودة وكل الثلاثة متساوية . ٠‏ 
البرهان . نفرض أن التقارب للمجموعة (لاع مم : .10 منتظم . وإذن بإعطاء 
0 < ع فإنه يوجد عدد طبيعى ( 8) × بحيث أنه إذا كانت N)(‏ < م فإن لكل 
e‏ < م = مدا (19.3) 
الأعداد الطبيمية -. لتوضيح أن (.2) :ا موجودء تأخذ عدداً ثابعاً ( 8 N)‏ < و . 
ما أن )x:r6N(‏ وز- ,2 موجودء نرف أنه إذا كانت (6,4)غ1< 7,5 
فإن 
ys|| < 3‏ - وذ || + lyr = yell = lyr - xall + (Xr - xall‏ 
لذلك (رر) هى متتابعة كوشى وتقترب إلى عنصر لز فى "۸ مما يو كد وجود الهاية 
ا لمكررة y = lim (yn) = im lim (Xm)‏ 


10۹ 


الآن سنوضح أن الهاية المزدوجة موجودة » حيث أن (سر) ذا بر اع بأغذ 
0 < ع فإنه يوجد مقدار ( ع )۸1 بحيث أنه إذا كانت ( ع )34 < ص فإن ‏ :> |إنز- | 
نفرض (284)8 ,(20)8) مناه ×)e(=‏ وستعمل ثانا 8-19 ) لنستنتج أنه إذا 
كانت ( K)8‏ < ريم فإن 

lyn - yl| < 2‏ + الم - [xwa = yl| = xan‏ 
هذا يثبت أن الهاية المزدوجة موجودة ومساوية للهاية لر . 

أخير؟ » لتوضيح أن الهاية المكررة الأخرى «وجودة وتساوى للهاية بر > فإننا 
نستخدم نظرية ١8‏ - 5 أو نتيجتها . 

ر ما يكون من التخمين أن > مع أن البرهان المعطى حالياً يعتمد على وجود كلا من 
مجموعات الهايات الفردية وانتظام الهاية لواحد مهما ء الاستنتاج رما ينتج من وجود 
( وانتظام ) لجموعة واحدة بالضبط لبايات فردية . سنترك هذا للقارىء لفحص صمة 
أو بطلان هذا التخمين . 


: كون العلاقات الآنية‎ ()-14 
(n*+2)(= 0(۸) (ب(‎ (n?+2) ~ (n?-3) (i) 
(-D"n)=o(n) (3) : (Dn) = O(n? (+) 


n) ~ (1/2) )«(‏ 1 بول (,) .)0(1 (in n)=‏ 
9 (ب) بفرض أن 2 و ۲ و ٭ متتابعات بعناصر غير صفرية . وضح أن 
x~X (1)‏ 
(ب) إذا كانت لع فإن سمه 
٠‏ (ج) إذا كانت ¥~× و بسلا فإن 2× 
۹ -(ج) إذاكانت (¥)0 =,× و (¥)0 =× » فنستتتج أن (¥)0 = ,× ± ,× 
وحص هذا فى المعادلة : 
(أ) .(¥)0 =(¥)±0(¥)0 اعط تعلیلا مشابياً هذا وأثيت أن 
(ب) o)¥(±0)¥(=0)¥(‏ 
(ج) إذا كانت 0غدء حيقذ (7)ه - (لاء)ه » (¥)0 0)c۷(=‏ 


0. 


O(o(¥=0(Y), o(O(Y)=o(¥) زد‎ 

00600050 = O(XY), O(X)o(¥)=0(XY), o(X)o(¥)=0(XY) (a) 

و -(د) أثبت أن (×)=۲ و ×=٥)¥(‏ لا مكن أن یعحققا فى وقت واحد . 
اعط مثالا لتتابعات حيث أن (¥)0 =× ولكن )0 كول . 

و -(ه) إذا كانت + متتابعة مطردة فى الفراغ 8 وضح أن المتتابعة المتوسطات 
الحسابية تكون مطردة . 

و -(و) إذا كانت (.×) =× متتابمة فى ۸ » (.0) متتابمة للمتوسطات السابية » 
حينئذُ (,<) دناه صدئا = )٥.(‏ مء نا اعط مثالا فيه تظل المتباينة قائمة . 

و1-(ز) إذا كانت (»)=× متتابعة لأعداد حقيقية موجبةء فهل (.0). متزايدة 
باطراد ؟ ر 

» -(ح) إذا كانت المتتابعة (.+) =× ف الفراغ ۴° هى حاصل جمع سيزارو‎ ١ 
.) إرشاد : (5.ه(1-م)- .ممه عه‎ ( ×=٥)۸( فإن‎ 

١9‏ - (ط) بفرض أن كر متتابعة مطردة فى ۴ » هل صعيج أن ¥ تكون حاصل جع 
سيز ارو إذا وإذا فقط كانت تقاربية ؟ 

١9‏ (ى) اعط برهانا لنظرية واسده 

١‏ -(ك) اعتبر وجود اللايات المزدوجة والمكررة للمتتابعات المزدوجة (.×) حيث 

.٠م‏ مبينة كالآنى : 


() “سرت (ب) كد © 3 
() وري () + ( e)‏ 


9 -( ل ) هل المتتابعة المزدو جة التقاربية محدودة ؟ 

9 -(م) إذا كانت . (.<) = × متتابعة مزدو جة تقاربية لأعداد حقيقية » وإذا كانت 
الهاية (ہے×) ,دده صا = ر موجودة لكل N‏ ع ۳١‏ فإنه يكون لدينا (١ا) lim, (x) = Ji,‏ 

4- (ن) أى من المتتايمات المزدوجة فى تمرين ٠١‏ -ك تكون بحيث أن المجموعة 
e N}‏ ::: لءه) دزا = ,¥ تقاربية منتظمة ؟ 

4-(س) بفرض (...)- ر متتابعة مزدوجة محدودة فى الفراغ ۸ بخاصية أنه 
لكل ندع م تكون المتعابعة (لزرع»:.) = ,۷ مطردة الزيادة ولكل ١ع"‏ تكون 
المتعابمة (20 6 ": .»)= .2 مطردة الزيادة . هل عى يح أن اللهايتين المكررتين موجودتان 
ومتساويتان ؟ . هل اللهاية المزدوجة تحتاج إلى أن توجد ؟ 

. (ع) ناقش المسألة الموضوعة فى آخر فقرة من هذا الهاب‎ - ١9 


1۱ 


القصر الرايع 


E EE 

سنبدأ الآن دراستنا لصنف من الدوال الأكثر أهية فى التحليل » وللدوال المتصلة . 
فى هذا الفصل » سنخلط النتاج فى فصلل ۲ ء ٣‏ ونجنى محصولا غنياً من نظريات ذات 
عمق وفائدة كيير ة . ١‏ 


باب 7٠١‏ . يقدم ويفحص الفكرة عن الاتصال . نقدم فى باب 7١‏ الصنف الحام من 
الدوال الحطية . الباب الأساسى ۲۲ يدرس خواص الدوال المتصلة على الفئات المدمجة والمتصلة » 
يناقش باب ۲۴ فكرة الاتصال المنتظم . ستستعمل النتائج لهذه الأبواب الأربعة مرارا 
خلال بقية الكتاب متتابعات لدوال متصلة . سندرس فى باب 86 » وندرس الهاية الأعلى 
والباية الأدف فى باب 7٠‏ . يعرض الباب الباق بعض ننتائج هامة ومشوقة » لكن هذه 
النتائج سوف لا تستخدم فى الأبواب القادمة . 


وليس من المفروض أن القارىء عنده أى ألفة سابقة ,معالمة قوية للدوال المتصلة . 7 


لكن » فى بعض الأمثلة والمرينات » تستخدم الدوال الأسية واللوغاريتمية والثلثية لإعطاء 
الباب العشرون ‏ خواص محلية لدوال متصلة : 
سنفتر ض أن كر هى دالة نطاقها (كر) 2 وحتوية فى الفراغ ۴° ومداها ( )۸ 
محتوى فى الفراغ ٣چ‏ بوجه عام سوف لا تتطلب أن ”۸ - (م)2 أو أنه = م. 
: أولا سوف نعرف الاتصال بدلالة الحوار وعندئذ نشير إلى شروط قليلة مكافئة . 
١ -١*‏ تعريف . إذا كانت (م)2 عه ء فنقول إن ر متصلة عند ي إذا كان لكل 
جوار ۷ من (©)ر يوجد جوار 0 ( معتمد على ۷ ) من © بحيث أنه إذا كانت × 


أى عنصر من ٥)f(‏ ۸ ل فإن (×) ر تكون عنصرا من ۷. ( انظر شكل .8 )١-‏ 
إذا كانت ()72>-4 فنقول إن ر متصلة فى 4 فى حالة اتصاها عند كل نقطة من 4 . 


أحيانا يقال إن دالة متصلة هى دالة بحيث « ترسل نقطاً متجاورة إلى نقط متجاورة » . 
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)١-١لكش(‎ 


هذا التعبير البدهى ممنوع إذا كان شخصاً يعتقد أن الصورة لوار © لابد أن تكون جوار 
الدالة (ه)ير .(اعير |«إجاع عند 0-* ) . 


نعطی الآن نصين متكافتين قد أمكن استخدامهما كالتعريف . 


7-٠‏ نظرية . بغرض © هى نقطة فى النطاق ( )0 للدالة ر . النصوص الآنية 
تكون متكافئة : 

(1) الدالة ر تكون متصلة عند © . 

(ب) إذا كانت 0 < ع » فيوجد عدد 0 < (8) 8 بحيث أنه إذا كانت ()2 € × 

©8 > المع فين >> ار - ۳00ا 1 

(ج) إذا كانت (.*) أى متتابمة لمناصر للنطاق (كر) 2 بحيث تتقارب إلى © © فإن 
المتتابعة ((2)/) تتقارب إلى (م) ار . 


البرهان . نفرض أن (أ) صحيحة وأن 8<0 إذن الكرة ء٤‏ >|إله)/ - راا FR“:‏ € ر{ * Vv.‏ 
هی جوار النقطة (4) /ر يوجد من تعريف ۲۰ - ١‏ يوجد جوار 7 للنقطة © »> بحيث أنه 
إذا كانت (/)5702 > × فإن لا ع(+*)م . ما أن ل هى جوار للنقطة © > فيوجد 
عدد حقيى موجب (8) 8 بحيث تكون الكرة المفتوحة الى نصف قطرها (8) 8 ومر كزها 
© محتوية فى 87 . لذلك شرط (أ) يعنى (ب) . 

نفرض أن (ب) ععيحة ونفرض أن (50) متتابعة من عناصر فى ( كر ) 2 ومتقارية 
إلى © . بفرض 0 < ع ونستنجد بالشرط (ب) لنحصل على 0 < (ع)6 بالخاصية المنصوصة 
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فى (ب) . بسبب تقارب (,*) إلى ۾ » يوجد عدد طبيعى ((27)8)8 بحيث أنه إذا 
كانت ((2/)8)6 = فإف (8)6>|له-.ء| .ما أن کل ()2 ع ہں فينتج من 
(ب) أن ع>|(م)/- (.:)م|1 مما يثبت أن (ج) تظل صميحة . 

أخيرا سنناقش بطريقة غير مباشرة ونوضح أنه إذا كان شرط (أ) لا يظل قائماً » 
فإن شرط (ج) لا يظل قائما . إذا فشلت (أ) » فإنه يوجد جوار م للدالة (4) ر بحيث 


أنه لكل أى جوار ل للنقطة © » يوجد عنصر ا ينتمى إلى 2)/(010 لکن بحيث أن 


(ن)م لا ينتمى إلى م . لأنه كل عدد طبيعى # تعتبر الحوار ل النقطة ۾ المعرفة بالصورة 
U, = )x € 8” :| - || > 1/0[‏ » من الحملة السابقة » نجد أنه لكل 7 فى 18 يوجد عنصر 
ير ينتمى إلى .ل2)001 ولكن يحيث أن (.:)/ لا تنتمى إلى ى7 . المتتابعة (,) 


المكونة توآ تنتمى إلى ()12 وتتقارب إلى © » وأيضاً لا ينتمى أحد من عناصر المجتابعة - 


(()]) إلى الحوار م١‏ للدالة (۵). ومن ثم تكون قد كونا متتابعة فيهاالشرط (ج) لا يظل 
قائماً . هذا يعبت أن جزء (ج) ينتج () . وهو المطلوب إثباته . 
معيار عدم الاتصال المفيد الآتى هو نتيجة لما قد أجريناه حالا . 
١‏ - ۴ معيار عدم الاتصال . الدالة ر ليست متصلة عند نقطة ي فى )2 إذا وإذا 
فقط كان يوجد متتابعة (,,) من عناصر فى )f(‏ عيث تتقارب إلى ف لكن المتتابعة 
(()]) للصور لا تتقارب إلى (۵)؟ . 
الننيجة الآتية صياغة أخرى بسيطة التعريف . نتذكر من تعريف « - ؟١‏ أن الصورة 
العكسية (1)11-] لفئة جزئية 47 من “۴ تحت كر تكون معروفة بأنها 
f (H)={xe D(f):f(x)e H}‏ 


4-٠‏ نظرية . الدالة كر متصلة عند نقطة ي فى 0)f(‏ إذا وإذا فقط كان يوجد 
لكل جوار ا للدالة (©)/ جوار 71 للنقطة © بحيث أن 
VıND()=f (V)‏ (20.1) 

البر هان . إذا كانت ,7 جوارا للنقطة © محيث يحقق هذه المعادلة » حينئذ يمكننا 
أعذ و > 7 . وبالعكس » إذا كان تعريف ١ - ٠.‏ متحققاً » حينئذ بمكننا أخذ 
(۷ )۴ل 0 =۷ لنحصل على معادلة ١-۴۲١‏ . 

قبل دفع النظرية أكثر من هذا »> سنقف وقفة أمام بعض أمثلة . وللتبسيط معظم الأمثلة 
هى من الحالة الى فيا R°^=R‏ = مجر[ 

٠١‏ - ه أمثلة ٠‏ (1) نفرض أن 5)f(=#۴‏ ونفرض أن كر هى الدالة الثابتة المساوية 


155 


للعدد الحقيى م لمميع الأعداد الحقيقية × . إذن ر تكون متصلة عند كل نقطة للفراغ 8 » 
وف الحقيقة » بمكننا أخذ الحوار لا . 


ا 


a 
1 
© 
8 
8 
+ 
o 


( فشكل ۲-۲۰ ) 


فى تعريف ۲۰ - ١‏ ليكون مساوياً إلى © لأى نقطة ي فى (/)( . بالمثل ء الدالة مم 
المعرفة بأنها 

g(x)=1, 0><>[1 

=2, 253 


هى دألة متصلة عند كل نقطة فى نطاقها . 


(ب) نفرض أن *3-()82 ونفرضص أن ثر هى الدالة المتطابقة المعرفة بالتعريف 
×=(*٭f)x‏ » ×٤۴‏ (انظر شكل ۲۰  -‏ ) . إذا كانت ۾ عدداً حقيقياً معطى 
بفرض أن 0< ع ونفرض أن ع -()8 . حينئذ . إذا كانت (:)8 >| - ×| » فيكون 
لينا و > |f(x)—f(a)| = |x - a|‏ 

(ج) نفرض ۴ 0)f(=‏ ونفرض أن f‏ هى دالة التر بيع المعرفة بأنها 2ب = f)(‏ » 
>< نفرض أن © تنصى إلى 1 ونفرض أن 0 < × ء حينئذ -|(ه)/- (*)م| 
|x — al |x + a|‏ = تودتيىى . نريد أن نجمل التعبير السابق أقل من ع يجمل | - ×| صغيرة 
صغرآ كافياً . إذا كانت 0 = ي فإفنا نختار ع = (ع)8 . إذاكانت 6360© فإننا نريد أن 
نحصل على حد للمقدار [|© +*| فى جوار © . مثال ذلك » إذا كانت |ه|>|ه- ×| 
فإن |22 > |×|>0 ۰ (ه|3>اءا+اءاع إمجيز . ومن م 
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)220.2( |f()—f(a)| = 3 |a| |x — a| 
بحيث أن و |> || . أى أنه إذا عرفنا إإ| 3/ء ,[ه|) كم = (ع)8 ۰ فإنه عندا‎ 
|» - | تظل قائمة ويكون عندنا (ع)8>‎ ) ۲-٣١ ( ع >إ(ه)م - (ع«)م| ء فإن المتباينة‎ 


(د) نعتبر نفس الدالة كا فى (ج ) لكن نستعمل أسلوباً فنياً مختلفاً قليلا بدلا من تحليل 
سیر لل عوامل » فكبه ككثيرة حدود 4+ . أ أن 
a)‏ ¬ »)ع2 + 2(ه - (x‏ = )24 - برو 2) + x”— a” = (x”—-2«x + a)‏ 
باستخدام المتباينة المثلثية » نحصل على 
|a| |x a|‏ 2+ تزه - |f(%)-f(a)| = |x‏ 


إذا كانت 1 > 8 و 8>|ه- | فإن م > 82 >| - »| والحد فى الطرف الأيمن 
يكون المقدار ([و| 8)1+2 = 8 |ه| 8+2 . مسيطرا عليه . ومن ثم يكون قد أرشدنا لاختيار. 


8(e) ع‎ inf LT} 


(٭) اعد (0 ×: e ۸R‏ بر - 5)f(‏ ونفرض أن ٣‏ معرقة بأنها(/)2 > × ,×/1 = f)×(‏ 
اذا كانت )7 عم › فإن 


= :م1 - f(a)‏ مايرا 


نريد مرة أخرى إيحاد حد لمعامل المقدار [»-*[ الذى يكون متحققاً فى جوار 0 4م 
نلاحظ أنه إذا كانت 4إ 2> |»- ×| فإن |*|>|»|4 ويكون عندنا 


له - ا > ۴9-۵ 
وإذن قد آرشدنا لأعذ }|4| 26 ,|»| ا (e) =inf‏ 
(و) نفرض أن ر معرفة عند 2 )f(=‏ بأنها 
f()=0, «> 0,‏ 
x>0‏ ,1= 
رما يلاحظ أن كر متصلة عند كل النقط 0ه . سنوضح أن / غير متصلة عند صفر 
باستخدام معيار عدم الاتصال ٠٠١‏ ۴ . وف الحقيقة » إذا كافت 1/7 = × فإن المتتابعة 
)f)1/۸((=)1(‏ لا تقترب من (0)/ ( انظر شكل .م - م ) . 
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(ز) نفرض 200-82 ونفرض أن ثر دالة درشليت0*) غير المتصلة المعرفة كا يل : 
1= (×) ر إذا كانت × قياسية 
0 = (») ر إذا كانت × غير قياسية 


إذا كانت © عدداً قياسياً » نفرض أن (.<)= × متتابعة لأعداد غير قياسية محيث 
تقترب من » ( نظرية ٠١ - ١‏ تؤكد لنا وجود مثل هذه المتتابعة ) . بما أن 0-(0)/ + 
لكل 72 فإن المتتابمة ((.)/) لا تقترب إلى 1-(7/)4 ع كر ليست متصلة عند العدد 
القياسى © . ومعى آخر › إذا كانت 8 عددا غير قياسى » فإنه توجد متتابعة (,ل) > لا 
لأعداد قياسية تتقارب إلى 5 المتتابعة ((.«)؟) لا تتقارب من (ط)؟f‏ © لذلك تكون /ر 
غير متصلة عند 8 وإذن » دالة درشليت غير متصلة عند أى نقطة . 


کک جب ب تت 


)م-؟١لكش(‎ 


© بفرض .(0<+:8ع»«]ع-()2 لگی عدد غير قياسى 0< × » نعرف 
0-(<) ر لأى عدد قياسىعلى الصورة 2/۸ » حيث العددان الطبيعيان # و7 ليس بيئهما عامل 
مشترك ماعدا واحداً » نعرف 1/8 -(00/8)/ . سنوضح أن ثر متصلة عند كل عدد قياسى 
فى (20 وغير متصلة عند كل عدد قياسى (/)12 . النص الأخير ينتج بأخذ متنابمة 
لأعداد غير قياسية حيث تقترب إلى العدد القياسى المعلوم واستخدام مميار عدم الاتصال . 
نفرض أن © عدد غير قياسى » 0 < ع ۰ حينئذ يوجد عدد طبيعى 7 محيث أن 8 >1/۸ . 
إذا كانت 8 مختارة صغيرة صغراً كافياً حيث أن الفترة (8+ه ,8-ه) 
لا تحتوى عدداً قياسياً مقامه أقل من 2 ٠»‏ فينتج أنه عند × فى هذه الفترة يكون لدينا 
ع > 1 > |()م| - إ(ه)/-(*)/| . أى أن كر متصلة عند العدد غير القيابى © . لذلك 
تكون هذا الدالة متصلة بالضبط عند النقط غير القياسية فى نطاقها . 

() بيئر جوستاف لییجین درشليت ( ۱۸۰۰ - ۱۸۰۹ ) ولد ی ( راين لاند) وتعل 
فى برلين لمدة ثلاثين عاماً تقريباً قبل ذهابه إلى جيتنجن خلفاً للأستاذ جاوس . قد أوجد اسهامات 
أساسية فى نظرية المدد والتحليل . 


1Y 


(ط) فى هذه المرة » نفرض أن 82 -()2اء ونفرض أن ر هى الدالة فى م 
بقم فى ۴ معرفة بالآىق 
(و3-× ,و + 2) =( ,)رز 
نفرض أن (8 ,6) نقطة ثابتة فى دم ع سنوضح أن كر متصلة عند هذه النقطة . 
ولإجراء هذا » نحتاج لتوضيح أنه يمكننا جعل المقدار 
b)*+ (x - 3y - a + 2‏ ع2 - {(2x + y‏ > ||(ط f(x, y)— f(a,‏ 
صغيرا اختيارياً بأخذ ( بر , × ) قريبة قربا كافياً من (8 و») . با أن 
V2 sup {lp|, lal}‏ = اتن {p+‏ »> فن الواضح جدا ملاحظة أنه يمكن جعل الحدين 
|2x+y—2a-—b|, |x-3y-a+3b|‏ 
صغيرين اخفياريا بأخذ ( ر ,×) قريبة قربا كافياً من ( 4,8) فى ۴ . وف الحقيقة 
يمتباينة المثلث نجد أن 
|ط- | + | - ×| 2 = إ(ط- )+( -)2| - إط - »2 - + 2| 
الآن |إ(ط ,ه)-(ر يمك *'(ط - بو) +"( - )4 > [ه- | وبالمثل المقدار | 5س نر اي 
ومن ثم يكون لدينا 
|( به) - (ر 6 3 > إط- 26 - ر+ ع2 
بالمئل 1 
|( به) - (ر ,»)|| 4 = إف- رز 3+ | - ×| = إذق جه - -3y‏ ءا 
لذلك إذا كانت 0 < ع » يمكننا أخذ روي بعرم رم)ج ومتأكدين من أنه إذا كانت 
(©)ة > لط ,)=( .| فإ م>إزة ,م)م-(د )| ء مع أنه يمكن الحصول عل 
فترة أكبر بمقدار 8 بتحليل أكثر صفاء ( مثال ذلك باستخدام متباينة شفارتز ۷-۸) . 
(ى) انيا نفرض آن “1 -(20 ونفرض أن ثر معرفة يأنها 
(20 ,توج ةع) = (ر f),‏ 
إذا كانت (5 ,4) نقطة ثابتة فى 2 > فإن 
رطم - b?)* + (2xy‏ قم {(x* + y?—‏ > |إزط fC, y)~ f(a,‏ 
كا فى (4) ء نفحص الحدين فى الطرف الأيمن كل على حدة © سيلاحظ آنا 
ماج ممصول على حسابات أولية لمقدار . من المتباينة المثلثية » نجد أن 
|[ -*ر| + | - ×| = | ° - a‏ د ةرو |x”‏ 


إذا كانت النقطة (ر و×) فى نطاق مسافة واحد صحيح من (5 وه) » فإن 1+ إم| > ندا 


1W 


اذك 1+إم|2 > إه+ءز »> 1ط | > اناا بحيث أن 1+|ط|2 > |ط+ ر| ونجد آن 


|x*+y*-a?-b*| = |x - a| )2 |a| + 1)+|y —b| )2 | اط‎ +1( 
= 2(a|+|b| + 1 ||) y) - (a, |أ(ط‎ 
وبنمط مائل نجد أن‎ 
|2xy -2ab| = 2 |xy - مع‎ + xb - ab| = 2 |x| ly = b| +2 |b| |x - a| 
> 2(1 +|b| + 1) ||)», y( = )4, (| 
نضع‎ ٠» لذلك‎ 


Bas ی‎ 
EET 


إذا كانت (8)6>|[(ط ,ه)-(ر »)| » وإذن نحصل على ۰> ا(ط )۴ -(ر .)ما 
ما يثبت أن ر متصلة عند النقطة (8 وه) . 


محصلة دوال : 

الننيجة الآتية هى نتيجة مباشرة لنظريى ٩ - ۱١‏ ۰ .م - ۲ (ج) »> لذلك سوف 
لا بنسخ التفاصيل . وبالتناوب » يمكن برهنة هذه النتيجة مباشرة باستخدام مناقشات 
موازية ماما لى استخدمت فى البرهان لنظرية 5-16 . نتذكر أنه إذا كانت ر » م 
دالتين نطاقهما (ر )2 ۰ (2)2 فى ۶م ومداهاق 24 . وتعرف حاصل جمعهما چ + اء 
باق طرحهما ع ثر وحاصل ضربهما القيامى چ . f‏ لكل × فى 12)/(0١12)8(‏ بالصيغ 
الآنية :. 

f(x)+g(x), f(x)~g(x), f(x)* g(x) 

بالمثل » إذا كانت » عددا حقيقياً وإذا كانت ب دالة نطاقها (ب)2 فى ٩”‏ ومداها فى غ2 

فنعرف حواصل ر © عند × فى ( )2 » كب عند :د فى (م)10)©(01(2 بالصيغتين 
(«)[(«)م  cf(x),‏ 

وفى المالة الخاصة » إذا كانت 0< (*)© عند 1(0©* » فإنه يمكننا تعريف خارج 

القسمة | گر عند × فى م72)(0172 بالتعريت 


f(x)/e(x) 
. الآن بهذه التعاريف نقرر الثتيجة‎ 


١ - ٠١‏ نظرية . إذا كانت الدوال م ,ع ور متصلة عند نقطة ء فإن الحصلات اللبرية 
ذه الدوال 


1۹ 


fle‏ او ¥ ft Ch‏ له-7 ا يعجر 
تكون أيضاً متصلة عند هذه النقطة , ٠‏ 

يوجد محصلة جبرية مفيدة غالبا . إذا كانت ر معرفة فى ( )0 من "2 إلى 8 فنعرف 
القيمة المطلقة | /| للدالة ‏ بأنها الدالة الى مداها فى الأعداد الحقيقية © والى قيمها عند 
× ف (/)2 ہی |0| . 

١‏ - ۷ نظرية . إذا كانت كر دالة متصلة عند نقطة » فإن | كر | تكون أيضا متصلة هناك 

البرهان . من المتباينة المثلثية » نجد أن 

| إلع)مر|‎ - [fal | > |f(x) - f(a)| 

الى تنتج مها النتيجة المطلوبة فى الخال وهو المطلوب إثباته . 

نتذكر مفهوم تحصيل دالتين . نفرض أن كر لما نطاق (كر)2 فى 8 ومداها فى 20 
ونفرض أن م ها نطاق (ج) 2 فى 24 ومداها فى ۸ . عرفنا فى تعريف ۲ - ۲ تركيب 
رع > h‏ بنطاق D(h)={x e D(f:f(x)e D(8}‏ وعند × فى (2)7# وضمعنا 
[)ماع = )م . أى أن 8١‏ =۸ هى دالة ترسم (2)8 » الذى هو فثة جزئية من 
"8 > (م)2 إلى © . الآن سنثبت الاتصال هذه الدالة . 

١‏ - ۸ نظرية ٠‏ إذا كانت كر دالة متصلة عند © وكانت م متصلة عند (©) f‏ = طا 
فإن التحصيل ثر" ۽ يكون متصلا عند © . 

البرهان ٠‏ نفرض ”17 هى جور النقطة (6)ع = »م . ما أن ج متصلة عند 8 » فيوجد 
جوار ”7 عند 8 محيث أنه إذا كانت بر تنتمى إلى (8) 2م76 فإن W‏ ٤(ر)ع‏ . ما 
أن ر متصلة عند © ء فيوجد جوار 52 النقطة ‏ محيث أنه إذا كانت × تنتمى إلى 
UND()‏ فان («)ث/ر تكون فى 7 لذلك > إذا كانت عد تنتمى إلى (2)801 م U‏ 
فإن (×) گر تكون ی(ع) ٥‏ 0 ۷ و [(×)]ع تضصی إلى # . ( انظر شكل ۲۰-؛) , 
هذا يثبت أن كرا ع = # متصلة عند © . وهو المطلوب إثباته . 


(شكل .؟-؛) 


1۷. 


تمرينات : 

۰ -(أ) اثبت أنه إذا كانت كر معرفة عند 0 < × بأنها #«/.- (0)/ ء فإن كر 
تكون متصلة عند كل نقطة من نطاقها . 

٠‏ -(ب) وضح أن و دالة كثيرة الحدود » أى دالة كر على الصورة 

وه + عه ل °+ XER die f(x) - ax" + aX"‏ 
تكون متصلة عند كل نقطة من الفراغ م 

٠‏ -(ج) وضح أن « دالة قياسية » (أى خارج قسمة دالتين كثير تى الحدود ) تكون متصلة 
عند كل نقطة من القطعة: المعرفة عندها 

٠‏ - (د) استخدم متباينة شفارتز لتوضح أنه بمكن أخذ 8)(=://15 فی مثال 
.٠م‏ ه(ط). 

٠‏ - (ه) بفرض أن ثر هی دالة فى ۴ إلى © ومعرفة بالتعريف 

× = (#«)ثم ء × غير قياسية 
,× ل 1 = («) ر »> × قياسية 

وضح أن ر تكون متصلة عند 4# = × وغيز معصلة عند أى قيمة أخرى . 

-١‏ (و) بفرض أن f‏ متصلة فى ۸ إلى 2 . وضح أنه إذا كانت 0 = (*) ر 
عندما تكون × قياسية فإن 0 = (*«)ث/ر لكل × فى 1 

(i) - ۰‏ بفرض أن كرء م دالتان متصلتان فى # إلى ۸ . هو صميح أن 
(×) غ - (*) كر عند x٤۸‏ إذا وإذا فقط كانت (×)ع=(×)۴ عند جميع الأعداد 
القياسية بر فى #8 ؟ 

١‏ - (ح) استخدم المتباينة ×| > |× «نو| عند ×٤۸‏ لتوضح أن دالة اليب تكون 
متصلة عند 0 = × استخدم هذه الحقيقة مم المتطابقة 

sin x — sin u =2 sin (x — u) cos }(x + 4)‏ 
لبر هنة أن دالة اليب متصلة عند أى نقطة فى الفراغ ‏ 7# 
٠‏ - (ط) باستخدام النتيجة فى القّرين السابق » وضح أن الدالة ج المعرفة فى 8 إلى 2 


بالتعريف 
g(x) = x sin (1/x), x #0,‏ 
x=0‏ ,0= 


متصلة عند كل نقطة . ارم شكلا تخطیطیاً ذه الدالة . 


تفن 


٠‏ - (ى) بفرض أن ۸ معرفة عند 61+ ,40« | بأنها 
sin (1/x), x#0‏ ع h(x)‏ 
اثبت أنه كيفيا تكون 8 معرفة عند 0 = × »> فإن ألدالة ستكون غير متصلة عند 
0=<¥. 
٠‏ -(ك) بفرض أن © +۸ :۴ معرفة بأنها 
Ey) xy‏ إذا كانت 28260 
= خلاف ذلك 


2 


عين النقط الى ءندها م تكون متصلة . 
٠‏ - (ل) نقول أن دالة كر فى جر إلى © جمعية إذا كانت تحقق 
+y) = f(x) + f(y)‏ )رز 

عند كل عبر x,‏ . وضح أن الدالة الجمعية المتصلة عند 0 = × تكون متصلة عند 
أى نقطة للفراغ # . اثبت أن دالة جمعية باطراد متصلة عند أى نقطة . 

» -(م ) بفرض أنه إذا كانت ك/ردالة جمعية متصلة فى © . وإذا كانت (1) كر - م‎ ٠ 
أثبت أن × = (×) ر عند كل × فى #8 ( إرشاد : أولا وضح أنه إذا كانت م عددا‎ 
. ) f 6( = r قيلي فإن‎ 

٠‏ -(ن) بفرض ۸# + ۸# :8 تحقق العلاقة 

8(x+y)= g(x)g(y) عند‎ xy eR 

وضح أنه إذا كانت ع متصلة عند 0 = × » فإن ع تكون متصلة عند كل نقطة , 

أيضا » إذا كانت 0 = (4) ع عند نقطة ما © حيث ۸ء ء فإن 0 = (*)يم لكل 


ع 
٠‏ -(س) إذا كانت | | متصلة عند نقطة » فهل صحيح أن ر تكون أيضاً متصلة 
عند هذه النقطة ؟ 


۰ -(ع) بفرض جو ”۸:ج f,‏ متصلة عند نقطة م©زح م وبفرض #2 و ۸ 
معرفتان فى 2 إلى ۸ بالتعريف 
h(x) = sup (f(x), g(x}, k(x) =inf{f(x), g(x}‏ 
وضح أن ۸ و ۸K‏ متصلتان عند © ( إرشاد : لاحظ أن 
sup{b,c}=%Xb+c+|b~—c|))‏ ¢ ((ء-م|-ء+ط)؛!- ل ,طاغمذ 
٠‏ -(ف) إذا كانت ٤۸‏ × » فتمرف غالبا [:] بأنه أكبر عدد صصيح 2 > بحيث أن 


تفن 


عد ك" الراسم * [×] يسمى دالة أكبر عدد صحيح . ارمم شكلا تخطيطياً وعين نقط الاتصال 
للدوال المعرفة عند x۴‏ مايل 


f(x)= [x] (1)‏ (ب) [ع]-ع- ومع 
h(x) = [2 sin x] ©‏ (د) k(x) = sin jr [x]‏ 


۲۰ -(ص) دالة ر معرفة فى فترة 1-8 إلى 2 يقال إنها متزايدة فى 7 إذا كانت 
x, xe‏ ,> + تضمن (*)م > f)»(‏ . يقال إنها متزايدة بالضبط فى 7 إذا كانت 
1ع ,*,'*>* تدل على أن (*)/>(*)م21 . يمكن إعطاء تعريفات مشاببة لدوال 

متناقصة ودوال متناقصة بالضبط . دالة إما متزايدة أو متناقصة فى فترة يقال نْبا مطردة فى 
هذه الفثرة . 

(أ) إذا كانت f‏ متزايدة 7 » فإن f‏ تكون متصلة عند نقطة داخلية 1٤ء‏ إذا 

وإذا فقط كان يوجد اکل 0< ع نقط 35> 26>« ×:٤[‏ بن محيث أن 

f(x) = f(x) < ع‎ 

(ب) إذا كانت ر متزايدة فى 1 ء فإن ر تكون متصلة عند نقطة داخلية 61ء 

إذا وإذا فقط كان 
sup {f(x):x > c}= f(c)= inf {f(x):x >c}‏ 
٠‏ -(ق) بفرض أن عر متزايدة فى [ط,ه]=1 معي القرين السابق وبفرض 
{f(x):x <c}‏ موده ل < inf {f(x):x‏ = يز 
إذا كانت 0< رز » نقول أن ر لماوثبة ير عند النقطة ‏ . 
(أ) إذا كانت عم وضح أنه يمكن أن توجد فئة محدودة من نقط فى / 
الى عندها ر يكون لها وثبة تزيد عن 1/۸ . 
(ب) وضح أن الدالة المتزايدة بمكن أن يكون لما على الأكثر فة محسوبة من نقط 


عدم الاتصال . 
مشروعات : 
8-٠‏ نفرض أن ع دالة فى ۸ إلى ۸ وليست مساوية للصفر تطابقياً وتحقق المعادلة 
الدالية 
g(x+y)= g(x)g(y)‏ عند #علابر 0 


الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن ع يحب أن تكون « دالة أسية » : 
(أ) اثبت أن ع دالة متصلة عند كل نقطة من ۸ إذا وإذا فقط كانت متصلة عند 
النقطة 0 = × . 


اقفن 


(ب) وضح آن 0<(×)ع لكل ×٤۸‏ 
)ج( أثبت أن 0(=1)ع . إذا كانت (1)ع=ه 2 فإن 4<0 ر 'ه=()ع 
re 0‏ لمم 
(د) الدالة ج تكون متزايدة بالضبط » أو ثابتة » أو متناقصة بالضبط على حسب 
کون 1>-()ع,1(<1)م ‏ »أو 1(>1)عم>0 . عنساتكون ۾ 
متصلة . 
(ه) إذا كانت 2(<1)م عند × فى فيرة ما 0,8(,8<0) فإن ج متزايدة 
بالضبط ومتصلة فى ۸ . 
(و) إذا كانت 0< ء فإنه يوجد عل الأكثر دالة متصلة واحدة ع تحقق (0) 
بحيث أن ۾ = (1)ع . 
(ز) نفرض أن 1 <» . بالرجوع إلى مشروع + -8 وضح أنه توجد دالة 
متصلة وحيدة تحقق ( « ) محيث أن ۾ = (1)عم . 
٠6‏ - 8 نفرض (0<×: ٤۸‏ »)=۶ ونفرض أن :2 + ۸:۲ دالة لا تساوی 
الصفر تطابقياً و تحقق المعادلة الدالية 
h(xy)=h(x)+h(y)‏ عند xyeP‏ لك 
الغرض من هذا اشر وع هو توضيح أن ۸ يحب أن تكون « دالة لوغاريتمية و . 
(أ) وضح أن ۸ متصلة عند كل نقطة من 8 إذا وإذا فقط كانت دالة متصلة عند 
النقطة 1 = × . 
(ب) وضح أن ۸ لا يمكن تعريفها عند 0 = × لتحقق () عند (0 < ×:۸») 
(ج) وضح أن ۸)1(=0 . إذا كانت 0< x‏ « 60م ء ùji‏ )كح رهز 
(د) وضح أنه إذا كانت 0 < (8)2 فى فثرة ما1 < ×: ٤۸‏ ») فإن ۸ تكون 
منز ايدة بالضبط ومتصلة فى مر . 
(ه) إذا كانت # متصلة » وضح أن #0(ج)ين عند 1ت . أيضااء أما 
2<0)طم عند 1<+اء. أو 0>(*)م عند 1<ع . 
(و) إذا كانت 1<ط» وضح أنه توجد على الأكثر دالة متصلة واحدة فى م و محقق 
0) وعحيث أن 1 = (ق)م . 
(ز) بفرض أن 1< 8 . بالرجوع إلى مشروع + -”* . وضح أنه توجد دالة 
متصلة وحيدة تحقق (†) محيث أن 1-(85)0 . 


امن 


الباب الواحد والعشرون ‏ دوال خطية : 

اخقصت المناقشة السابقة بدوال اختيارية معرفة فى جزء من الفراغ ”۸ إلى “۴ . قبل 
الاستمرار فى المناقشة نريد أن نقدم صنفاً من دوال بسيطة نسبياً ولكلبا هامة جداً بدرجة 
كبيرة » وتسمى « الدوال الحطية » والى تظهر ف تطبيقات كثيرة جدا . 

١ - ١‏ تعريف . يقال لدالة كر نطاقها ۸ ومداها فى 26 أنها خطية فى حالة 

)21.1( f(ax + by) = af(x)+ bf(y) 
.R° A x لحميم أ و فى 28# برو‎ 

ينتج بالاستنتاج من (وم - ١‏ ) أنه إذا كانت ...,٥‏ 8,ه تكون 7627 أعداداً 

حقيقية » 2,... ونوا > هى 72 عنصرامن ?۴ > فإن 
6 ل ل 

وقد لوحظ حالا أن الدوال فى مثالى ۲۰ - ٩‏ ( ب) ٠‏ 75 - 5 (ط) هى دوال خطية 
فى الحالة 1 = ي دم ء 2= ي حم > عل الترتيب . وف الحقيقة ليس من الصعب 
تمييز الدالة الخطية فى الحالة العامة من ”12 إلى “۸ . 

۲-١‏ نظرية . إذا كانت كر دالة خطية نطاقها "۴ ومداها فى “۴ » فيوجد وم 
أعداد حقيقية م > ز > 1 ,و > ¡ > 1 ,(يه) بحيث أنه إذاكانت (-32,... ,2× ,1) = × 
أى نقطة ئی ”8 وکانت (*2)/ = (ولا,... ,ولا ,)= ر هى صورتها تحت راع 
فنجد أن : 


وا + ° ° °+ ج61 611714 = Y1‏ 


Y2 = Ca1X1  Ca2X2 + ° °° + Capps 


)21.2( 


وبالمكس » إذا كانت (بن) مجموعة من هم من الأعداد الحقيقية ٠‏ فإن الدالة الى تنقل 
المنصر × فى ”8 إلى العنصر بز فى 22 طبقاً المعادلات ١١(‏ - ۲ ) هى دالة خطية نطاقها 
R°‏ ومداها فى R°‏ „ 
البرهان . بغرض أن ,© ,... ,دء ١,‏ عناصر للفراغ ٩”‏ ومعطاة بواسطة 
e2=(0,1,...,0),..., ep =(0,0,...,1‏ ,(0,... ,0 ,1) 
نفحص الصور هذه المتجهات تحت الدالة اللطية كر . نفرض أن 
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fe) = (Cn, C2 <<, C41)» 


f(e2) = (C12, C22,“ C42), 


f(ep) = (Cp, ول وم2©‎ Cap) 
. أى أن العدد الحقيى رر هو الاحدا الذى ترتيبه ة للنقطة (رء) ار‎ 


عنصر اختيارى (م×,... ,2< ,إ×) > × من الفراغ 22 مكن التعبير .عله ببساطة بدلالة 
المتجهات © ,....,2© ٠١,‏ فى الحقيقة 


)21.3( 


X = Xı€1 + X202 ل‎ ٠ ٠ * + XpEp 
بما أن كر خطية ء فينتج أن‎ 
f(x) - رو« + لك )ل‎ (e2) + ٠ ٠ ١+ xof (ep) 
إذا استخدمنا المعادلات (1؟ - + ) ء نحصل على‎ 
f(x) = X1(C11, C21, ٠ ٠, Cq1) + X2(C12, C22, ۰... , q2) 
+۰° °+ Xp(C1ps C2p5 <<» Cap) 
= (C11, C21X1, «۰, Cq1X1) + (C12X2, C22X2, . ۰. , Cq2X2) 
+° ° ¥ (C1pXp, C2pXps < «<, CapXp) 
= (CuXı + Cı2X2 + ٠ * ‘+ رامن‎ C21X1 F C22X2 F ° * * + CapXp, 


. 9 Ca1Xs + يدوي‎ +° ° ° + CapXp) 


هذا يوضم أن الاحداثيات الدالة (*) کر تعطى بالعلاقات (۲۱ - ۲ ) كالمطلوب . 
وبالمكس » من السبل تحقيق بحسابات مباشرة » أنه إذا استخدمت الملاقات )۲-۲١(‏ 
لمصول على إحداثيات رر للدالة بر من الاحدائيات رد للمنصر × فإن الدالة الناتجة تحقق 
العلاقة )١-۲١(‏ وإذن فهى خطية . سنحذف هذا الحساب حيث أنه سبل . 
وهو المطلوب إثباته 
يحب الإشارة إلى أن امجموعة المنتظمة المستطيلة للأعداد 
م ©1‏ *** 12© C1‏ 


(21.4( 


الى تتكون من © صف » م عمود > تسمى غالا المصفوفة المناظرة إلى الدالة الحطية ر . 
يوجد تناظر أحادى بين الدوال الحطية للفراغ ”۸ إلى ۸١‏ ء م × ي مصفوفات لأعداد 


لفن 


حقيقية . كا لاحظنا أنه مكن وصف مفعول الدالة ر بدلالة مصذوفها . سوف لا يكون 
من الضرورى تطوير أى من النظرية الشاملة للمصفوفات ٠‏ كيفما » لكن ستمتير المصفوفة 
)4-5١(‏ كاختزال لوصف مفصل لدالة اللطية ر . 

الآن سنبر هن أن الدالة المطية من ”22 إل 824 تكون أوتوماتيكياً ( ذاتيا أو تلقائيا) 
متصلة لإجراء هذا » أولا يفيد ذكر متباينة شفارتز فى الصورة 

ab 2+ b27 +۰۰۰+ bp}‏ +. ۰۰ + تيم + {a‏ = |رطيج + +٠ ١:‏ وطيه + رطره| 

نستخدم هذه المتبايئة لكل مقدار ف المعادلة ( 8١‏ - 8 ) لتحصل على » عند © 525 1 » 
التقدير ١‏ 


| ك‎ (lel + lea? +٠ ٠ °+ leyl “عا‎ > > leu اا‎ 


يجمع هذه المتباينات » نحصل على 
اس PPI‏ > “ادا 
الى مها نستنتج أن 
{FÊ la] Il‏ > ايرادا )21.5 


۴-١‏ نظرية . إذا كانت دالة خطية نطاقها ° ومداها فى “۸8 . فإنه يوجد 
مقدار ثابت موجب 4 بحيث أنه إذا كانت « و ل أى متجهين فى 2 . فإن 


)21.6( If) - f(o)ll = A lu — oll 
. لذلك » تكون دالة خطية "12 إلى ۸° متصلة عند كل نقطة‎ 


البرهان . قد رأينا » فى استنتاج قانون ( 7١‏ - ه ) أنه يوجد مقدار ثابت 4 بحيث 
أنه إذا كانت × أى عنصر الفراغ "۴ فإن |إع| 4 > ()م] . الآن نفرض < = بر 
ونستخدم خاصية الخطية للدالة كر لتحصل على (0)/-(0)/ = (ن-ه)ر =(») . وإذن + 
ينتج القانون ( ١ - ۲٠‏ ) من الواضح أن هذه العلاقة تضمن الاتصال للدالة كر ء» لأننا يمكننا 
جعل e‏ > |(ہ)؟- (ه)/|| بأخذ شاع > اس | إذا كانت 0< 4 . 


و مکن کتمرین توضيح أنه إذا كانت كر و چ دالتين خطيتين فى ۴ إلى *8 » فإن 
م8 +7 هى دالة خطية فى ۶ إلى 25 . بلمثل » إذا كانت 2 © © ء فإن “رم تكون 
دالة خطية . نترك للقارئ توضيح أن المجموعة (۴° ,”59)2 لكل الدوال الحطية فى ”۸ 
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إلى “2 هى فراغ متجه تحت ذه العمليات المتجهة . وسنبين فى القرينات كيقية تعريف 
عمود عل هذا الفراغ المتجه . 


تمرينات : 

٠ f)ه×(= دالة خطية إذا وإذا فقط (>اله‎ R7 + ©“ وضح أن‎ (Î) 

xyEeR" JS, لكل هعه‎ f(x+y)= f(x)+ f(y) 

١‏ -(ب) إذا كانت ١‏ دالة خطية للفراغ ۸° إلى 86 » وضح أن الأعدة للمصفوفة 
الممثلة (1؟ - ؛ ) للدالة كر تحدد العناصر فى ۴° الى ترمم إلا العناصر 

SE O 0), ex=(0.1,..., 01 ce e, = (0,0,...,1( 
. من الفراغ 227 بالدالة ر‎ 

١‏ -(ج ) بفرض ثر دالة خطية للفراغ ۴ إلى الفراغ 8١‏ والى تنقل المسناصر 
e:=)0,1(‏ .(1,0) دهم للفراغ :8 إلى المتجهات (1- ,0 ,1( > (©)/ ,)2,1,0( f(e)=‏ 
للفراغ ۴۸ . اعط مشيلا بالمصفوفة الدالة ثم . ما هى التجهات فى ۸ الى تكون الصور تحت 
ار للعناصر )3 ,1( و )1 ,1( و )0 ,2( ؟ 

١‏ -(د) إذا كانت كر تدل على الدالة الحطية فى مرين 8١‏ - ج ء اثبت أنه ليس كل 
متجه فى ۴ يكون صورة نحت الدالة كر لمتجه فى ۴7 . 

۱ - (ه) بفرض أن م أى دالة خطية من ٠‏ إلى ۸١‏ . وضح أنه ليس كل عنصر من 
تج هى الصورة تحت م لمتجه فى 7 . 

١-(و‏ ) بفرض 8 أى دالة خطية من '8 إلى ۸ . وضح أنه يوجد متجهات ليست 
أصفاراً ى 3م الى ترسم إلى متجه صفر فى 7 بواسطة # . 

١‏ - ( ز ) بفرض أن كر دالة خطية من 222 إلى ۸ و بفرض أن المثيل بمصفوفة الدالة ر هو 

a b 

a‏ م 
وضح أن 0*(*)/ عند 0 كج × إذاوإذافقط 44-040 = ىك 
- (ح ) بفرض أن الدالة ار ھی نفسہا فى تمرين ۲۱ - ز السابق . وضح أن ار ترسم 
“8 إلى 8° إذا وإذا فقط 2 40ء ط-4»=د . وضح أنه إذا كانت 0 نح لح فإن الدالة 
المكسية ر تكون خطية وتمثل بالمصفوفة 


اھ ا 
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۲١‏ - (ط) .بفرض ع دالة خطية من”ه8 إلى "8 . وضح أن ج تكون تناظراً أحادياً 
إذا وإذا فقط كانت 0-=(×)ع تضمن أن 0 = × . 

۲۱ -(ى) إذا كانت 4 دالة خطية وكانت تناظاً أحاديا من ”8 إلى “8 . وضح أن 
الدالة المكسية ۸٠١‏ دالة خطية فوقية من “8# إلى 8 . 

, (ك) 'وضح أن حاصل جمع وتحصيل دالتين خطيتين يكونان دالتين خطيتين‎ - ١ 

ب (ل) إذا كانت ث/ر راساً خطياً من ۸ إلى “8 » وعرف 

} = ااعا| sup MOON: x e R°,‏ = ماما 

وضح أن الراسم إإإ يعرف عموداً فى فراغ المتجه (*2 ,)£ لكل الدوال الخطية 
فى R’‏ إلى 20 . وضح أن أاحاا وماائماا > fC‏ لكل "عي : 
١؟-‏ (م) إذا كانت كر راا خطياً من ۴7 إلى “8 » عرف 
x € R°}‏ ,إلع|| M‏ = إإلع)م||: 0< M(F) = inf {M‏ 
وضم أن M() =| fl‏ 1 

۲١‏ - (ن) إذا كانت كر چ فى (0ه ,۶)۴ وضح أن چ ر تكون أيضافى (۴° ,)ل 
وأن ااا مانا > ماع»م!ا . وضح أن المتباينة مكن أن تكون صصيحة ودقيقة لدوال 
معينة من ر 6 8 . 

-١‏ (س) اعط مثالا لراسم خطى ۴ فى (۸° ,)2 مثلا بممصفوفة [ زر ] حيث نجد 


et}‏ ]> سانا 


١‏ -(ع) إذاكانت ( ۲٠١‏ - + ) تعطى المصفوفة الممثلة للدالة كر . وضح أن ممالا كدارها 
لكل اط 


الباب الثانى والعشرون ‏ خواص كروية لدوال متصلة : 
اعتبرنا فى باب 7١‏ الاتصال ٠‏ امحل ں ٠‏ أو بمعنی آخر كنا مهتمين بالاتصال عند 
نقطة . فى هذا الباب سوف نمم بإبحاد بعض خواص عميقة للدوال المتصلة . هنا سوف 
تختص بالاتصال. « الكروى » معى أننا سوف نفترض أن الدوال متصلة عند كل نقطة 
مالم توجد إشارة خاصة خلاف ذلك » ستدل كر إلى دالة نطاقها ( كر )2 محتوية فى "13 
ومداها فى “2 . نتذكر أنه إذا كانت 8 فئة جزئية للمدى فى الفراغ “۴ > فإن الصورة 
المكسية للفئة الحزئية 8 تحت ر هى الفئة 
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f (B)={xe D(f):f(x)e B} 

لاحظ أن (8)'-/ تكون تلقائياً فئة جزئية من النطاق ۲)f(‏ حى إذا كانت 8 ليست 
بالضرورة فئة جزئية من مدى الدالة كر . 

فى مناهج التوبولوجيا » حيث أحدها يكون أكثر اختصاصاً بالاتصال الكروى 
عن الاتصال امحل تستخدم النتيجة الآنية غالباً كتعريف لاتصال كروى ويتضح أهيتها 
سالا . 

١؟‏ - ١‏ نظرية الاتصال الكروى ٠‏ النصوص الآتية تكون متكافئة . 

(1) كر تكون متصلة فى نطاقها ( )2 . 

(ب) إذا كانت © أى فئة مفتوحة فى “۴ » حينئذ توجد فئة مفتوحة 6 لى 
dı RP‏ أن (0)/-()02,© 

(+) إذا كانت 8 أى فة مغلقة فى “8 » حينئذ توجد فئة مغلقة ,8 فى "۴ 
يٹ أن HıN D(f)= f '(H)‏ 

البرهان . أولا » سنفترض أن ( أ) تظل قائمة ونفرض أن © فة جزئية مفتوحة 
فى الفراغ “جر . إذا كانت © تنتمى إلى (0)+-كرء حينئذ عا أن © جور الدالة (ه) لر 
فينتج من اتصال الدالة ر عند 4 أنه يوجد فة مفتوحة () 0 بحيث أنه إذا كانت 
(2)(010)0عع فإن ©ع(*)/ . نختار (2)4 لكل ۾ فى (1)6- / ونفرض 
أن ,© هى الاتحاد للفئات (57)0 . من نظرية ٩‏ - م (ج ) »> نجد أن الفئة ,6 مفتوحة 
ومن الواضح أن (6) = (7/) 2602© . إذن (أ) تدل على (ب) . 


الآن سنوضح أن (ب) تدل على (أ) . إذا كانت © نقطة اختيار ية فى النطاق ( / )2 » 
وكانت © جواراً مفتوحاً للدالة (ي) كر ء فإن شرط ( ب) يدل على أنه يوجد فئة مفتوحة 
© فى 80 بحيث أن( ©)" / = (/0 6:01 ما أن © ع (6)/ فينتج أن ٩66:‏ وإذن 
,© جوار النقطة © . إذا كانت 6:١0 2)f(‏ ©* فإن f)×(٤6‏ وإذن f‏ تكون 
متصلة عند النقطة ي هذا يبرهن أن شرط (ب) يدل على (1) . 

الآن نبرهن على تكافؤ الشرطين (ب) ء ( ج) . أولا نلاحظ أنه إذا كانت 8 أى فئة 
جزئية من الفراغ ۸٩‏ وإذا كانت 2618 - 0 » فنجد أن 0 f (8(۸ ۴ ')€C(=‏ 

)22.1( D()=f (B)Uf *(C) 
Cı = RX Bı لمر‎ D(f) = f "(8) إذا كانت ,8 فئة جزئية من الفراغ ° بحيث أن‎ 
« CıNf '(B)=® i 
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)22.2 D(f)=(BıND(f)U(CıN D(f) = f (B)U(CıN D(f) 

القانونين (۱-۲۲) » ( ۲-۲۲) يكونان مثيليين للنطاق ( كر )2 كالاتحاد للدالة العكسية (8) 12 ر 
مع فئة أخرى الى لاتوجد فقط مشتركة معها . وإذن نحصل على (©)0-/ = (/) 0,62 

نفرض أن (ب) تظل قائمة وأن 17 مغلقة فى ٩°‏ استخدم البرهان المتهى حالا فى الحالة 
الى عندها 8-2618 C=H‏ ., وإذن 8 › B8,‏ فنتان مفتوحتان فى 26 > 
۴ » عل الترتيب » لذلك تكون 8 |8 >0 مغلقة فى ”8 . هذا يوضح أن (ب) تدل 
على (ج). 

لتوضيح أن (ج ) تدل عل (ب) > استخدم المناقشة السابقة عند ©2616 - 8 حيث 
© فئة مفتوحة فى “1226 . 

فى الحالة الى فييا ”۸ > (/)122 ٠‏ تصير النتيجة السابقة بسيطة لدرجة ما . 

۲-۲ نتيجة . نفرض أن ر معرفة فى كل الفراغ ”۴ ومداها فى “2 . فإن النصوص 
الآتية تكون متكافئة : 

(1أ) ۶ تكون متصلة فى ° . 

(ب) إذا كانت © مفتوحة فى “۸ » فإن (6) ۴ تكون مفتوحة فى "+1 

( ج) إذا كانت £ مغلقة فى 26 ء فإن (1)81-/ تكون مغلقة فى °° . 

يحب أن نو كد أن نظرية الاتصال الكروى ( ١؟‏ - ١‏ ) لم تذكر أنه إذا كانت الدالة كر 
متصلة وإذا كانت © فة مفتوحة فى ”۴ > فإن الصورة المباشرة (6 © < : (<)/) = f)6(‏ 
تكون مفتوحة فى 224 . فى الالة العامة » لا تحتاج دالة متصلة إلى إرسال فئات مفتوحة إلى 
فئات مفتوحة أو فئات مغلقة إلى فئات مغلقة . مثال ذلك » الدالة ر فى ۳ إلى 2 » المعرفة بأنها 


1 
f= Ty 


دالة متصلة فى 1# [ فى الحقيقة » قد لوحظ فى مثالى ١٠۲-ه‏ ( أ ) > (ج) أن الدالتين 1 = (×)رf‏ » 
“د -(2)ءم عند 8ع متصلتان عند كل نقطة . 
وينتج من نظرية ٩ - ٠٠‏ ء أن 
x, xeR‏ +1 ع عادر 
تكون متصلة عند كل نقطة وما أن ور لا تتلاشى أبدا » فإن النظرية نفسها تدل على أن 
الدالة ٣ر‏ المعطاة أعلاه تكون متصلة فى 8 “إذا كانت © فئة مفتوحة (1,1- ) = @ , 
فإن [1 ,)= (6)؟ »ء وهى ليست مفتوحة فى ۸ . بالمثل » إذا كانت © هى الفئة المغلقة 
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H=]xeR:x > 1(‏ فإن f)81(=)0,2[‏ ء وهى ليست مغلقة فى ۸ . يالمثل » الدالة 
7[ ترسم الفئة ۸ » الى تكون إما مفتوحة أو مغلقة فى ۸ > إلى الفئة f)۸(=)0,1[‏ »> 
الى ليست مفتوحة وليست مغلقة فى 82 . 


المغزى للملاحظات السابقة هو أن خاصية ألفئة من حيث كوبا مفتوحة أو مغلقة 
لا تظل قائمة ضرورياً تحت راسم لدالة متصلة . لكن » توجد خواص هامة لفئة تحتفظ 
بها الفئة تحت راسم متصل . مثال ذلك » سنوضح الآن أن خواص الارتباط والدمج للفئات 
لما هذه الميزة . 


حفظ الاتصال أو الارتباط : 
نتذكر من تعريف ١ - ١‏ أن الفئة 7 فى ”۸ تكون غير مرتبطة إذا كان يوجد 
فثتان مفتوحتان 8 و 4 فى الفراغ ۴۴° میٹ أن 1م ۸ » ع م 8 فتتان غير متصلتين 
وغير خاليتين واتحادهما هو 7/ . فئة تكون مرتبطة إذا لم تكن غير متصلة . 
۳-۲ حفظ الارتباط . إذا كانت 5)f(‏ ]ع مرتبطة فى ”22 وكانت الدالة كر 
متصلة فى 77 فإن (11) / تكون مرتبطة فى 224 . 


البرهان . نفرض أن / هى تقييد الدالة ٣‏ إلى الفئة 7 بحيث أن D(h)=H‏ 
و(*)/ = (»)۸ لكل 1515 ع« . نلاحظ أن ١‏ (1(=۸)34)؟ وأن ۸ متصلة فى 2 . 


إذا كانت (8)/ = (2) f‏ ليست مرتبطة ی 124 » فإنه يوجد فئتان مفتوحتان 8 و4 
فى “2 بحيث أن (۸)334 ۸ ۸ ۰ (14) ۸۸ 8 فتان غير متصلتين وغير . خالیتین واتحادها هو 
(۸)11 . ومن نظرية الاتصال الكروى ۲۲ - ١‏ © نجد أنه يوجد فثتان مفتوحتان ,28 
و 4 فى ”#2 بحيث أن 

AıNH=k XA), BıNH=h™(B) 

هذه التقاطمات ليست خالية وعدم اتصاها ينتج من عدم اتصال الفئات ١۸)8(‏ ۸4 » 
BN h(H)‏ . الفرض بأن اتحاد الفئات h(H)ga BNh(H) «< A^ h(H)‏ يدل 
على أن اتحاد BıNH < A, 0H‏ هو H‏ . لذلك « يدل عدم ارتباط f(H) = h(H)‏ 
على عدم ارتباط 77 . وهو المطلوب إثباته 


الكلمة الفعلية « متصلة » تقترح أنه لا يوجد « انفصالات » مفاجئة فى الرمم التخطيطى 
للدالة » ومن ثم لا تكون النتيجة الآنية بأى طريقة غير متوقعة » لكن » مطلوب من القارئ 
أن يحاول إيجاد برهان مختلف هذه النظرية وسوف يصل إلى تقدير عمقها . 
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۲ - 4 نظرية القيمة المتوسطة لبولتز انو . نفرض أن (/)2 > ۲1 فة جزئية مرتبطة 
من الفراغ 22 وبفرض أن ث/ر متصلة فى 5 وأن ها قما فى الفراغ ۸ . إذا كانت ۸ أى عدد 
{f(x):x € H}‏ مده > inf {f(x):x e H}< k‏ 
فإنه توجد على الأقل نقطة وأحدة من / ٠‏ حيث تأخذ كر عندها القيمة £ . 
البرهان . إذا كانت (8)ر م ء فإن الفنتين ‏ > 1ع م اء 
R: < k}‏ )= 8 تكونان قطماً للدالة (51)/ ما الف النظرية السابقة 
وهو المطلوب إثباته 


حفظ الادماج ( الدموج ) : 


سنعرض الآن أن الخاصية المامة للإدماج ,عكن حفظها تحت رامم متصل . سنتذكر 
أنه نتيجة لنظرية هاين - بوريل المامة ١١‏ - م تكون فثة جزئية × من الفراغ "۴ 
مدمجة . 

إذا وإذا فقط كانت مغلقة ومحدودة فى ۸° . أى أن النتيجة الآثية .بمكن أن تكون 
صياغتها بقولنا أنه إذا كانت × مغلقة ومحدودة فى 2 وإذا كانت ث/ر متصلة فى × ومداها 
فى "۴ »ء فان (ك/) ر تكون مغلقة ومحدودة فى 26 . 

7 - ه حفظ الإدماج ( الدموج ) . إذا كانت K>2)(‏ مديجة و كر متصلة 
فى × » فإن (14)/ : تكون مدمحة . 

البرهان الأول . نفرض أن متعلقة ومحدودة فى الفراغ "3 وسنوضح أن () ار 
مغلقة ومحدودة فى الفراغ “۸ . إذا كانت )K(‏ ر ليست محدودة » لكل ١ 6N‏ فإنه توجد 
نقطة ير فى ڄ حيث ۸١‏ < |إ(.)/| . ما أن × محدودة فإن المتتابعة (ي*) = × 
محدودة » ومن ثم ينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 15 - 4 أنه يوجد متتابعة جزئية من 
× وتتقارب إلى عنصر × . وما أن ×ع ,ير حيث لزج م فن النقطة × تنتمى إلى 
ألفئة المنلقة ‏ . ومن ثم تكون كر متصلة عند × » وإذن ر نكون محدودة بالمقدار 
1+|(<)/] فى جوار × . بما أن هذا يخالف الفرضص بأن 8 = |(<)/|ا فإذن الفعة 
f )£(‏ معدردة . 

سنبر هن أن () تر مغلقة بتوضيح أن أى نقطة تجميع بز من () “ريحب أن تكون محتوية 
فى هذه الفئة . فى الحقيقة » إذا كانت : عددا طبيعياً » فإنه توجد نقطة ,2 فى × محيث 


أن 1/8>|إنا-(.2)/| . ومن نظرية بولتزانو فيرشتراس ٠-٠١‏ ء نجد أن المتتابعة 
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(,2) = 2 ها متتابعة جزئية (رى.) =7 بحيث تتقارب إلى عنصر 2 . ما أن × مغلقة . 
فينتج أن >1 2 وتكون الدالة كر متصلة عند 2 لذلك 
f(2)= lim (f(zneo)) = y‏ 


ما يثبت أن ر تنتمى إلى (۸) ۶ . ومن ثم (6) f‏ مغلقة . 


البرهان الثانى . بتقييد ار إلى × ممكننا فرض أن ٤‏ = (كر)2 . نفترض الآن أن 
[.6] دي هى عائلة من فئات مفتوحة فى 26 الى اتحادها يحتوى )K(‏ ر . ومن نظرية 
الاتصال الكروى ۲۲ - ١‏ نجد أنه يوجد لكل فثة ى © فى © فئة جزئية مفتوحة .© من "12 
يحيث أن (.6) =f‏ 2 ص ,0 . العائلة (.10- 6 تتكون من فئات جزئية مفتوحة من 
”8 » نحن نطالب بأن الاتحاد هذه الفئات يحتوى × . لأنه » إذا كانت x٤٤‏ » 
فإن (*) كر تكون محتوية فى )٤(‏ كر ء ومن ثم تنتمى (×) كر إلى فئة ما .6 ومن التركيب 
تنتمى ند إلى الفئة المناظرة .© . ماأن ‏ مدمجة » فتكون محتوية فى الاتحاد لعدد محدود 
من الفئات فى 7 وتكون صورتمها () ٣ر‏ محتوية فى الاتءاد لعدد محدود من الفئات المناظرة 
فى € . وما أن هذا صحيح لعائلة اختيارية ي من فثات مفتوحة تغطى )K(‏ ار فتكون 
الفثة () f‏ مدمجة فى 226 . 


إذا كان المدى الدالة هو © فإنه بمكن أحيانا إعادة صياغة النظرية الآتية بقولنا إن دالة 


5-7 نظرية القيمة العظمى والصغرى . نفرض أن (/)2 > × مديجة فى "72 ونفرضص 
أن ر دالة متصلة ذات قيمة حقيقية . إذن يوجد نقط *× » × فى × بحيث أن 


f(x*) مده ع‎ {f(x):x e K}, f(x) = inf {f(x):x »ع‎ K} 
ر محدودة‎ )K( البرهان الأول . بما أن × مدمجة فى ”2 » فينتج من النظرية السابقة أن‎ 


فى ۸8 . نفرض أن f)K(‏ صداد - 24 ونفرض أن (.×) متتابعة فى × بحيث أن 
fn) = M—1/n, neN‏ 


ينتج من نظرية بولاز انو فيرشتراس ١5‏ - 4 » أن تقترب متتابعة جزئية ما (رى,×) إلى لهاية 
يزع *ير . ما أن كر متصلة عند *× ء فيجب أن يكون 34 = ((بمد)/)صةا = f)x*(‏ 
برهان وجود ړ× مشابه ماما . 

البرهان الثانى . بتقييد f‏ إلى ع » يمكننا فرض أن × = (ثر) 2 . نضع 
M = sup /)16(‏ . إذن لكل "n € N‏ » نفرض }م/1- le G.={ue R:u > M‏ أن 


1A4 


,6 مفتوحة »> فينتج من نظرية الاتصال الكروى 88 - ١‏ أنه يوجد فئة مفتوحة ,© 
فى "2 محيث أن 
CNK ={xeK:f(x)< 84-10‏ 

الآن إذا م نصل إلى القيمة ۸4 » فان اتحاد العائلة (10 - 6 لفعات مفتوحة تحتوى 
جميع الفئة × . حيث أن × مديجة والمائلة (0016©) متزايدة » فإنه يوجد 76 
بحيث أن 12-20 . لكن حينئذ نحصل على 1/7- M1‏ >(2)م لكل ©6اع» » 
مما خالف الحقيقة الى تقول أن ()/ M١ - sup‏ وهو المطلوب إثياته 

إذا كانت ر لها مدى ى26 حيث 1 < ي » فإن النتيجة الآتية تكون أحيانا مفيدة . 

۷-۲ نتيجة . نفرض أن كز دالة فى ”8 -(/)82 إلى 86 ونفرض أن 
(7)م Ke‏ مدمجة . إذا كانت ر متصلة ى × ع حینئذ توجد فقط *× › پ× فى ٤‏ 
بحيث أن 

If = sup ع :|(«) ما‎ € Kl, ودام‎ = inf )را‎ |: : € K} 

ينتج من نظرية ۲١‏ - ۲ أنه إذا كانت ٩“‏ < ”۸ :| خطية » فإنه يوجد مقدار ثابت 
M >0‏ بحیٹ أن ||ندا| 34 > اا() ٣اا‏ لجميع "8 × . لکن لیس ععیحاً داماً أنه يوجد 
مقدار ثابت 0 < و بحيث أن |ا×اا ٣‏ = |()/|| نكل "8 ع × . الآن سنوضح أن هذه ھی 
الحالة فقط وإذا فقط كانت كر دالة خطية ادخالية . 

۸-۲ نتيجة . نفرض أن 227 ج ”۸ :؟ دالة خطية . إذن كر تكون دالة إدخالية 
أو دالة ولوجية إذا وإذا فقط كان يوجد 0 < ” عيٹ أن || < |إ(«)/| لكل 
R?‏ ته 

البرهان . نفرض أن × دالة إدخالية » ونفرض أن (1 = إإ×||: "2 ع »«) - 5 وحدة 
الكرة المدمجة فى ° . 

يوجد من نقيجة ۷-۲۲ ٤‏ ع يعد : حيث أن (5 > × :|| (٭) ۶ا كهذ = م = ]ما أن 
كر ولوجية فان 0<|(»<)/|| - بم . ومن ثم 0< n‏ <إ(ع)/| لكل xeS‏ 
الآنء إذاكانت 0ك ulllull iji «< ue FR”,‏ تنتمى إلى 5 وينتج من کون ر خطية أن 
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= rq = ” 


ومنها ينتج أن ٠۸||»||‏ < |ل(») || الحميع ”۸ ع بن ( لآن النتيجة بسيطة عند 0 = ا ) . 
وبالعكس + نفرض أن |اءدا| ۸ = ||(<)م/|| لكل "2 ع × . إذاكانت (ر×) f‏ = (ر×) ک٤‏ 


فنجد أن 
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ادك = m lx‏ > إل = f(x > [f(x‏ دعم -0 
الى تدل على أن ر× = ,× . لذلك تكون الدالة ر ادخالية وهو المطلوب إثباته . 


إحدى النتائج الماهشة لنظرية ۲۲ - ه هى أنه إذا كانت ثر دالة متصلة وإدخالية فى نطاق 
مدمج فإن الدالة العكسية 2 كر تكون متصلة تلقائيا . 

۲۴ - 4 اتصال الدالة العكسية . نفرض أن × فئة جزئية مدمجة من 29 . 

ونفرض أن ثر دالة متصلة إدخالية بنطاق × ويمدى (16)ثر فى “8 . حينتذ تكون 
الدالة المكسية متصلة بنطاق )K(‏ گر ومدى 2 . 

البرهان . نلاحظ أنه حيث ‏ مدمجة » فإن نظرية ۲۲ -ه تدل على أن (£) ار مدمجة 
ومن ثم مغلقة . ما أن ر إدخالية من الفرض » فإن الدالة العكسية ر = چ تكون معرفة . 
افرض أن 2 أى فئة مغلقة فى ”722 واعتير ج م 5 » حيث أن هذه الفئة محدودة و مغلقة فتؤكد 
نظرية ۹ - ٠‏ (ج ) » ونظرية بوريل هاين أن 11016 فئة جزئية مدمجة من 0ج[ . فستنتج 
من نظرية ۲۲ - ه › أن (581076)/ = H1:‏ مديجة ومن ثم فهى مغلقة فى 2 . الآن إذا 
كانت + كر = چ ء فإن 

Hı= f(HNK)=g XH) 
ما أن ,8 فئة جزئية من ()2 = () ر » فيمكننا كتابة المعادلة الأخيرة فى الصورة‎ 
11,602 ع - (ع)‎ (BH) 
. (ج ) » نستنتج أن ر = ع تكون متصلة‎ ١ - ۲۲ من نظرية الاتصال الكروى‎ 
وهو المطلوب إثباته.‎ 

سنخ هذا الباب بتقديم بعض المدلولات الى ستكون مناسبة . 

٠١ - ۴‏ تعريف . إذا كانت 27 > 2 . فإن المجموعة لكل الدوال المتصلة فى 2 إلى 
R٩‏ يرمز ها بالرمز (2)©) . الجموعة لكل الدوال المحدودة المتصلة فى 2 إلى “غ1 
يرمز لا بالرمز ((8)<,)2 . إذا كانت م ء © معروفتين بالفهم ٠‏ فسترمز لاتين 
المجموعتين فقط بالرمزين (0)8) ٠»‏ ()80 . 


الخزء الأول من النتيجة الآنية هى نتيجة من نظرية ١ - ٠١‏ . والزء الثانى يبر هن بنفس 
طريقة برهان مفترض ۸-۱۷ . 


١١ - ۴‏ نظرية . (أ) الفراغات (2),رب© » (800,)2 هى فراغات متجهة تحت 
العمليات المتجهة . 


كما 


. +62 عند‎ (f+g)(x)=f(x)+ g(x), (cf)(x)=cf() 
. الفراغ (8))2 هو فراغ عمودى تحت العمود‎ )( 
دما‎ = sup {lfC)ll:x € D} 
C,q(D)= BC,,(D) بالطبع » فى الخحالة الخاصة الى فيها 8 فئة جزئية مدمجة من ”۴ » فإن‎ 


۴ - (أ) فسر نظرية الاتصال الكروى ١-۲۲‏ للدالتين ذات القيمة الحقيقية ×= (×) ار »> 
g(x)=1/x, x#0‏ . خذ فئات مختلفة مفتوحة ومغلقة وحدد صورها المكسية تحت “روع. 

۴ - (ب) إذا كانت © > 11:8 معرفة بأنها 

,1 > :ع 0 h(x)=1,‏ 
خلاف ذلك ,0= 

أعرض فة مفتوحة © بحيث أن (1)6 ۸۳ ليست مفتوحة فى ۴ ع واعرض فة مغلقة ۴ 
بحيث أن (۸1)۳ ليست مخلقة نی ۴ . 

؟؟ - (ج) إذا كانت ار عدودۃ وبتصلة فى ”8 إلى ۸ وإذا كانت 0 < (م×) ر » وضح 
أن ر موجبة مضبوطة فى جوار ما للنقطة م× . هل نفس الاستنتاج يظل قائما إذا كانت /ر 
متصلة فقط عند 0* ؟ 

۲ - (د) إذا كانت ۴ <+<”۸:م كثيرة الحدود > وكانت 2626© » وضح أن الفعة 
| (©>(06,2م:(100,2| تكون مفتوحة فى ۴ . 

؟؟-(م إذا كانت 8ج ”۴:۸ متصلة فى ۴° » 8 > » > أثبت أن الفثة 

f(x) =8}‏ = »8:2 ع<) تكون مغلقة فى ٩?‏ . 

١١‏ -(و) تكون فثة جزئية “2# غير مزتبطة إذا وإذا فقط كان يوجد 
دالة متصلة ۴ + : میٹ أن (1 ,0) = (2) f‏ . 

۴ - ( ز) بفرض گر متصلة فى ۴۶ إلى ۸٩‏ . عرف الدالتين وع و مع فى ۸ إلى "8 بالآق. 

f(t, 0), g(t = f(0, ©)‏ = )رع 

أثبت أن رع و 1ع متصلتان . 

۲۲~ )ج( بفرض أن 82 و 1ه و ك مرتبطة بالقوانين المذكورة فى المرين السابق . 
ثبت أنه من خاصية اتصال رع ء وع عند 0 =£ ء لا يمكن البرهنة على اتصال ر 
عند (0 ,0) . 
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٣م‏ - (ط) اعط مثالا لدالة فى [1 ,0] =۴ إلى ۸ بحيث تكون غير محدودة . 

++ (ى) اعط مثالا لدالة محدودة كر ى 13 إلى ۸ والى لا تتناول أى العددين 

inf {f(x):x e } ا‎ sup {f(x):x € BÛ 

٣‏ (ك) اعط مثالا لدالة بم متصلة ومحذودة فى ۴ إلى 8 والى لا تستطيع أن تقبل 
أى العددين sup {g(x):x € RF}‏ أو inf (g(x):x e R}‏ 

٢‏ - (ل) وضح أن لكل كثيرة الحدود ذات درجة فردية ومعاملات حقيقية جذرا 
حقيقيا . وضح أن كثيرة المحدود 9-*+*7 + *+ > ()م 0 الها على الأقل جذران حقيقيان . 

+ -(م) إذا كانت 0 < © و # عددا طبيعياً » فإنه يوجد عدد موجب وحيد 8 
عيث أن b"=c‏ 

۲ -(ن) نفرض أن ر دالة متصلة فى 1 إلى ۴ حيث 1 > (0) ر ء 0 < (1) ر 
إذا كانت (0>(٭)e1:f×) N=‏ وإذا كانت sup N‏ عم «فائہت أن 0 = () ر 

۲ -(س) نفرض أن ثر دالة متصلة فى 8 إلى ۸ والى تتزايد بدقة ( معى أنه إذا كانت 
”× > “د فإن (”*) ر > (*) كر) . أثبت أن كر دالة إدخالية وأن دالا المكسية “ر 
تكون متصلة ومتزايدة مضبوطة . 

-(ع) بفرض ٣‏ دالة متصلة ی ۸ إلى ۸ وإلتى لاتستطيع أخذ أى من قيمتها مرتين » 
فهل صحيح أن ر يحب أن تكون متزايدة بدقة أو متناقصة مضبوطة . 

٢‏ -(ف) بفرض ع هى دالة لی 1 إلى #ء أثبت أنه إذا كانت م تستطيع أخذ كل 
من قيمها بالضبط مرتين » فإن ع لا بمكن أن تكون متصلة عند كل نقطة من 1 . 

٢‏ - (ص) بفرض ٣‏ دالة متصلة فى الفترة [27 ,0] إلى #وبحيث أن (2۸) ثر -(0) ر. 
أثبت أنه يوجد نقطة © فى هذه الفترة محيث أن (۸ + ) ر = () کر ( ارشاد : اعتبر 
۸ + ٭) ر س (×) ر = (×)ع) . استنتج أنه يوجد ء عند أى وقت ء نقط فى المهة 
المقابلة من الكرة الأرضية على خط الاستواء الى ها نفس درجة الحرارة . 

۴ - (ق) إذا كانت 8° + (+0,2]:© معرفة بأنبا 2 هذه ,م 08© ) = (م) ب 
عند (0,27]؛ . حينئذ ب تكون راسما متصلا إدخاليا فى الفترة (27 ,0] إلى دائرة 
الوحدة (1 =*ر + 6:2 (e‏ )) =8 .. أثبت أن (25 ,0] ج فى : لحب لا يمكن أن 
تكون متصلة ( نستنتج أن نظرية ۲٣‏ - 4 رما تفشل إذا كان النطاق ليس مدمجا) . 
مشروع : 

0-7 الغرض من هذا المشروع هو توضيح أن كثيرا من النتائج فى باب ۲۴۳ تظل 
صصيحة للدوال المتصلة الى: نطاقها ومداها تكون محتوية فى فراغات معرية . ( لإثبات هذه النتائج 
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رما لاحظ أنه إما أن التعاريف السابقة ممكن تطبيقها اك ممكن صياغتها 
ثانيا لعمل هذا ) . 
(1) وضح أن نظرية ۲۰ - ۲ يمكن صياغتها لدالة من فراغ واحد مترى إلى آخر . 
(ب) وضح أن نظرية الاتصال الكروى ۲۲ - ١‏ تظل صعيحة بدؤن تغيير . 
(ج) أثبت أن خاصية حفظ الارتباط أى نظرية ۲۲ - م تظل صحيحة . 
( د) أثبت أن حفظ الإدماج أى نظرية ۲۲ - ه تظل قائمة . 


الباب الثالث والعشرون - اتصال منتظم ونقط ثابتة : 

بفرض أن ر معرفة فى فئة جزئية ( f‏ )0 من ”8 إلى “82 . فقد لوحظ سابقاً أن النصين 
الآتيين متکافغان : ١‏ 

() كر تكون متصلة عند كل نقطة فى ( 2)۶( . 

(نة) بأعذ 0 < ع 620226٠‏ » فإنه يوجد 0 < (بدرع)8 بحيث أنه إذا 
كانت × تنتى إل (ر) 2 ٠‏ 8 ك |[ ع|| فإن 8ك [[(مم مرب () 7 || . 

الشىء الملاحظ هنا هو أن 8 تعتمد » بوجه عام » على كلا من ع » * أى أن توقف 
5 على * هو انعكاس الحقيقة الى تقول إن الدالة رما تغير قيمها بسرعة بالقرب من نقط 
معيئة وببطء بالقرب من نقط أخرى . 

الآن بمكن أن يحدث أن دالة تكون بحيث أن المدد 8 مكن اشتياره بحيث لا يعتمد 
على النقطة م فى ( أ )0 ويعتمد فقط على 8 . مثال ذلك » إذا كانت ×2 = (×) ر » فإن 

f(u)| = 2 |x — u|‏ )را 

وبذلك بمكننا اختيار 8/2 = (/8 و8)8 ليع قم ت . 

ومن ناحية أخرى » إذا كانت ×/1 = (×)ع عند 0 < × » حينئة . 


خط - (مر)ي ‏ رمع 


إذا كانت » > 8 > 0 ء 8 ك [ه ‏ ×| فسنترك للقارىء توضيح أن 


حي > اع - مها 


وأن هذه المتباينة لا ممكن تسيا » حيث التساوى نى القيقة يظل قاتماً عند 8 م = × _ 
إذا أردنا جمل 6 ك | (»)ع س(×)ع| فإن أكبر قيمة للعدد 8 الى مكنا اختيارها هى 
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eu 
1+eu 


أى أنه إذا كان 0< س ء فإن ع تكون متصلة عند » لأننا مكننا اختيار 
(باع + 1/)1= u(‏ ,8)8 وهذه تكون أكبر قيمة مكنذا اختيارها . ما أن 
eu‏ 
n (rg: >0} =0‏ 


فإنه لا مكننا الحصول على 0 < (2 و )5 الى لا تتوقف على اختيار = لحميع النقط 0 < 4«. 


8(e, u)= 


الآن سوف نقيد ع لنطاق أصغر . فى الحقيقة » نفرض أن 4<0 ونعرف ×/۸)×(=1 

عند © < × . إذن يوضح التحليل الذى أجريناه حالا : أنه مكننا استخدام نفس قيمة (/) ,8 )8. 
لكن ء هذه المرة يكون النطاق أصغر وأن 

2 2 

int (iu > a} = م2‎ 

PEER a 1+ea 
وإذن إذا عرفنا  (4ع + 1)/ ع -(ع)8 » فإنه يمكننا استخدام هذا المدد لمميع النقط‎ 
۾ < » . لكى نساعد فى تثبيت هذه الأفكار » يحب على القارىء أن يتصفح بسرعة الأمثلة‎ 


٠‏ -ه وأن دد فى أى الأمثلة اختيرت 8 بحيث تعتمد على السؤال وفى أى الأمثلة اختيرت 
8 مستقلة عن النقطة . 


بهذه القهيدات نقدم الآن التعريف الأساسى . 

۱-۴ تعريف . نفرض أن ثر هما نطاق ( )0 فى ?م ومدى فى 26 . نقول 
إن / متصلة بانتظام فى فئة =1()f(‏ ۸ إذا كان يوجد لكل 0 < م » 0< (8)8 
بحيث أنه إذا كانت × » » تنتصيان إلى 4 ٠‏ (8)8 > |إ«ه-*|| .> فإن 

|| م ر‎ —f (|| se 

من الواضح أنه إذا كانت الدالة ٣ر‏ متصلة بانتظام فى 4 » فإنها تكون متصلة عند كل 
نقطة من 4 . لكن » لى الحالة العامة العسكس ليس ععيحاً . من المفيد أن نتذكر ما المقصود 
بقولنا إن دالة ليست متصلة بانتظام ء لذلك نقرر معيارا مثل هذا تاركين برهانه للقارىء . 


۴۳ - ۲۴ مفترض . شرط نمرورى وكاف لأن تكون الدالة ر غير متصلة بانتظام 
فى ()2 - ىم . هو أنه يوجد 0 < م › ومتتابعتان (منز) = 7 و(,*) = × فى 4 
بحيث أنه إذا كانت ¥ 6^ فإن 1/8 ك || — (a) — f (p)|| > 8o < [xg‏ 7 || 

كتمرين يحب على القارىء أن يستخدم هذا المعيار لتوضيح أن.*/1 = (×)ع ليست 
متصلة بانتظام فى (0 < × : «) = (ع)2 . 


ل 


الآن سنقدم نتيجة هامة تؤكد أن أى دالة متصلة تكون تلقائيا متصلة بانتظام فى أى فة 
مدمجة فى نطاقها . 


۴ - ۴ نظرية الاتصال المنتظم . نفرض أن ثر دالة متصلة بنطاق ( ()f‏ فى ”?۴ 
ومدى فى ٩°‏ . إذا كانت (/)2 > × مدمجة » فإن ر تكون متصلة بانتظام فى × . 


برهان أول . نفرض أن گر ليست متصلة بانتظام فى × حسب مقارض مج لد ۲ »> 
يوجد 0 < = ومتتابعتان (ڕ×) ٠‏ (ڕر) فى × بحيث أنه إذا كانت "٤۸‏ » فإن 
مع  [f(xn) - f(ynD||>‏ ,1/9 > الم - مرا (23.1) 
ما أن عل مديحة فى ”12 المتتابعة لإ محدودة » فينتج من نظرية بولتزانو فيرشتراس 4-10 » 
أنه يوجد متتابعة جزئية (رم() من (,) بحيث تتقارب إلى عنصر 2 . ما أن ٤‏ 
مغلقة » فإن الباية 2 تنتمى لى ٠‏ فتكون الدالة كر متصلة عند 2 . من الواضح أن 
المتتابعة الحزئية المناظرة (رم.«) من ۲ تتقارب أيضاً إلى 2 . 


ينتج من نظرية ۲۰ - ۲ (ج ) أن كلا المتتابعتین ((رى,ر)م) ر ((ر.5*)/) تتقارب 
إلى (ع) ۴ . لذلك » إذا كانت £ كبيرة كبرا كافياً » فإننا نمحصل على 20 > || ¥60( ۴ = (x)‏ || 
لكن هذا مخالف العلاقة الثانية فى( مم لس .)١‏ 


برهان ثان . ( يمكن عطاء برهان قصير بحيث يتوقف عل نظرية غطاء لبسيج ١١‏ - ه » 
لكن نفضل استخدام تعريف الإدماج ) . نفرض أن ر دالة مجصلة عند كل نقطة للفئة المدمجة 
£ . طبقا لنظرية ۲۰ - ۲ (ب) » بأخذ 0<: و 2 فى × نجد أنه يوجد عدد 0<(مارع 4 )8 
بحيث أنه إذا كانت ٤×‏ × و (ناره ‡ )8 > || || فينع 3 > ||( عر 9 ير || 
لكل ين ى × ء كون الكرة المفتوحة ((ب G(u) = {xe RP :||x - u|| < $8 (e,‏ « 
حينئذ الفئة × تكون محتوية بالتأكيد فى اتحاد العائلة (& ع 4=)6)»(:u‏ » وإذن 
توجد لكل نقطة ب فى × كرة مفتوحة ()0) بحيث تحتوبا . مما أن ع مدمجة » فشكون 
محتوية ى الاتحاد لعدد محدود من فئات فى العائلة © » مثلا » (بع) © و... C(1),‏ 5 
نعرف الآن . 

8(e)=}inf {8(Ge, u), . . . , رعق)ة‎ un)} 
وسوف نوضح أن (ع) 8 الا الخاصية المطلوبة . لأنه » بفرض أن » و × تنتميان إلى عل‎ 
فنجد أنه يوجد عدد طبيعى / يحقق × ک ۸ > 1 وبحيث‎ . (|x — «|| > 5(8) و بفر ض‎ 
أن × تنتمى إلى الفئة مس60 ء أى أن (ےں رە 5)4 2 > || × || . بما أن‎ 
ره 28)3 ك (ع)8 فينتج أن‎ 


lu - ull = lu - ااه ح ع | + إإعد‎ > SCs, u) 


1۹۱ 


لذلك » نحضل على العلاقات . 
full] <s‏ ممم ,14> If) full‏ 

ومن ثم ع > ||() ۶ (*) ير || . قد وضحنا أنه إذا كانت × و × أى نقطتين من ۸ حيث 
( )8 > إإسحم]] فان ع > [[هم رح || . 

فى أبواب قادمة سوف نستفيد من فكرة الاتصال المنتظم فى مناسبات كثيرة » لذلك 
لا نعطى أى تطبيقات هنا . لكن » سنقدم هنا خاصية أخرى هى غالبا متاحة وكافية لضان 
اتصال منتظم . 

۴ - 4 تعريف . إذا كانت الدالة ر لها نطاق ( ۳ )2 محتوى فى 1 ومدی فى "1 » 
فنقول إن ر تحقق شرط لبیشتز (0) إذا كان يوجد ثابت 0 < 4 بحيث أن 

)23.2( If) =f > A lx - ul 

لحميع النقط م و × فى (2)7 . إذا تحققت المتباينة ( ++« -' م ) مقدار ثابت 1 > 4 » 
فإن الدالة تسمى تقلص أو انكاش . 

من الواضح أنه إذا كانت العلاقة ( ۲-۲۴۳ ) » متحققة » حينئذ بوضع 8/4 = (8)8 
فيمكن اشخص إثبات الاتصال المنتظم للدالة كر فى ( )2 . لذلك ء إذا كانت الدالة كر تحقق 
شرط ليبشتز » فإن الدالة تكون متصلة بانتظام . لكن » العكس ليس تمحيحا » والذى يمكن 
أن يتضح باعتبار الدالة المعرفة عند 1 = (/) 2 بأنها »ل =(م)؟ . إذا ظلت (-؟) 
قائمة» فينتج أنه » بوضع 0 = به أن فردا يحب أن يحصل على |×| 4 ك |(×) / | لثابت ما 
4 » لكن لوحظ حالا أن المتباينة الأخيرة لا تظل صحيحة . 

وبتذكر اظرية ٣ - ۲١‏ » نرى أن دالة خطية بنطاق ”۸ ومدى ى8 تحقق شرط 
لبيشتز + وبالإضافة إلى ذلك » سيلاحظ فى باب ۷ج أن أى دالة حقيقية مشتقة محدودة تحقق 
أيضاً شرط لبيشتز . 
نظرية نقطة ثابتة : 

إذا كانت ر دالة بنطاق ( كر )2 ومدى فى نفس الفراغ 22 » فيقال لنقطة ا ى (/)2 
أنها نقطة ثابتة للدالة ر فى حالة ع =(ي) ير . عدد من النتائج الحامة إمكن برهنتها على أساس 


وجود النقط الثابتة للدوال لذلك يكون من الأهمية وجود بعض معايير إجابية فى هذا الاتجاه . 


(+) رودلف لیبشتز ( ۱۸۳۲ - م.و) كان أستاذا فى بون . له مساهات فى 
الخبر » نظرية العدد » المندسية التفاضلية والتحليل . ا 


1۹۲ 


النظرية الأولى الى نذكرها أولية الصفة و لكبها غالبا مفيدة وها الميزة الشامة وهى آنا مدنا 
بعكوين النقطة الثابتة » وللتبسيط سنقرر أولا النتيجة عندما يكون نطاق الدالة هو الفراغ 
يأكله . 
۲٣‏ - ه نظرية النقطة الثابعة للانكاشات . نفرض أن ثر انكاش بنطاق ”82 ومدى محتوى 
فى ”۴ . فتكون ثر لا نقطة ثابتة وحيدة .' . 
البرهان . سنفترض أنه يوجد مقدار ثابت © حيث 1 > © > 0 بحيث أن 
|| × || © > ]| )مر م / || جع برو فى 8 . نفرض أن ,× نقطة 
اختيارية فى ”۴ وضع (0*) f‏ = 2× » واستنتاجياً ضع 
X41 = f(xn), nEeEN‏ (23.3) 
سنوضح أن المتتابعة (×) تقار ب إلى نقطة ثابتة وحيدة ا من كر ونقدر سرعة التقارب .. 
لإجراء هذا » لاحظ أن 
xil‏ حم © > xall = (f(x) - f(x‏ - دعا 
واستنتاجيا » أن 
|lxn = xı = C"7" (x2 *||‏ © = |السمكد)/ - [xn — xall > f(r)‏ (23.4) 
إذا كانت ۸< "ص » فإن تکرار استخدام ( ۲۴ - 4 ) يعطى 
el‏ = تمك + °° °+ an = xel) = len =x ol +e sa‏ 
|lxa— xl|‏ لي + {C+ C+...‏ < 
ومن ثم ينتج أنه » عند 7 < ۸ ٠‏ فإن 


08-1 
لس > امن - منت (23.5) 


ما أن 1 > © > 0 » فإن المتعابعة (1-"0) تقترب إلى صفر . وإذن (,) هى متتابعة 
كوشى . إذا كانت (×) 00فا = ا » فن الواضج من ( م«-م ) أن ت نقطة ثابتة للدالة كر . 
من ( م7 - ه ) ونفتر ضن ٠ ۸ - ٠١‏ حصل عل التقييم 

86 : 
اا :× صر جر > الس - هنا (23.6) 

لسرعة التقارب 

أخيراً » سنوضح أنه يوجد فقط نقطة ثابتة واحدة للدالة كر . وف الحقيقة » إذا كانت «٠‏ 
و : نقطتين منفصلتين ثابتتين للدالة كر > حينئذ 

lu — oll = مر‎ — f()l| > © سر‎ — oll 


1۹۴۳ 


ما أن ا عدي > فينتج 60 إن »|| » وإذن هذه العلاقة تدل على أن © > 4 »> ما الف 
الفرض بأن 1 < © . 
وسيلاحظ أننا فى الحقيقة قد أثبتنا النتيجة الآنية . 


۴ - 5 نتيجة . إذا كانت الدالة كر انكاشاً بغابت 1 > © » إذا كانت × نقطة اختيارية 
فى ”۴ ء وإذا كانت التتابعة (ر×) = 26 معرفة بالمعادلة ( ۲۳ م ) فإن ل تقترب إلى 


نقطة ثابتة وحيدة ها للدالة كر بسرعة تقارب تتحدد من ( 8#« - 5 ) . 

فى حالة كون الدالة كر غير معرفة فى كل من ”۴ » فإذنا نحتاج لمارسة عناية أكثر بنوع 
مالى نضمن أن التعريف المكرر ( ۲۲ - ٣‏ ) المتتابعة بمكن تنفيذه وإن النقط تظل فى نطاق 
الدالة كر . بالرغم من وجود بعض قوانين أخرى فسنكتنى بالنظرية الآتية : 

۷-۳ نظرية . بفرض أنه إذا كانت f‏ الكماشاً بالثابت © المصرف 
(8 د الء|: "عع - DD)‏ وأن © - 80 > || (0) ير || فإن المتتابمة 

fxn), ...‏ = رمم ,... f(x),‏ > وج ,0= ريد 

تتقارب إلى نقطة ثابتة و حيدة للانكاش ر والى تقع فى الفئة 0 . 

البرهان . فى الحقيقة » إذا كان (4)1- 62× فإن 
8© > |0 × || © ك ||(0) گس (*«) || > ومن ثم ينتج أن 

CB = )1- C)B + CB = B‏ + |[(0)م| = مما 

لذلك 2 1(2)/ . أى أن المتتابعة (×) بمكن تعريفها وتظل فى 2 . لذلك يستخدم الر هان 
السابق . وهو المطلوب إثباته 

لنظرية التقلص أو الانكاش المثبتة فى أعلى مزايا معينة : هى إنشائية » الخطأ فى التقريب 
يمكن تقييمه »> وتضمن النظرية نقطة ثابتة وحيدة . لكن »> ها عيب وهو أن لزوم 
کون الدالة انكاشاً هو شرط صارم . حقيقة هامة وعميقة » وقد برهنت لأول مرة عام ١91٠١‏ 
بواسطة ل. أدج. بروور («) وهى أن أى دالة متصلة بنطاق (8 > ||«ا|: "غلا D = {x‏ 
ومدى محتوى فى 2 يحب أن يكون ها على الأقل نقطة واحدة ثابتة . 

۴ - ۸ نظرية نقطة ثابتة لبر وور . نفرض 0 < 8 © وبفرض 
:llxll = 8(‏ "ب D ={x‏ فإذن أى دالة متصلة نطاقها 2 ومدى محتوى فى 2 ها على الأقل 
نقطة واحدة ثابتة . 

(٭) ل. آ. ج بروود ( 1455-1881 ) كان أستاذا فى أءستّر دام وعميداً المدرسة 
اهو لندية للرياضيات. و بالاضافة إلى إمهاماته فى التوبولوجى »© فهو معروف بعمله فى الأساسيات 
الرياضية . 
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برهان هذه النتيجة عند 1 = م سيعطى كتمرين . لكن فى الالة 1 < م سيأخذنا البر هان 
بعيداً جدا عن النزل أى فى الحقل . ولبرهان مؤسس على معلومات أولية فقط . أنظر كتاب 
دنفورد - شفارتز صفحات ٠۷١ - ٤٦۷‏ . وتحصول على بيان أكثر ترتيباً لنقطة ثابتة ونظريات 
مرتبطة بها ننصح باستشارة كتاب لفشتز 


۲۴ - ( 1 ) افحص کل منالدوال فى مثال ٥-۲۰‏ ووضح إما أن الدالة تكونمتصلة بانتظام 
فى نطاقها أو أنها لاتكون . 

مم - (ب) اعط برهاناً لنظرية الاتصال المنتظم ( ۴-٣۳‏ ) باستخدام نظرية غطاء لبسيج 
(دد-ه). 

؟ -(ج) إذا كانت 8 محدودة فى ۴° ء ۸ جب ۴:8 دالة متصلة بانتظام > وضح 
أن ر محدودة فى 8 . أثيت أن هذه النتيجة تفشل إذا كانت 8 ليست محدودة فى ۸° . 

م؟ - (د) أثبت أن الدوال ء المعرفة عند ۸ ٤‏ × بأنها 


g(x) = sin x‏ جك - مز 


تكون متصلة بانتظام فى ۸ . 
م؟ - (ه) أثبت أن الدوال » المعرفة عند (0 = ×: ۸ €٤‏ ٭)= 2 بأنها 
h(x)=x, k(x)=e*‏ 
تكون متصلة بانتظام ى 2 . 
5 (و ) أثبت أن الدوال الآتية ليست متصلة بانتظام فى نطاقهم 


])( - 1/7, D(f)={xe R:x >0} (i) 
g(x) = tan x, D(g)={xeR:0 > x<r/2} (ب)‎ 
h(x)= e”, D(h)=R )ج‎ 
k(x) = sin (1/x), D(kK)={xeR:x >0} (د)‎ 


+ -(ز) تسى دالة “8 ج 8:ع دورية » إذا كان يوجد عدد 0 < م بحيث أن 

(«)ع - زم + ع)ع لميع هع . أثبت أن دالة دورية متصلة تكون محدودة ومتصلة 
بانتظام » فى 28 . 

۴ -(ح) نفرض أن كر معرفة فى #0 2 إلى 26 » ونفرض أن ر متصلة بانتظام 
فى 2 . إذا كانت (ے×) ھی متتابعة كوشى فى 2 ء أثبت أن ( (ے×) /ر) هى متتابعة » 
كوثى فى ° . 
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+؟ -( ط) بفرض أن #8 ج (0,1):م تكون متصلة بانتظام فى (1 و0) » اثبت أن كر 
يمكن تعريفها عند 0 = × » 1 = × بطريقة بحيث تصبح متصلة فى [1 ,0] . 
م؟ - (ى ) بفرض أن (1>اء|: ۴۲ e‏ - 2 اثبت أن ۸° جه f:‏ مکن امتدادها 
إلى دالة متصلة فى (1 > |||: ۴۲ ع »)= ,2 إلى ۸° إذا وإذاً فقط كانت متصلة بانتظام فى 2. 
۴ - (ك) إذا كانت ر ء ع دالتين متصلتين بانتظام فى ۸ إلى ۴ » وضح أن عم+ر 
تكون متصلة بانتظام فى 8 ء لکن هر لاتحتاج إلى کو ہا متصلة بانتظام فى 8 حى إذا كانت 
إحدى كر » مم محدودة . 
۴ - (ل) إذا كانت 5 ج-1:م متصلة»وضح أن ر ها نقطة ثابتة فى 1 ( ارشاد : اعتبر 
(× = مت f‏ = ونع) . 
۲٣‏ -(م ) اعط مثالا لدالة ۴ +¬ 1:۴ بحيث أن || ]اک ||( (f‏ / || 
لجميع “2 ع« ,× والى ليس طانقطة ثابتة ( لماذا لايناقض هذا المثال نظرية ۲۴ - ه ؟) 
؟؟ - (ن) بفرض »چ دالتان متصلتان فى [8 و2] بحيث أن المدى [1 ,0] -(ه) ۸ > (f)‏ 
أثبت أنه توجد نقطة [0.ه] © بحيث أن ()ع = (0)ر 
مشروع : 
۲۴ - ي هذا المشروع يعطى تصوراً لمدلول « تذبذب » دالة نى فئة وعند نقطة . بفرض 
8 ع[١به]‏ >1 ونفرض أن 1 ج1:/ مدودة وإذا كانت 21م فنعرف 
التذبذب للدالة ر فى 4 بأنه هو العدد 
O,(A) = sup {f(x) - f(y):x, y € A}‏ 
(أ) أثبت أن A}‏ € ع : إ(»)ر]) (A) > 2 sup‏ ع 0 إذا كانت 
2,(B) ùji AcB <I‏ = )4(,© 
(ب) إذا كانت ٠٤1‏ فنعرف التذبذب للدالة ر عند م بأنه العدد 
w,(c) = inf r(Ns)‏ 
. حيث (8 > |ہ×- ٤1:|×‏ ×) =۸ » أثبت أن ( انظر باب 96) . 
w,(c) = lim ©,(Ns)‏ 
أيضاً » إذا كانت »>(ء)ت فتوجد 0 < 8 بحيث أن »> (.0,)۸ . 
(ج ) اثبت أن ر دالة متصلة عند ce‏ إذا وإذا فقط 0 = (6)م20 . 


(د) إذا كانت 0 < » وإذا كانت » > (#)يرده لكل 1ع » فإنه يوجد 0 < 8 
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حيث أنه إذا كانت 1> ۸ عيث يكون قطرها 4> ر :| - +|) مداه > (4)4 أقل من 
ق» فإن» > (4)ر2 . 


(ه) إذا كانت 0 < ه » فإن الفغة (» < (2),ه :1ع »)= .2 فة مغلقة فى # اثبت أن 


D= لا‎ D. = U Dı. 
هى فئة من نقط الى عندها ر تكون غير متصلة . ومن ثم تكون الفئة لنقط عدم الاتصال‎ 
) ۴,- لدالة هى الاتحاد لعائلة معدودة من فئات مغلقة . ( مثل هذه الفئة تسمى فئة‎ 
. ۸” و ) اعط امتداداً هذه التعاريف و النتائج لدالة معرفة فى خلية مغلقة فى‎ ( 


الباب الرابع والعشرون ‏ متتابعات دوال متصلة : 

توجد حالات عديدة الى فيها يحتاج شخص متتابعة الدوال المنتظمة . سنقدم فى هذا الباب 
نظريات مشوقة وهامة عن مثل هذه المتتابعات . سنستخدم نظرية ١ - ۲٠‏ فيا يل كيرا جدا 
وتكون نتيجة رئيسية النظريات الباقية سوف لاتستعمل مراراً » لكن يحب أن يعتاد القارىء 
على نصوصما على الأقل . 

فى هذا الباب أهية التقارب المنتظم ستصبح أوضح . نتذكر أنه يقال للمتتابعة (كر) لدوال 
فى فئة جزئية 2 من ۸ إلى 26 إنها تقار ب بانتظام فى 7 إلى كر إذا كان لكل 0 < ع يوجد 
(8)8 بعيث أنه إذاكانت N)8(‏ < ۸و طعع ء فإنع > | (ك) كرح () بر || 
نتذكر من نظرية ( ۱۷ - 4 ) أن هذا صميح إذا وإذا فقط 0 حو || f‏ برل || عندما تكون 
ور ) متتابعة محدودة . 
تبادل نهاية واتصال : 

نلاحظ أن الهاية لمتتابعة لدوال متصلة رما لاتكون متصلة . من السهل ملاحظة ذلك » 
لأنه إذا كانت لارع م و 1× ء نفرض "× = (*) رر . قد رأينا فى مثال ۲-۱۷ 
(ب) » أن المتتابعة (يركر ) تقترب فى 1 إلى الدالة كر المعرفة بأنها 

f(x)=0, 0sx<1, 
=1, x=1 

أى أنه » بالرغم من الميزة البسيطة للدوال المتصلة كر » فإن دالة الهاية ليست متصلة عند النقطة 
1 ع-*. 

ومع أن امتداد عدم الاتصال الدالة الهائية فى المثال المعطى حالا ليس كبيرا جداً » فن 
الواضح أنه مكن تركيب أمثلة أكثر تعقيداً والى ستنتج عدم اتصال أكثر امتداداً . ومن الممتغ 
فحص تماماً كيف مكن أن يكون عدم الاتصال لهاي متتايمة لدوال متصلة » ولكن هذا الفحص 


4 


سيأخذ بعيداً جداً من المازل إلى الحقل وبالإضافة إلى ذلك يكون من المهم » لتطبيقات أكار » 
إبجاد شر وط إضافية الى سوف تتضمن أن دالة النهاية عتصلة ‏ 

الآن ستثبت الحقيقة الحامة الى تقول إن التقارب المنتظم لمتتابعة دوال «تصلة يكون كافيا 
لضان اتصال الدالة النبائية . 

١-٤‏ نظرية . نفرض أن ( رار ) = ۴ متتابعة لدوال متصلة نطاقها 2 فى ”22 ومداها 
فى ° ونفرض أن هذه المتتابعة تقتر ب بانتظام فى 2 إلى دالة ر . حينئذ تكون ار متصلة فى 2 . 

البرهان . حيث أن (يكر) تتقارب بانتظام فى 2 إلى ر » فبأخذ 0 < ع فإنه يوجد عدد 
طبيعى (87)8/3 = N‏ بحيث أن 8/3 >|إ() كرح (×) پر || لكل × فى 2 . لوصح أن كر 
متصلة عند نقطة ۾ فى 2 » نلاحظ أن 

)24.1( lf) إإله)]-‎ = f) = )زر‎ + lf (x) = fra) + lf (a) = م‎ 

= e/3+ lfn(x) - |[له) م‎ + 8/3 

مما أن رار متصلة » فيوجد عدد 0< (ب رر وه ,8/3 )5 =5 عيث أنه إذا كانتة >| إ4 »|| 
و xe‏ فإن 8/3 > ||( )رگ (*)رجر||.( أنظر شكل غ؟ - ١‏ ). لذلك ء نجد لمثل عد 
8 > ||(») س (×) ير || . هذا يثبت الاتصال للدالة الهائية ر عند نقطة اختيارية © فى 2 . 

وهو المطلوب إثباته 

نلاحظ أنه بالرغي من أن التقارب المنتظم للمتتابعة لدوال متصلة هو كاف لاتصال دالة الهاية 
فهو ليس ضروريا . 

أى أنه إذا كانت (بر) متتابعة لدوال متصلة متقارية إلى دالة متصلة كر » فإنه لاينتج أن 
التقارب يكون منتظماً ( أنظر تمرين 4« -أ) . 
(x f, (#0)‏ 


(af, (®) 


)١ - ۲١ شکل‎ ( 


1۹۸ 


کا رأينا فى نظرية ١‏ - 4 ء أن تقارباً منتظماً على فئة 2 من متتابعة لدوال يعنى ضمنياً 
التقار ب فى العمود المنتظم على 42 . ومن ثم يكون النظرية ١ - ٠٠‏ الصيغة الآآتية . 

4 - 7 نظرية . إذاكانت (يركر ) متتابعة لدوال فى () وم ©8 بحيث أن0 حور || كرس || 
fe BC,(D) il‏ 


نظريات تقريب : 
يكون من المناسب لتطبيقات كثيرة أن « نقرب » دوال متصلة بدوال ذات طبيعة أولية . 
مع أنه يوجد تعريفات معقولة عديدة حيث بمكن استماها لجعل كلمة م تقريى » أكثر دقة » 
فإن أحد التعريفات الأكثر طبيعة وفى نفس الوقت الأكثر أهية أن الدالة الصفرية عند كل نقطة 
من النطاق المعلوم سوف لاتختلف عن الدالة المعطاة بأكثر من الحطأ المحدد . يشار إلى هذا المعى 
أحياناً بأنه « التقريب المنتظم » وهو وثيق الارتباط بالتقارب المنعظم . 
نفرض أن ر دالة معطاة نطاقها ( /ر )82 = 2 ومحتوية فى ”2 ومداها فى "۴ . نقول أن 
دالة چ هی تقريب دالة كر بانتظام فى 2 إلى داخل 0 < ع إذا كان 
allxe D;‏ كل 8>|(»)مر- )عا 
أو ما يساوى نفس الثىء » إذا كان 
D} = e‏ € ع : |(م)م llg flo = sup {lg (x)=‏ 
هنا قد استخدمنا العمود الذى عرفناه فى معادلة ( ۷ ١-ه‏ ) . نقول إن الدالة ر بمكن تقريما بانتظام 
فى 2 بدوال فى فصيلة © . إذاء كان يوجد لكل عدد 0 < ع دالة ,م فى 4 بحيث أن 
ع > وإ[ س مع | » أو ء ما يكافته » إذا كانت توجد متتادعة لدوال فى 4 عيث تقارب 
بانتظام فى © إلى گر . 
۴ - م تعريف . دالة بم نطاقها ”8 ومداها فى 26 تسمى دالة خطوة إذا كانت تأخذ 
عدا محدوداً فقط لقم مختلفة فى “۴ » كل قيمة غير صفرية أخذت فى فثرة فى ”7 . 
مثال ذلك » إذا كانت 1 = ي = م » فإن الدالة ع المعرفة بصراحة بأنها 


g(x)=0, × = -2, 


,0 >>> 2- 1ك 
1 >2 >0 ,23 
1sx > 3,‏ ,2-5 
x>3.‏ ,0= 


فى دألة خطوة 


1۹ 


الآن سنوضح أن دالة متصلة نطاقها هو خلية مدمجة يمكن أن تقرب يانتظام بواسطة دوال 
خطوية . 

١4‏ - 4 نظرية . نفرض أن ر دالة متصلة الى نطاقها 2 هو خلية مدمجة فى ۸ وقيمها 
تنتمى إلى “2 . حينئذ يمكن للدالة ر أن تقرب بانتظام فى 2 بواسطة دوال خطوية . 

البرهان . بفرض 0 < ع معطاة ؛ ما أن f‏ متصلة بانتظام ( نظرية ۴۴ - ۴ ) فيوجد عدد 
0 < (ع)8 بحيث أنه إذا كانت بر و× تنتمى إلى 2 و (8)8 > || بر || فإن 
ع > Dl‏ مح رم رز . قم النطاق 7 للدالة كر إلى خلايا غير متصلة برك و... 416 
حيث أنه إذا كانت بر × تنتمى إلى ے1 > فينتج ( 5)6 > || بر × || . ( كيف ؟ ) نفرغں 
أن × أى نقطة تنتمى إلى الفلية 1 ,... ,1 = 6 ويا ونعرف (ع*) f‏ = (#)يع عند 
xe‏ + 0-(ج)يع عند xD‏ . إذن من الواضح أن 8 > |]() كرب (×)ءع || 
عند ×٤‏ عيث أن .م تقريب الدالة م بانتظام فى 8 إلى دأخل م . ( أنظر شكل 
4~( وهو المطلوب إثباته 

من الطبيعى أن نتوقع أن دالة متصلة بمكن أن تقرب بانتظام بدوال بسيطة الى تكون أيضاً 
متصلة ( بمخلاف الدول الخطوية ) . التبسيط » سوف يثبت النتيجة الآتية فقط فى الخالة الى فيها 
1 = و = م بالرغ فن وجود على مايظهر حالات عامة لإبعاد أعلى . 

نقول أن دالة بم معرفة نى خلية مدجة [6 ,4] > ل من ٨‏ بقم قطعية فى ٨‏ خطية إذا كان 
يوجد عدد محدود من نقط يه حيث 8 = ,2 > .... > وه > ٩1‏ > و = ي وإعداد 
حقيقية مناظرة 1 و. . .و1 K=0,‏ و8 “يرك حيث أنه عندما تحقق × الملاقة ٥_1 > * > ٥‏ 
تأخذ الدالة بم الصورة 

g(x) = Axx + Bx, k=0,1l,...,n. 

إذا كانت ع متصلة فى ل » فإن الثوابت بر8 وي4 يحب أن تحقق بالطبع علاقات معيئة 


(x3, f(3)) 


( شكل 4؟ - ۴ - تقريب بدالة خطوة) 


4 - ه نظرية . نفرض أن ر دالة متصلة نطاقها هو خلية مدمجة م فى 12 . إذن الدالة كر 
يمكن أن تقرب بانتظام فى ل بدوال خطية قطعية متصلة . 
البرهان . كا سبق » تكون ٣ر‏ دالة متصلة بانتظام فى الفثة المدمجة ل . لذلك » بأخذ 0 < ع » 
نقسم [8 ,»] = ل إلى خلايا بإضافة نقط متوسطة 1 و... ,0,1 2 وير حيث 
ديه > ... > يه > ره > وه ع »ع بيث أن (8)8 > .يه - به . صل النقط 
[(0») ر وء] مخط متكسر » وعرف الدالة مج الناتجة المتصلة القطعية الخطية . من الواضح 
أن مع تقرب ثر بانتظام فى ل داخل 8 . 
وهو المطلوب إثباته 


تقريب بکثړات الحدود : 
الآن سنبرهن نتيجة عميقة أكثر فائدة وأكثر متعة مخصوص التقريب بواسطة كثيرة 
الحدود . نبرهن أولا نظرية تقريب فير اشتر اس عند 1 = ي > م باستخدام كثيرات الحدود 
لعا الرياضيات سرج بر نشتين («) 
١ - ٤‏ تعريف . نفرض أن كر دالة نطاقها [1 ,0] =۲ ومداها فى ۳ . تعرف كثيرة 
الحدود النونية للدالة كر لبرنشتين بأنها 
6/1 
flk -‏ "ا دم :»)8د .4 
Bs: 0= f(E)( xa =x)"‏ - )مه )24.2( 
هذه كثير ات الحدود لبرنشتين ليست مخيفة كا تبدو من أول نحة . 
القارىء الذى عنده بعض المبرة بالاحّالات يحب أن يلاحظ توزيع ذات الحدين الكامن 
فى الخلفية . وحتى بدون مثل هذه اللبزة مكن للقارىء ملاحظة أن القيمة ( ر :)ره لكثيرة 
الحدود عند النقلة × تحسب من الق (1) /رو. .. و(/2) كر ,(/1) /ر و(0) ٣ر‏ معاملات 
ترجيح غير سالبة معينة e.()= (f) (1— x)"‏ الى يمكن ملاحظة أنها صغيرة جداً عند ” 
هذه القيم العدد ع/ حيث 6/7 تكون بعيدة عن × . فى الحقيقة » الدالة بر ليست سالبة على 1 
وتأخذ قيمها المظمى عند النقطة 2/7 . و بالإضافة إلى ذلك » كا سئرى أسفل » يكون حاصل 
الجمع لكل 8 و... ,0 = Kk‏ ,(×) ر هو واحد صحيح لکل × ی ۲ . 
نتذكر أن نظرية ذات الحدين تؤكد أن 


(«) سرج ن . برنشتين ( ۱۸۸۰ - ۱۹۹۸ ) قام بإسبامات عميقة فى التحليل » نظرية 
التقريب والاحّالات ولد فى أودسا و كان أستاذاً فى ليننجراد وموسكو . 


5.١ 


)24.3( د "رب‎ 2 (erer 


ا 09 هی معامل ذات الحدين 
n!‏ =( 
k/ 7 KIn-K)!‏ 


ففحص مباشر نلاحظ أن 


n—1 (n-1)! k/n 
244 (1)5 (k—1)!(n — k)! 2 
1-2 (n-2)! k(k-1)/n 
(24.5) (-2)= (k—2)!(n— فا كات إل‎ 
الآن نفرض × = ىو × س 1= 1ف ( 76 - م)»ء نحصل عل‎ 


بكتابة 1 — م بدلا من 71 » ار بدلا من فى ( 78 - 5 ) نحصل على 
20000 احم 0 
j Ja x)‏ 2 1 
اضر ب هذه العلاقة الأخير ة فى < واستخدم المتطابقة ( ۲۲ - + ) للتحصل على 


0× )لجز 3 3 4 5 کڪ 


5 
الآن تفرض ‏ 1+ز=K‏ » ومن ثم 
(eas‏ 
أيضاً نلاحظ أن الد المناظر إلى 0 = / يمكن احتواؤه » لأنه يتلاثى . ومن ثم يكون لدينا 
x= DEE ×)"‏ 24.7( 
حساب ماثل » معتمد على (  - ۲ ٤‏ ) بكتابة 2 بدلا من 7 ومتطابقة ( ۲٤‏ - ه ) يعطيان 
)x* 1x)" *‏ )سم بر ندر سنو 


ذاك نت أن 
لوبو زو يميم مس 
۴ 


بضرب ( ۲۲ - ٦‏ )فى × ۰ ( 74 - 70 ) فى 2 وجمعهماإلى ( 4؟ - ۸ ) نحصل على 
)x* (1= x)"‏ )لملا =( زر (mx x)=‏ )24.9( 
الذى هو تقدير سوف نحتاج إليه فيا بعد . 
بفحص تعريف ۲۲ - ٩‏ ء يقول قانون ( 74 - + ) أن كثيرة المدود النونية لبرنشتين 
للدالة الشابعة 1 = (×) مر تطابق وك . قانون ( 7-١4‏ ) أقول نفس الشىء للدالة x‏ = (<) رر. 
قانون ( ١4‏ - م ) يؤكد أن كثيرة الحدود النونية لبر نشتين للدالة × = (×) ور هى 
f) = )1- 1/n)x?+ (1/n)x‏ )8ه 
الى تتقارب بانتظام على ۲ إلى يأر > سنيرهن الآن إنه إذا كانت ر أى دالة متصلة فى 1 
إلى ۸ » حينئذ يكون المتتابعة كثيرة الحدود لبر نشتين الحاصية بأنها تعقارب بانتظام فى ۲ إلى ر . 
هذا سيعطينا برهانا استدلاليا لنظرية التقريب لفيرشتراس سنحتاج لقانون 4-4 عند 
برهان هذه النظرية . 
4 - ۷ نظرية'نقريب برفشتين . نفرض أن كر دالة متصلة فى 1 بقيم فى . حينئذ المتتابعة 
لكثيرة الحدود بر نشتين للدالة كر » المعرفة فى معادلة ( ۲٤‏ - ۲ ) تتقارب بانتظام فى 4 إلى /ر . 
البرهان : بضرب المعادلة ( 4؟ - ٩‏ ) فى (*) ار > نحصل على 
(1x‏ خم( f‏ - مار 
لذلك » نحصل على الملاقة 
x"‏ - لخ( ) )1 f=‏ يل - امه f)‏ 
الى مها ينتج أن 
(e1)‏ ا( - |f(x%)—B.()| = 0 f0)‏ 024.10 
الآن كر محدودة » مثلا بالمقدار ۸4 ء وهى أيضاً «تصلة بانتظام . لاحظ أنه إذا كانت / بحيث 
أن | قريبةٍ من × » فإن الحد المناظر فى حاصل الجمع ( 74 - ٠١‏ ) يكون صغيراً نبب 


اتصال ر عند × » ومن جهة أخرى » إذا كانت // بعيدة عن × » فإن العامل المتضمن كر 
بمكن أن يقال فقط أنه أقل من 284 وأن أى صفر بحب أن يظهر من معاملات أخرى . لذلك » 


۳ 


يقودنا هذا إلى جعل ( ٠١ - ۲٤‏ ) جزأين : قم ۸ الى تجمل «إ/ عد صغيراً » و الى تجعل 
k۸‏ ساود كبيراً . 
نفرض أن 0 < ع ونفرض أن ( ع )5 هى كا فى تعريف الاتصال المنتظم للدالة كر . نجد آذه 
من المناسب أن تختار ‏ كبير ة بحيث أن 
M 7/3}‏ ,“ ((ع)8)) n < sup‏ (24.11( 
ونقم )٠١-۲١(‏ إلى حاصل جمعين . حاصل الجسع الأغوذ على حيث 
( 5)8 > 44م > | ۸/۸ ×| ينتج التقدير 


=e (f J" (1~ x)" * =‏ “م —-1( د 7( 2 
حاصل الجمسع الأخوذ على م حيث 34م < | ۸إ ×| › أى أن ء 
2 مر < ۸k/(*‏ س × ) مکن تقديره باستخدام القانون (74 - 4) هذا الجزء من حاصل 
الجمع فى (4؟ - )٠١‏ نحصل على الحد الأعللى 
k nk (x= k/n)? k nk‏ 
2M o 7 (k)* (1z)‏ صح “)كد 


< 2M (kin در‎ )1-("* 


> 2M x(1— [> > س‎ 


لأن |>  ×(‏ 1)× ف الفترة م . باستمادة التحديد ( ١١ - ۲١‏ ) للعدد 8 » نستنتج 
أن كلا هذين الجزأين من ( 4؟ - ٠١‏ ) محدودة من أعلى المقدار ع . ومن ثم » باختيار # كا فى 
)١١-54(‏ نحصل على 

ع2 < |(«)ءظ |f(x)~‏ 


مستقلة عن قيمة × ٠.‏ هذا يوضح أن المتتابعة (,8) تتقارب بانتظام فى 5 إلى ر . 
وهو المطلوب إثباته 
كنتيجة مباشرة لنظرية برنشتين » نحصل على النتيجة الحامة الآتية . 
۲٤‏ - ۸ نظرية تقريب فير شتراس ٠‏ بفرض أن ر دالة متصلة فى فترة مدمجة من ٩‏ وبقيم 
فى ۸ فإن ر مكن أن تكون مقربة بانتظام بكثير أت الحدود 
البرهان . إذا كانت كر معرفة فى [8 ,4] » فإن الدالة چ المعرفة فى [1 ,0] =۲ بأنها 
g()=f((b-a)t+a), ter‏ 


1. 


متصلة . ومن ثم ج يمكن أن تكون مقربة بانتظام بكثير أت ادود بر نشتين و تغيير بسيط للمتغير 
ينتج تقريب كثيرة الحدود للدالة ر . 

قد ار نا التعمق فى تفاصيل نظرية برنشتين ( 74 - ۷ ) لأا تعطى طريقة بنائية لإيجاد 
متتابعة لكثير ات الحدود الى تتقارب بانتظام فى 7 إلى الدالة المتصلة المعطاة و بالإضافة إلى ذلك » 
تتميز طريقة برهان نظرية ٤‏ ۲ - + مناقشات تحليلية كثيرة وهى مهمة لذو فهم مغل هذه المناقشات . 
أخيراً » ومع آننا سوف ثبت نتائج تقر تقريبية أكثر عموماً فى باب ۲۹ » لإجراء ذلك سنحتاج إلى 

فة أن دالة القيمة المطلقة بمكن تقر يها بانتظام فى فترة مدمجة بكثير ات المدود . مع أنه من 
ا توضيح هذه الحالة الخاصة مباشرة » الإثبات ليس بسيطاً كذلك . ولمناقشة أكثر تماماً 
للتقر يب ير جم القارىء إلى كعاب Cheney)‏ .8) المدون ق امراج 

4م -(1أ)اعط مثالا لمتتابعة لدو ال متصلة والتى عقارب إلى دالة متصلة لكزالتقارب إليها 
ليس منتظماً . 

۴ ¬ (ب) اعط مثالا لمتتابعة لدوال غير متصلة فى كل مكان وبحيث تقتر ب بانتظام إلى 
دالة متصلة .. 

32 (ج ) اعط مثالا متتابعة لدوال متصلة الوتتقار ب فى فئة مدمجة إلى دالة لها عدد لانهائى 
من مواقع عدم الاتصاك . 

)7,,( إلى “8 بحيث أن‎ 28 > ۴٣ د) بفرض (ي) متتابعة لدوال متصلة فى‎ (- e 
× © 2 تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 » و بفرض أن (×) متتابعة لعناصر فى 0 حيث تتقارب إلى‎ 
. f )×( هل ينتج أن [(×) رگ ] تعقارب إلى‎ 

ا «) اعتبر المتتابعات (يكر ) المعرفة فى (0 <= =)x€۴:×‏ 2 إلى R‏ بالقوائين 


4 د ريبع عر ( 2 
x” ۲‏ ا 
() س )^( Te‏ (و) ٤”‏ 


ناقش التقارب و التقارب المنتظم هذه المتتابعات واتصال نهايات الدوال . فى خالة كون التقارب 
ليس منتظماً ى 2 » اعتير فترات مناسبة فى 8 . 

. (و) بفرض أن رر ) متتابعة فى ۸>( إل *۴ والىتتقارب فى 2 إلى کر‎ - ٠4 
. © وبفرض أن كل ر متصلة عند © وأن المتتابعة تتقارب بانتظام فى جوار 7 للعنصر‎ 
. © أثبت أن ار متصلة عند‎ 


1.0 


١4‏ - (ز ) بفرض أن (يكر ) متتابعة لدوال متصلة فى ”۸ 2 إلى #2 ومتناقصة باطراد 

ممى أنه إذا كانت ×٤2‏ » فإن 

hal) 2‏ = («ام د ١٠ح f)‏ د fi)‏ 
إذا كانت 0 =( )ر ) 1i۳‏ لقيمة 8ع » 0 <8 »وضح أنه يوجد 6N‏ م وجوار ل 
العنصر م بحيث أنه إذا كانت 6 < ۸ »> ©مناعء » فإنع > (#اير. 

4 -(ح) استخدم ارين السابق لبر هنة النتيجة الآتية لأليس ديى(٠).‏ إذا كانت ( ل ) 
متتابعة «طردة لدوال متضلة و الى تتقارب عند كل نقطة لفثة مدمجة × فى “8 إلى دالة «تصلة كر 
فى £ ء فإن التقارب يكون منتظماً فى £ . 

4 - (ط) وضح »ء مثال » أن نظرية ديى تفشل إذا حذفنا من الفرض أ٠ا‏ أن × مدمجة 
أو أن ر متصلة . 

| ۲ -(ى) أثبت النظرية الآتية لجورج بوليا(»٠)‏ إذا كانت الدالة رر فی 1 إلى ۸ متزايدة 
بإطراد لكل ۸٤۸‏ وإذا كانت [(*) رع صقا = (×) ر متصلة فى 5 » فإن التقارب 
يكون منتظماً فى 4 . ( لاحظ عدم فرض کون ير متصلة ) . 

١‏ - (ك) إذا كانت (رر/ ) متتابعة لدوال متصلةفى “ك2 إلى ۴° وبفرض 
[(<)كر] سنا = (×) ر عند 2ع« . أثبت أن ر متصلة عند نقطة < >6 إذا وإذأ فقيل 
لكل 0 < 8 يوجد ل١س‏ وجوار ل للنقطة » بحيث أنه إذا كانت 261ع* فإن 
ع > | © رح ورور | . 

4؟ - (ل) بفرض أن © > #بم متصلة بانتظام فى ۸ وعند ۸6 © ويفرض 
(«/1 +ع - )م عند x۸‏ . أثبت أن (ركر) تتقار ب بانتظام فى © إلى ر . 

4؟ - (م) إذا كانت × = (×) رر عند 1× » ع من الكبر يجب آن تكون ۸ 
محيث أن كثيرة الحدود النونية لبر نشتين ير للدالة ور تحقق 1/1000 > | (×)ے8—(×) ےر 
لكل x٤1‏ ؟. 

4 - (ن) إذا كانت ×= (*<)و/ عند 5 × » احسب كثيرة الحدود النونية لبر نشتين 
للدالة ور . وضح مباشرة أن هذه المتتابعة لكثير ات الحدود تقتر ب بانتظام إلى وكرفى 1 . 

4 - (س) فاضل معادلة ( ۲١‏ - # ) مرة واحدة بالنسبة إلى × و بالتعويض × = وء 
٤ = 1 ×‏ اشتقاقاً آخر لدالة ( 4« - ۷) . 


(٭) أليس دیی ١840(‏ - ۱۹۱۸) تعلم ودرس فى بيزا . وقام بأحاث فى المندسة والتحليل 
وخاصة متسلسلة فورييه . 


(+») جورج بوليا ( ۱۸۸۷ - ) ولد ف بودابست ودرس ی زیورخ وستانفورد 
هو مشهور بعمله فى التحليل المركب » الاحّالات ء نظرية العدد ونظرية الاستدلال . 


۰١ 


4 - (ع) فاضل معادلة ( ٠4‏ - م) مرتين بالنسبة إلى ى لتعطى اشتقاقاً آخر 
لعادلة ( ۲۴ -م). 

4 - (ف) (آ) بفرض ل فترة مدمجة فى ۴ » وبفرض أن ل 661.66 . أرمم 
شكلا تخطيطيا للدالة ۴ > ل :م المعرفة بأنها (ء + × +| - ع)ة جه =(×)ب . 

(ب) اثبت أن كل دالة خطية قطعية متصلة يمكن كتابتها كحاصل جمع عدد محدود من 
دوال .ثب.....رب فى الصورة المعطاة فى جزء (أ) . 

(ج ) بفرض أن ء فى أى فترة مدمجة > دالة القيمة المطلقة | × | = (<)4, هى الهاية 
المنتظمة لمتتابعة كثير ات الحدود فى × » استخدم الملاحظة فى جزء (ب) لإعطاء برهاناً آخر لنظرية 
تقريب : فير شتراس ( ترجع هذه الطريقة من البرهان إلى لبسيج ) . 

٤‏ - (ص) أثبت أن الدوال م < × فى 8 ليست اية منتظمة فى ٨‏ لمنتابعة كثير ات 
الحدود . ومن ثم رما تفشل نظرية تقريب فيرشتر اس لفترات لالبائية . 


ه؟ - (ق) أثبت أن نظرية تقريب فير شر اس تفشل لفثر ات مفتوحة محدودة . 


الباب الخامس والعشرون نهايات دوال : 
مع أنه من غير الممكن إعطاء تعريف قم » فإن حقل « التحليل الرياضى » يفهم فى الالة 
العامة بأنه جسم الرياضيات الذى فيه يصنع استخدام مرتب من تصورات مختلفة نبائية إذا كان 
هذا نصاً مضبوطاً معقولا » فر مما يبدو شاذ للقارىء أننا انتظر نا هذا الكثير قبل إدخال باب يعالج 
المايات . توجد أسباب كثير ة هذا التأخير » السبب الرئيسى هو أن التحليل الأول يعااج أنواعاً 
مختلفة متعددة من عمليات الهاية . 
قد ناقشنا من قبل التقارب لتتابعات والنهاية المذكورة ضمنا فى دراسة الاتصال . 
سوف نقدم فى الفصول القادمة » العمليات النهائية المرتبطة بالمشتقة والتكامل . مع أن جميع 
هذه التصورات للنباية حالات خاصة من تصور عام أكثر عمومية » فالتصور العام يكون نوعاً 
ما ذات صفة تجريدية : ولهذا السبب » نفضل أن نقدم ونناقش التصورات منفصلة » بدلا من أن 
تكون الفكرة العامة عن اللهايات وبعد ذلك تستنتج الحالات الخاصة . 
و مجرد تفهم الحالات الخاصة جيداً نجد أنه ليس صعباً استيعاب المفهوم التجريدى . ولعرض 
ممتاز هذه الهاية المحردة > أنظر:.المقال العرضى من كتاب | . ج . مشان المدون بالمراجع . 
فى هذا الباب ستكون مختصين بالباية لدالة عند نقطة و بعض امتدادات بسيطة هذه الفكرة . 
هذه الفكرة درست غالباً قبل الاتصال وفى الحقيقة » التعريف الفعلى لدالة متصلة أحياناً يعبر عنه 
بدلالة هذه الهاية بدلا من استخدام التعريف المعطى فى باب٠۲‏ . أحد الأسباب لاختيارنا دراسة 


¥ 


الاتصال منفصلا عن دراسة اللهاية هو أننا سوف نقدم تعريفين مختلفين قليلا لذباية لدالة عند نقطة. 
ما أن كلا التعريفين يستعملان بكثرة » فسنقدم كلهما ونحاول أن نربط كلا مهما لاخر . 


إذا لم يكن هناك إشارة خاصة للعكس » سنفترض أن ر هى دالة نطاقها 2 محتوى فى ”8 وقيمها 
فى 26 وسنعتير الحاصية الهائية للدالة كر عند نقطة تجميع © من 2 . لذلك .» تحتوى كل جوار 
للنقطة © نقطاً كثيرة عددها لانهاق من 2 . 

© تعريف . (1) يقال لمنصر 8 من 8° إنه الأباية ا محذوفة للدالة حر عند النقطة‎ ١ - ٠ 
إذا كان يوجد لكل جوار 7 العنصر 8 جوار ل للنقطة © بحيث أنه إذا كانت × تنتمى إلى‎ 
و 17612 » فإن (×) ثر تنتمى إلى 7 . فى هذه الحالة نكتب‎ **6 ©, 

)25.1( b=limf yi b=limf(«) 


(ة) يقال لمنصر ط من “8 إنه الباية غير المحذوفة من الدالة ر عند النقطة م إذا كان 
يوجد جوار 7 للنقطة 5 جوار 0 للنقطة » بحيث أنه إذا كانت × تنتمى إلى 002 » فإن 
 )(‏ تنتمى إلى 7 . لى هذه الحالة نكتب 

)25.2( b=Lim f أو‎ b= Lim f(x) 


من المهم ملاحظة أن الفرق بين هذين المفهومين يتمركز فيا إذا كانت ستعتبر القيمة  )0(‏ 
عند وجودها »> أملا . لاحظ أيضاً الاختلان التصورى الدقيق نوعاً ما الذى قد قدمناه فى 
معادلی ( ۲۵ - )١‏ ء ( ۲١‏ - ۲) . ويحب التأكد من أن معظم المؤلفين يقدمون فقط أحد 
هذه المدلولات » وق هذه الحالة يشيرون إليها فقط بأنها « النماية » ويستخدمون عامة الرمز فى 
١ - ۲٠ (‏ ) ما أن الهاية الحذوفة هى الأكثر اشتهاراً » فقد اختر نا الاحتفاظ بالرمز التقليدى 
عند الإشارة إلها . 


أثبعنا حالى الانفراد لكل نهاية » إن وجدت » سنكتى بالنص الآق : 
۲۵ - ؟ مفترض . (أ) إذا كانت كل من الايتين رطفا » “رم تافآ موجودة 
فإنها تكون محددة و حيدة . 
(ب) إذا كانت الهاية غير الحذوفة موجودة ء فتوجد النهاية ألحذوفة ويكون 
lim f = Lim f‏ 
(ج ) إذا كانت © لاتنتمى إلى النطاق 2 للدالة كر > فإن اللباية امحذوفة تكون لموجودة 


إذا وإذاً فقط كانت الهاية غير الحذوفة موجودة . 


۸ 


جزء (ب) من المفتر ض المنصوص حالا يوضح أن مفهوم الهاية غير الحذوفة يكون بنرع 
ما أكثر تعقيداً من مفهوم الهايات المحذوفة . يوضح جزء (ج ) أنهما بمكن أن يكونا مختلفين 
فقط فى الحالة الى فبا © تنتمى إلى 72 . لإعطاء مثالا فيه هذان المفهومان مختلفان » اعتبر الدالة كر 
فى © إل © ومعرفة بأنها 


)25.3( 


إذا كانت 0 = »م » فإن الهاية الحذوفة للدالة ر عند 0 = م موجودة وتساوى صفراً » بيا 
لاتوجد الباية غير الحذوفة . 

الآن نقرر بعض شروط كافية وضرورية لوجود الهايات » تاركين برهانها للقارىء 
يجب التأكيد بأنه فى جزء ( ج) لكلا النتيجتين تشير الهاية إلى اللهاية للمتتابعة الى نوقشت 
ی باب ۱٤‏ . 

٣ - ۲ ۵‏ نظرية . النصوص الآتية » المتعلقة بالمايات الحذوفة » متكافئة . 

١(‏ ) الهاية المحذوفة رم 1170 = ثم موجودة 

(ب) إذا كانت 0< 8 فإنه يوجد 0 < 8 عيث أنه إذا كانت 0× » 
5 > || - × ]| > 0 فإنء > || - () ⁄|| . 

( ج) إذا كانت (,*) أى متتابعة فى 2 بحيث أن .× » (×) فطلا = م فإن 
[(م» ۶ ] سطادة . 

٠١‏ - 4 نظرية . النصوص الآتية » المتعلقة بالنبايات غير المحذوفة » متكافئة 

. اللهاية غير المحذوفة توجد أى كر دنآ كط‎ )١( 

(ب) إذا كانت 0 < ع ء فإنه يوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت [عx×‏ » 
5 > || - × إ فإن ع > || ©) || . 

(+) إذا كانت (,*) أى متتابعة فى 2 بحيث أن (×) صفلا = ه فنجد أن 
[ل ۶ ] سنا د م , 

النتيجة الآتية تنتج علاقة بناءة بين هاتين النهايتين و الاتصال للدالة ر عند :© . 

٠‏ - ه نظرية . إذا كانت © نقطة تجميع منتمية إلى النطاق 28 من الدالة كر > فإن 
النصوص الآتية تكون متكافئة . ؛ 


۹ 


(1) الدالة كر متصلة عند © . 

(ب) النهاية امحذوفة ر ى 1۳١‏ موجودة وتساوى (0) ر 

( ج) اللهاية غير ا محذوفة ر م111 موجودة . 

البرهان . إذا ظلت ( أ) قائمة » كانت 7 جوارا للدالة (0) “رء فإنه يوجد جوار ل 
للنقطة © عحيث أنه إذا كانت × تنتمى إلى رمن > فإن (×) / تنتمى إلى 7 . هذا يدل 
بوضوح عل أن f‏ 11۳ تكون موجودة عند © وتساوى (©) كر بالمثل » (×) كر تنتمى إلى 
لا لكل ع*ءد حيث (01/آع* فى هذه الالة توجد تجاية كر وتساوى (0) گر . 
بالعكس » قد لاحظنا حالا أن النصين (ب) » ( ج ) يدلان على (1) . 

إذا كانت كر » ۾ دالتين هما نهايتان محذوفتان ( نسبياً غير محذوفتين ) عند نقطة تجميع © 
من (ع)02(م)2 =(ع+5)f‏ »ء فإن حاصل جمعهما ع + كر له ثماية محذوفة 
( نسبياً غير محذوفة ) عند النقطة © ويكون 

lim (f + رع‎ = lim f + lim g, 


( عل الہر تیب‎ Lim )f + (ع‎ = Lim f + Lim 93 


نتأئج مشاببة تظل قائمة لمجموعات جبرية أخرى من دوال ع كا يلاحظ سمولة . 
النتيجة الآتية » المتعلقة » بتركيب دالتين » أعمق بسيطاً وموضع فيه النهاية غير المحذوفة 
تكون أبسط من النهاية الحذوفة . 


5-6 نظرية ٠‏ نفرض أى الدالة كر ها نطاق ( 0)۶ فى ”2 ومدى فى 26 وأن م 
لها نطاق (2)8 فى 0ج ومدى فى 8 . نفرض أن تم هی تحصيل الدالتين ۾ » f‏ ونفرض 
أن © هى نقطة تجميع للنطاق D(Ef)‏ . 

)١(‏ إذا كانت كلتا اللهايتين المحذوفتين f‏ م 2صفا = م › ۾ و دصقا = ۾ موجودتان 
وإذا كانت إها ع متصلة عند ط أو ط 6 (*)م/ عند × نى جوار النقملة © » فإن الهاية الحذوفة 
للمحصلة /" بم تكون موجودة عند النقطة »© وأنم* ع ي حصا = ي . 

(ب) إذا كانت كلتا الہایتین غير المحذو فتين i1» f‏ = ۵ › م و" = 4 موجودتان 
فإن النباية غير المحذوفة المحصلة رع تكون موجودة عند © ويكون 

01م سنا a=‏ 

البرهان . (أ) نفرض أن /18 هى جوار الهاية © فى "8 » ما أن ع صتا = عند © »فيوجد 

جوار ”7 الهاية 8 بحيث أنه إذا كانت بز تنتمى إلى (ج)2 ۸ ۷ » ظط عر فإن W۷‏ €(ر)ع 


1۰ 


ما أن عر 11۳ = ثم عند © » فيوجد جوار 7 للنقطة © بحيث أنه إذا كانت × تنتمى 
إلى )2 UN‏ ء xc‏ ء فإن ابا ع(يميم . ومن ثمء إذا كانت × تنتمى إلى 
الفئة الصغرى الممكنة (/٠ع)‏ 60172 [] » »© *د» » فإف (ع)2ماء(*)م . إذا كانت 
طا f)×(‏ فى جوار ما لا من ٥‏ ء فينتج أنه عند وير فى (]٠ع)0(012]‏ 6ءنا) 
فإن ۷ ٤‏ (2()2/هع) » أى أن ۾ هى النبهاية الحذوفة للمجموعة ع عند © . إذا كانت ع 
متصلة عند 8 » فإن لآلا ٤‏ (×)(f٥عچ)‏ عند عاق (f٥ع)0‏ 0ل وحيث ع #ير . 


لبرهنة جزء (ب) » تلاحظ أن الاستثناءات الى أجريت فى برهان جزء ( أ) ليست 
ضرورية . ومن ثم إذا كانت × تنعى إلى (ز٠ع)2‏ 0 U‏ ء فإن (ع)2 76 (»)] 
ويكون تبعاً لذلك › W‏ ©(80/()8) 


الاستنتاج فى جزء ( أ ) للنظرية السابقة ر مما يفشل إذا أسقطنا الشرط المذكور وهو أن بم 
متصلة عند 8 أو أن ( #ة()م نى جوار النقطة © لبرهنة هذه الملاحظة » نفرض أن كر 
هى الدالة نی 8 إلى ۸ المعرفة . بالصيغة ( ۲-۲١‏ ) وبفرض أن f‏ = ع > 0 حم فإن 
7 تعطى ەن 
(gof(%)=1,  x#0,‏ 
x=0‏ ,0= 


فضلا عن ذلك » نجد أن f)×(=0‏ صا > 8)((=0 ٥را‏ حيث من الواضح 
أن 1= (*)(رهي) .نا ( لاحظ أن النهايتين المحذوفتين هذه الدوال غير موجودتين ) . ٠‏ 


نهايات اعلى عند نقطة : 


فى الباق من هذا لباب الحالى » سنعتبر الحالة عند 1 = ي . أى أن كر هى دالة نطاقها 2 
فى ”2 وقيمها فى 2 والنقطة © فى ”۴ هى نقطة تجميع للنطاق 2 . مينعرف اللهاية الأعلى 
أو الد العلوى للدالة ر عند النقطة © . مرة ثانية » توجد إمكائيتان تعتمدان على اعتبار 
اما جير ات محذوفة أو جيرات غير محذوفة وسوف نناقش كلتا الإمكانيتين . من الواضح 
أنه بمكننا تعريف الباية الأدنى بطريقة مشابهة . يلاحظ شىء واحد هنا هو أنه » مع أن 
وجود الباية فى 8 ( محذوفة أو غير محذوفة ) هو مسألة دقيقة نسبياً » فإن لللبايات الأعلى 
الى تعرف فاعلية أنه إذا كانت ر محدودة » فإن وجودهها مضمون . 


الأفكار فى هذا الحزء توازى المدلول انهاية الأعلى للمتتابعة فى ”۸ والذى قدم فى باب 
8 لکن » سوف لا نفتر ض معرفتنا بالذى قد م هناك » باستثناء بعض المارين . 


. ٣< 0 تعريف . نفرض أن ر محدودة فى جوار النقطة © . إذا كانت‎ ۷ - ٥ 
نعرف (م)ب › (9)2 بالتعاريف‎ 


(a) (r) = sup {f(x):0 < |x - |ه‎ < r, x € D}, 

(b) $(r) = sup {f(x):|lx = c|| < r, x € D} 

(0 lim sup f = inf {p(r):r >0}, مجع‎ 
(0 Lim sup f = inf {h(r):r > 0} 


هذه الكيات تسمى الهاية الأعلى المحذوفة » والهاية الأعلى غير المحذوفة للدالة كر عند م » 
على الثر تيب . 
ما أن هذه الكيات قد عرفت مثل الأدنى للصورة تحت الدالة كر لحوار متناقص دائماً 
النقطة © » فن المحتمل عدم وضوح أنهم يستحقون المصطلحات « تهاية أعل » المفترض 
الآق يدل على تبرير للاصطلاحات . 
ه؟ - م مفترض . إذا كانت © و معرفة كأعلى » فإن 
(a) lim sup f = lim (r),‏ 
(b) Lim sup f= lim (r)‏ 
البرهان . نلاحظ أنه إذا كانت ى > م > 0 » فإن 
(5)م = lim sup f = (r)‏ 
فضلا عن ذلك » نجد من ۲١‏ - ۷ ( ج) ء أنه إذا كانت 0 < 8 فيوجد 0 < يم 
1 بحيث أن 
q(r.) > lim sup f + e‏ 
وإذن » إذا كانت ٣‏ تحقق ي > ۲ > 0 « نحصل ع ;< |ç(r)-lim sup, f|‏ « 
الی تعبت (1) . سيحذف برهان جزء (ب) لأنه مشابه وهو المطلوب اثباته 
١‏ - ومفارض . (أ) إذا كانت بصني مزا < 24 » فبوجد جوار 7] للنقطة © 
بحيث أن 
لل > (*) ثرو عند c#xEDNU‏ 
(ب) إذا كانت نيماو صذنآ1< 234 » فيوجد جوار 0 للنقطة © محيث أن 


> (*) كر عند xeDNU‏ 


1۴ 


البرهان . ( 1 ) من هم - ۷ (ج) » نجد أن ۸4 > (0)7(:2<0) تقلا . ومن ثم يوجد عدد 
حقيى 0 < وم بحيث أن 34 > (,٣)م‏ . وإذن مكننا آذ (ر>مإإه — »|| : U ={x € R°‏ 
برهان آخر الحزء (ب) يكون مشاياً . وهو المطلوب إثباته 
٠١-6‏ مفترض .. نفرض أن ثر ء ع دالتين محدودتين فى جور النقطة © ونفرض 
أن © هى نقطة تجميع للنطاق (م +12)7 , فيكون 
lim sup (f+ g) = lim sup f + lim sup g ( 1 )‏ 
(ب) 8 Lim sup (f+g)=s Lim sup f+ Lim sup‏ 
البر هان . من العلاقة 
sup {f(x) + g(x):x e A} = sup {f(x):x € A}+ sup {g(x):x € A}‏ 
نجد أنه من الواضح » باستخدام الرمز کان تعريف ۷-۴۰ » أن 
g(r)‏ + )رب > Qr+g(F)‏ 
الآن نستخدم مفترض ۲۵ - ۸ ونجمل 0 ج م فنحصل على برهان ( ) . 
وهو المطلوب إثباته 
سٹو جد نتائج مختصة مجموعات جبر ية أخرى فى تمرين “ف 
.امع أنه سوف لا نجد فرصة لتتيع هذه الأشياء » فى بعض قطاعات التحليل فن المفيد 
أن يكون لدینا اسم الآتى لمفهوم الاتصال . 
١١ - ٠٠‏ تعريف . يقال لدالة كر فى 2 إلى ۸ أنها نصف متصلة هن أعلل عند نقطة 
© فى 2 ف حالة 
f(c) = Lim sup f‏ )25.4( 
يقال أنها تكون صف متصلة من أعلى فى 2 إذا كانت نصف متصلة من أعلى عند كل 
نقطة من النطاق 82 . 
بدلا من تعريف نصف الاتصال الغلوى بواسطة معادلة ( ه٣‏ - 4 ) يمكنا أن نحتاج 
الشر ط المكاء والأقل شياكة الآق 
f(c)(= lim sup f‏ (25.5) 
يقترح أحد مفاتیح الأهية والمنفعة للدوال نصف العصلة من أعلى بالمفترض الآتى » الذى 
يمكن مقارنته بنظرية الاتضال الكروى ١-۴۲‏ . 
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1١-٠‏ مفترض . نفرض أن كر دالة نصف متصلة من أعلى بنطاق 2 فى الفراغ 

"8 ونفرض أن ۸ عدد. حقيق اختيارى . ينقد يوجد فثة مفتوحة © وفة مغلقة ۴ حيث أن 
GND={xeD:f(x)<k}, FND ={xe D:f(x) = k}‏ )25.6( 

البرهان . نفرض أن © هى نقطة فى 2 محيث أن / > )٥(‏ ر . يوجد حسب تعريف 
۰ - ۱۱ ومفترض 0 - ٩‏ (ب) » جوار (0)] للنقطة © يحيث أن ) > (×) ربميم 
× فى ()12017 . بمكننا » بدون فقد التعميم » اختيار ()7 بحيث تكون جوارآ 
مفتوحاً » يوضع 

© = U{U(c):ce D} 

نحصل على فئة مفتوحة بالخاصة المنصوصة ى ( ۲٠‏ - 5 ) . إذا كانت ۴ متممة © »> 
فإن ۴ تكون مغلقة فى "۸ وتحقق الشرط المنصوص عليه وهو المطلوب إثباته 

من الممكن » باستخدام المفترض البرهن حالياً . ( تمرين ٠١‏ - م) توضيح 
أنه إذا كانت × فئة جزئية مدمجة من ”۸ وكانت الدالة ر نصف متصلة من أعلى فى & 
فإن م تكون محدودة من أعلى فى وتوجد نقطة فى × حيث كر تصل إلى الباية الأعلى 
لها . أى أن الدوال نصف المتصلة العليا فى فثات مدمجة ها بعض الخواص الى أثبتناها 
للدوال المتصلة » حى بالرغم من أن دالة نصف متصلة من أعلى بمكن أن يكون ها نقط 
عدم اتصال . 

سيجد القارىء أنه من الممكن امتداد التصور لهاية أعلى عند نقطة إلى الحالة الى فيها 
تكون الدالة ليست محدودة وذلك باستخدام أفكار موجودة على طول السطور الممطاة فى نهاية 
باب ۱۸ - بالمثل 

يمكن تعريف الباية الأعلى عندما مه + ج × . هذه الأفكار مفيدة » لكن سنتركها 
كمار ين 


تمرينات : 
٠‏ - ( أ) ناقش و جود كلم نالهايات ا محذوفة وغير ا محذوفة للدو الالآتية عند النقطة 0 = هر 
(i)‏ عاد مم )ب( وبع f=,‏ 


f(x) = sin (1/x), ×0) (د‎ f(x) = x sin (1/x), x<0 )+( 


0, <0 in (1/x), 0 
(و) 6 ]-مر‎ f= /x) 0 (^) 


۵ - (ب) اثبت «فترض ۲-۲۰١‏ 


٠‏ - (ج) إذا كانت f‏ تدل على الدالة المعرفة فى معادلة ٣٠(‏ - م) وضح أن الباية 
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امحذوفة عند 0 = × تساوى صفراً وأن الهاية غير المحذوفة عند 0 د × غير موجودة . ناقش 
وجود هاتين الهايتين المحصلة f‏ ر . 
٠؟-‏ (د) اثبت مفترض 4-۲١‏ : 


٠‏ -(ه) وضح أن النصوص ٠‏ - ه ( ب)ء ۲۰ - ه (ج) تدل علىئص 76 - ه 


.)!( 


6 (و) وضح أنه إذا كانت كر ٠»‏ ع لما نہایات محذوفة عند نقطة تجميع © من 
القيمة (ع)2)(62 » فإن حاصل جمع ع +2 له اية محذوفة عند © وأنه 


lim (f + رع‎ - lim f + lim م‎ 


تحت نفس الغرض » يكون حاصل الضرب النقطى ( الداخلى ) ج .ر له نباية محذوفة عند 


e‏ وأن 
(lim) (im 8)‏ درج im (f°‏ 


» -(ز) نفرض أن كر معرفة فى فثة جزئية ( 0)۴ للفراغ © إلى "۴ . إذا كانت‎ ٠ 
وإذا كانت وك ھی‎ V={xeR:xeD(f),x>c} أى نقطة تجميع من الفئة‎ 
» تقييد كر إلى 7 » فنعر ف الهاية امحذوفة اليمى للدالة كر عند النقطة © بأن تكون ,كر تا‎ 
طالما كانت هذه الباية موجودة . أحياناً يرمز هذه الباية بالرمز كر م100 أو بالرمز‎ 
للهاية المحذوفة اليمى ( تعريف مشابه‎ + - ۲٠ صغ وكون نتيجة ممائلة لنظرية‎ . f؟)١+0(‎ 
. ) يمكن إعطازه للنباية غير المحذوفة الى وكلتى نهايى الطرف الأيسر عند م‎ 

1 إلى ۸ . نقول إن عدد‎ 2 = )«+ € R :× < 0[ -(ح) بفرض ثر معرفة فى‎ ١9 
هو الهاية للدالة ر عند مه + إذا كان يوجد لكل 0 < ع عدد حقيق ( 8):” محيث أنه‎ 
1 إذا كانت (2)8” < × » فإن ع > |2 - (*) | . فى هذه الحالة نکتب / .متلا‎ 
. م طمذه الهاية ويرهن عليها‎ - ۲٠ اكتب فى صورة قانون نتيجة ماثلة لنظرية‎ 

٠‏ - (ط) إذا كانت f‏ معرفة فى فثة ( 2)۶( فى ۸ إلى ۸ وإذا كانت © نقطة 
تجميع من (/) 8 فنقول إن + < (×) “رعند » مح × أو إن 

lim f = +o 
× تناع‎ ۸ 5)f(, ×× » فى حالة و جود» لكل عدد موجب 34 جوار 0 للنقطة © حيث أنه إذا كانت‎ 
. هذه اللهاية‎ © - ٠ فإن ۸4 < (×) ر . صغ وبرهن نتيجة ماثلة لنظرية‎ 
ط ء اعط تعريفاً المقصود بالتعبير ين‎ - ۴٠ (ی) فی ضوء تمريى ۲۵ ساح ء‎ - 8 


im, f= +o, lim f = oo 


{1o 


۲٠١‏ - (ك) كون مفترض ۲٠١‏ - م للبهاية الأعلى غير امحذوفة . اعط البرهان لمفتر ض 
4-٥‏ (ب) . 

, liminf,_af =—0 «¢ im sup, f = 1 ل ) عرف ماذا يقصد بالآق‎ ( - ١ 

٠‏ - ( م) وضح أنه إذا كانت كردالة نصف متصلة من أعلى فى فئة جز ية مدمجة ع » للفراع 
“8 بقعم فى R‏ › فإن ر محدودة من أعلى وتصل إلى الهاية الأعلى الخاصة بها فى ٤‏ . 

٠‏ - (ن ) وضح أن دالة نصف متصلة من أعلى فى فثة مدمجة ربما لاتكون محدودة من 
أسفل ور ما لا تصل إلى النهاية الآدنى الخاصة بها 

٠‏ - (س) وضح أنه إذا كانت 4 فئة جزئية مفتوحة من ”8 وإذا كانت /ر معرفة فى 
"8 إلى 8 بأنها 1 = (×) ر عند ×٤۸‏ > 0-(*)ير عند 2۸× ء فإن كر ھی دالة 
نصف متصلة من أسفل . إذا كانت 4 فئة جزئية مغلقة فى “8 » وضح أن ار هى نصف 


«تصلة من أعلى . 
ه؟-(ع)اعط مثالا لدالة نصف متصلة من أعلى والى لا عدد لا نهاقٌ من نقط عدم 
الاتصال . 


۲٠‏ - (ف) هل صعيح أن دالة فى ”۸ إلى ۸ تكون «عصلة عند نقطة إذا وإذا فقط كانت 
نصف متصلة من أعلى ومن أسفل عند هذه النقطة ؟ ١‏ 

٠‏ - (ص) إذا كانت (/) متتابعة محدودة لدوال متصلة ى 20 إلى 2 وإذا كانت 
*ثر معرفة فى "2 بأنها (=p f(x): € N‏ عند xe‏ ء فهل صميح أن * ر 
تكون نصف متصلة من أعلى فى 8 6 

۲٠‏ - (ق) إذا كانت (.) متتابعة محدودة لدوال متصلة فى ٩°‏ إلى © وإذا كانت ير 
معرفة فى ”2 بأنها f(x) =inf (f. (x): e N}‏ عند Je «< xeR’‏ صميح أن گر تكون 
نصف متصلة من أعلى فى "۸ ؟ 

. ۸' معرفة فى فة جزثية  من “×۸ ويقم فى‎ f (ر) نفرض أن‎ - ٠ 
ء عرف الهاية المزدوجة‎ ٤-٠١ نفرض أن (5 ,ه) نقطة تجميع فى 2 . مثل تعريف‎ 
والهايتين المكررتين للدالة كر عند (8,) . وضح أن وجود الهايات المزدوجة والمكررة‎ 
يدل على تساوها . وضح أن اللهاية المزدوجة يمكن وجودها بدون وجود أى نهاية مكررة وأن‎ 
. كلتا النبايتين المكر رتين ممكن وجودهما متساويتين بدون و جود ألهاية لز دوجة‎ 

۵ - (ش) نفرض أن گر هى مثل الرین السابق . مثل تعريق ۱۷ - ٤‏ 6 1۹ = ۸ 
عرف ماذا نقصد بقولنا أن 


g(y) سناء‎ f(x, y) 
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. ٠١ - 19 بانتظام عند بز ف فثة . صغ و برهن نتيجة ماثلة لنظرية‎ ١ 
© ونفرض أن الباية الحذوفة عند‎ ١-۲١ -(ت) نفرض أن ثر کا فى تعريف‎ ۲۵ 
المتباينة + > || 4 (*) كر || تظل قائمة‎ < 0 ٠ ۴ موجودة وأنه لعنصر ما 4 فى‎ | 
يصن هی نفس الاستنتاج يظل‎ Al > للنقطة م6 . اثبت أن‎ ٠١ فى جوار‎ ' 
0 قائما للباية غير محذوفة ؟‎ 
) ه؟ - (ث ) افحص نصف الاتصال الأعلى والأسفل للدوال فى جزئ ( ز ) > ( ح‎ 
لال ۲۰ -ه.‎ 


. lim, f(x) = 06 [0,41 متصلة فى(‎ f : ]0, + -)خ( إذا كانت ۴+( مه‎ ٠ 
]0, + اثبت أن ر متصلة بانتظام فى ( مه‎ 


الباب السادس والعشرون ‏ بعض نتائج ابعد : 
سنقدم بعض نظريات ف هذا الباب والى سوف لا تستخدم فا بعد فى هذا الكتاب » 
لكا غالباً مفيدة فى التوبولوجى والتحليل . 
النتائج الأولى تكون امتدادات بعيدة الأثر لنظرية تقريب فيرشتراس »> وبعد ذلك 
توجد نظرية تعطى شروط تكون دالة متصلة ها امتداد متصل ٠»‏ والنتيجة الهائية تكون 
مائلة لنتيجة بولتز انوا - قير شتراس فى الفراغ (>1)ي لدوال متصلة فئة مدمجة & . 
نظرية ستون ‏ قيرشتنراس : 
لتبسيط مناقشتنا » ندخل المصطلحات الآتية : إذا كانت كر » بم دالتين بنطاق .2 
فى ”8 وقم فى © ء فإن الدالتين ۸ » ۸ المعرفتين عند × فى 2 بأنهما 
h(x) = sup {f(x), g(x}, k(x)=inf {f(x}, g(x)}‏ 
يسميان الأعلى والأدنى » للدالتين ر » ج . على الترتيب . إذا كانت ر ء بم متصلتان 
فى 2 > فإن كلا من ۸ » # متصلتان . هذا ينتج من نظرية ١‏ مانا وملاحظة أنه 
إذا كانت 8 و © عددين حقيقين » فإن 5 
sup {a, b} = {a +b +|a — bj},‏ 
inf {a, b}= } {a + b~ |a — b|}‏ 
الآن نكتب صورة واحدة من تعميم ستون (») لنظرية تقريب فيرشتراس . بالرغم من 
(») مارشال . ستون ( ۱۹۰۳ - ) تعلم فى هارفارد ودرس ف هارفارد 
وجامعتى شيكاغو وماساشوستس . كان ابن رئيس للعدل . وله مساهمات بناءة فى التحليل العددى » 
خاصة فى نظريات فراغ هيلبرت و ابر البولياف . 


1¥ 


اكتشافها حديثاً فقد أصبحت من قبل « مأثورية أو كلاسيكية » ويحب أن تكون جز 
من خلفية كل طالب فى الرياضيات . بحب عل القارئ الرجوع إلى مقالة ستون المدونة 
فى المراجع لزيادة المعلومات والتطبيقات حيث المناقشات والأبحاث أكثر اكلا من 
المعروضة هنا . 
١-5‏ نظرية تقريب ستون . نفرض أن × فئة جزئية مدمجة من ” ونفرض أن 
مجموعة دوال متصلة فى × إلى 2 ذات الخواص : 
(1) إذا كانت يم و ثر تنتمى إلى 2 ء فإن ( م كر ) سء »ع مر ) ادا تسى 
إلى £ 
(ب) إذا كانت 5628 ,۾ »> عر ** » فإنه توجد دالة كر فى £ بحيث أن 
f (*) = a, f (») =b‏ . 
ومن ثم أى دالة متصلة فى × إلى ۴ مکن تقريبها بانتظام فى × بدوال فى £ . 
البرهان . نفرض أن / دالة متصلة فی إلى ۸ . إذا كانت بر و × تنتميان إلى » 
فنفرض أن 4٤ع‏ بحيث أن )5 =(×)رہع ۰ (ر)۴=(ر)رع ما أن 
الدوال ع ,۴ متصلة وها نفس القيمة عند لر » بأخذ 0 < ع » فيوجد جوار مفتوح 
()8 عند بر بحيث أنه إذا كانت 2 تنتمى إلى (ر)ن] م1 فإن 
g8, (2)> F(z2)~ e‏ 26.1( 
يجعل × ثابتة وباختيار لكل عر » جوار! مفتوحاً (ر) ل له هذه الخاصية من الإدماج 
للفئة الحزئية × » ينتج أن × تكون محتوية فى عدد محسدود من مثل هذه الخيرات : 
(()نآ ,... ,(:«)نة . إذا كانت (سع .... برمع) هناد = ر » فإنه ينتج من علاقة 
)١- ۴۹ (‏ أن 
h,(z)> F(z)—e‏ عند zeK‏ (26.2) 
ما أن (٭۴ =(*) ع ٭ فیلاحظ أن (×)۴ = (×). ومن ثم يوجد جوار مفتوح 
()ا عند × بحيث أنه إذا كانت z‏ تنتمى إلى ( )۷ 0 × » فإن 
h,(z)< F(z)+e‏ (26.3) 
ويجعل £ مدمجة مرة أخرى نحصل على عدد محدود من المعاخخات (سx)‏ ¥ ,... ,)۷ وبوضع 
he}‏ ...رمال h=inf‏ . نجدأن 6 تنتعی إلى £ وينتج من ( ۲-۲۹ ) أن 
h (z) > F(Z) —e‏ عند zeK‏ 
ومن ( ۴-۲۹ ) ينتج أن 
h )2( < F(z) +e‏ عند zeK‏ 


1۸ 


' وباتحاد هذه النتائج » نحصل على ٤K‏ 2 ,ع >|(۴)2 |۸)z(-‏ الى تعطى التقريب المطلوب 
8 وهو المطلوب إثباته . 

سيلاحظ القارىء أن النتيجة السابقة لم تستخدم نظرية تقريب فيرشتراس فى الننيجة 
الآتية » سنستعيض عن شرط ( أ) السابق بثلاثة شروط جبرية لفثة ألدوام سنستخدم هنا 
نظرية فيرشتراس الأثورية ( الكلاسيكية ) ٠١‏ - م فى الالة الخاصة القيمة المطلقة 
لدالة م المعرفة عند ٤‏ فى © بجا | | = (4) © ء لاستنتاج أن م بمكن تقريها بكثير ات 
الحدود فى كل فئة مدمجة لأعداد حقيقية . 

؟ نظرية ساون - فيرشتراس . نفرض أن > فئة جزئية مدمجة من * وبفرض 
أن ى مجموعة من دوال متصلة فى × إلى ۸ ذات الحواص : 

(1) الدالة الثابتة كزع × ,1=(×)ء تنتمى إلى ى . 

(ب) إذا كانت ع و كرتنتميان إلى 4ى » فإن عم + ي تنتمى إلى ى لكل 8 و © 
ل .R‏ 

(+) إذا كانت ع و ا تنتمى إلى ى » فإن عار تنتمى إلى ك 

(د) إذا كانت (١‏ #6 نقطتين من × » فإنه توجد دالة كر فى 4ى بحيث أن 

f(x)# f(y) 
4 إذن أى دالة متصلة فى £ إلى ۸ مکن تقریہہا بانتظام فى × بدوال فى‎ 


البرهان . نفرض أن 8 4,5 » لإ +× تنتمى إلى & . حسب ( د)» توجد 
دالة كر فى د بحيث أن (ر) “ركد (*)ر . ما أن (ر) م 5 1 = (*) ع › فنجد 
أنه توجد أعداد حقيقية ad, B‏ بحيث أن 
af(x) + Be(x) = a, af(y)+ Be(y)=b‏ 
لذلك توجد ء من جزء (ب) دالة 4و ٤چ‏ عیٹ أن 8 = (ر)ع » ۾ = (*)ع . 
الآن نفرض أن £ هى جموعة لكل الدوال المتصلة فى K‏ الى مكن تقرييها بانتظام 
بدوال فى ى . من الواضح أن £ > 4ت ء لذلك £ ها خاصية (ب) من نظرية تقريب 
ستون ۲۹ - ١‏ . سنوضح الآن أنه إذا كانت .8 2 فإن #2 >|8| ما أن 
gl),‏ - ماج ع (f+‏ - زع sup {f‏ 
راع -م|-ع (f+‏ - زع inf {f‏ 
وهذا سوف يدل على أن الها خاصية 85 - ١‏ (أ) ومن ثم كل دالة متصلة فى 4 إلى 
© تنتى إلى £ . 


۹ 


ما أن 8 متصلة » × مدجة » فينتج أنه يوجد 0 < ۸4 عي أن 24 => >||:!|| . بما أن 
ع ا فتوجد متتابعة (:8) لدوال فى 4ه محيث تتقارب بانتظام إلى ۸ فى >1 و يمكننا فرض 
أن 1+ > .اا لكل لالع 6 (لاذا ؟ ) . إذا أعطينا 0 > ع فنستخدم الآن نظرية 
تقريب فبراشتر اس ٣+‏ - م لدالة القيمة المطلقة فى الفترة [1 + 84 ,(1 + 84) -] لنحصل 
على كثيرة حدود ۲۰ اء بحيث أن 
}e‏ > إ0)مم :|| عند 1 +كة lls‏ 
لذلك ينتج أن 
hn) p(x) < He‏ | عند xeK‏ 
الآن ۳۰۶۸۰ تنتميان إلى #ى بسبب فرضنا (1) » (ب) » (ج) . ما أن 
»الس حم || = | |( |hn‏ - لمم || 
فينتج أنه إذا كانت # كبيرة كبر كافياً » فإن 


ع = lIhn(e)|l=p. o h(x)|‏ عند xeK‏ 
ما أن 0 < 8 اختيارية » فنستنتج أن ”# >|8| وتنتج النتيجة المطلوبة الآن من 


النظر ية السابقة . 

الآن نحصل على صوزة أدق من نظرية 4 - ۸ كحالة خاصة من نظرية فير شتراس » 
صورة من نظرية ۲٠‏ - ۸ أقوى ء هذه النتيجة تقؤى. النئيجة الأخيرة بطريقتين : 
(1) الاح للنطاق بأن يكون فئة جزئية مدمجة اختيارية من ”۸ وليست بالضبط خلية مديجة 
فى الفراغ ۴ (ة) الاح للمدى بأن يقع فى أى فراغ 8٠‏ وليس بالضيط ۸ لفهم النص » 
سنتذكر أن دالة عر بنطاق 2 فى ”8 ومدى فى “۴ يمكن اعتبارها مثل دوال عددها 4 
فى 2 إل ۸ بواسطة ثيل الاحداق : 

((×)مگ,..,(*)f) f)*(=‏ عند xeD‏ )26.4( 
إذا كانت كل من دالة الاحدای بكر كثيرة. حدود فى م احداثيات (م× ,...,») فإنتا نقول 
إن ر دالة كثيرة الحدود . 

١‏ - ۴ نظرية ققريب كثيرة حدود. إذا كانت ثر دالة متصلة نطاقها > هو فئة مديجة 
الفراغ ” ومداها ينتمى إلى الفراغ 25 وبفرض 0< ع . فتوجد دالة كثيرة الحدود 
م فى RF”‏ إلى >8 بحيث أن ع > || (#«)م — (x)‏ / || عند x eK‏ 

البرهان . مئل ر بدوال الاحداق ۾ كافى ( 5م - + ).ويا أن ثر متصلة فى ٤‏ » 
فن كلا ٠ن‏ دوال الاحداقٌ رار تكون متصلة فی إلى 2 . من الواضح أن الدوال كثيرة 


فق 


الحدود العرفة فى “8 إلى ۸ تحقق خواص نظرية ستون - ثيرشتراس ومن ثم دالة الاحداق 

زر يمكن تقريها بانتظام فى £ داخل ول/ء بدالة كثيرة الحدود رط وبفرض م معرفة بأنها 
p(x) = (pı(*),..., pa(x))‏ 

فنحصل على ذالة كثيرة حدود من ”2 إلى “۴ بحيث تعطى التقريب المطلوب فى £ إلى 

الدالة المعطاة كر , وهو المطلوب إثباته . 


امتداد دوال متصلة : 

يكون أحياناً من المرغوب إجراء إمتداد النطاق لدالة متصلة إلى فئة أكبر بدون 
تغيير قم النطاق الأصل . يمكن إجراء هذا داتما بطريق سبل جداً وذلك بععريف الدالة 
فإن قيمها صفر خارج النطاق الأصلل » لكن هذه الطريقة للمد فى الحالة العامة لا تعطى 
دالة متصلة . بعد بعض التأمل » سيرى القارىء أنه ليس داماً ممكناً الحصول على مد متصل . مثال 
ذلك » إذا كانت (0 << : © ع ع)- 722 وإذا كانت ر معرفة عند 2 ٤‏ × بالتعريف 
:/ 1 (:<) كر حينئذ ليس مكنا إيحاد طريقة لامتداد /ر بحيث نحصل على دالة متصلة فى جميع الفراغ 
۸ . لكن » من الهم أن نعرف أن الامتداد يكون دائماً مكنا عندما يكون النطاق فئة مغلقة . 
وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » ليس من الضرورى زيادة الحد للدالة ( إذا كانت محدودة ) . 

قبل أن نبرهن نظرية الامتداد هذه نلاحظ أنه إذا كانت » 8 و 4 فتتين جزئيتين 
غير متصلتين للفراغ ”82 » فتوجد دالة متصلة ب معرفة فى ”۸ بقيم فى 8# محيث أن 

"هع ,1ع )م ع0 xeB;‏ ,1-()ب ‏ زشعع ,0<-(ع)بي 
فى الحقيقة » إذا كانت ( 4 ع بر : || ترح + |] ) (x, 4) inf‏ 4ه « 
(8 € بر : | ر ||{ تمصاح (8 ,*) 4 فإنه مكننا تعريف ب عند "8 ع» 
بالمعادلة 


d(x, A) 


9)" CA) + d(x, B) 


١‏ - 4 نظرية امتداد تيتز (*). بفرض أن ر دالة متصلة محدو دة ومعرفة فى فئة جز ية مغلقة 
« للفراغ ”۸ وبقيم فى ۴ . حينئذ . توجد دالة متصلة ج فى الفراغ ۸ إلى ۸ بحيث أن 
() ير = (×)ع عند × فى 2 وبحيث أن sup {lg (e)ll:x € R”} = sup {|f()||:x € D0}‏ 
البو هان . نفرض أن ( 2 € * : [ (*) / | اء = 4 وتعتبر 
S—M[3}‏ )*( ر: {XE D‏ =4 و ( 84/3 < (*) ثر: هع ع ) د ره . 
من اتصال ر و حقيقة 


() هيئريس تيتز ( ۱۸۸۰ - ۱۹٦٤‏ ) كان أستاذاً فى ميونيخ وساهم فى التوبولوجى 
وألمندسة والجير . ونظرية الامتداد هذه ترح إلى عام 1١414‏ 


4 


. كون أن 2 مغلقة » ينتج من نظرية ۲۲ - ١‏ (ج) أن ,8 و و4 فثتان جزئيتان مفلقتان 
٠‏ فى الفراغ ۴ . حسب اللاحظة السابقة لنص النظرية > توجد دالة متصلة ,© فى ° . 
إلى © بحيث أن 


نعم  çı(x)=}M,‏ الرشضعع Qı(x)=—$M,‏ 
"عع $M,‏ > («)رب ع 3M‏ 


الآن نضع ري -م ب ير وتلاحظ أن وكرمتصلة فى 2 وأن 38/4 > (2 ع ×:|(×)د/) pنء‏ . 


بالاستمرار » تعرف (1384- > ٠» A: ={xe D:f»(x)‏ 
|10 ؛ > f)‏ :2ع + - و8 2 ونحصل عل دالة متصلة وب فى 87 إلى 8 بحيث أن 
iM, xeB:;‏ - (ع)يب A»;‏ ع 1 43- = (عد)وب 
"عير GOAN‏ = 
بعد إجراء هذا » نضع دي رڳ حرم ونلاحظ أن ديري -م f=‏ متصلةفى 2 وأن 
GM‏ ع sup {lf(x)|:x € D}‏ . 


بالاستمرار بنفس هذه الطريقة » ا (,ب) لدوال معرفة فى Rd R’‏ 


محيث أنه » لكل ۸ 
|f(x)=[oı(x) + e2(x) +° ° ١ + p,(x)]| = )"M‏ (26.5( 
لكل × فى 2 ومحيث أن 
M‏ "4(6 > |(×).ب| عند xe R?‏ (226.6) 
نفرض أن بع معرفة فى 8ه الى ۴ بأنها بپ +۰۰۰+رپ+ ربع ٠٠‏ 


ومن ثم ينتج أن :8 متصلة . نستنتج من PE RR iE‏ 
"ع1 » فإن 
F)"M‏ ع [ °+ ++ (DEM1‏ ع gn (x) g(x = lon (x) +٠٠١ + en (x)|‏ 
الى تثبت أن المتتابعة (.8) تتقارب بانتظام فى "2 لدالة سوف نرمز لما بالرمز ع . 
بما أن كلا من .8 متصلة فى ۴ » فينتج من نظرية ١ - ۲٤‏ أن ع متصلة عند كل نقطة 
فى الفراغ “2 يلاحظ أيضاً من المتباينة ( هم - 5 ) أن 3("84) > |(×).ع - (2)/| عند 
xeD‏ . لذلك نستنتج > أن («)ع = (×) ر عند × فى 2 أخيرا تدل معبايئة (۴۹ - )١‏ 
على أنه لأى × فى الفراغ ”8 يكون 

lgn(x)| > $M[1+3+۰۰۰+ 60" '[ ك‎ 1 


الى تفرض النص الأغير للنظرية وهو المطلوب اثباته . 

- ه نتيجة ٠‏ بفرض أن ر دالة متصلة محدودة معرفة فى فثة جزئية مغلقة 2 
من ٩°‏ ويقيم فى 124 حيدئذ يوجد دالة متصلة ع فى ۸۶ إلى 26 حيث (*) ر = (<)8 
لأجل × فى 2 ومحيث أن 

sup {lg (ll: ع‎ € R°} = Vq sup {|f()|l:x € D} 

البر هان ٠‏ هذه النتيجة قد برهنت حالا عند 1 = ي . لى الحالة العامة » نلاحظ أن /ر 

تعرف © من دوال الأحداق بقم موجبة متصلةفى 2 ٠‏ ولتكن 
REN‏ وا p(x),‏ مم 8 f(x)‏ 

حيث أن كلا من الدوال «ر1|و 5ك زع 1امتداد متصل رع فى ۸۶ إلى ٩‏ » فنعرف ع فى ۲ 
إلى 86 بأنها ((«)بع ,...,(×)دع ,(×):ع) =(×)ع . يلاحظ أن الدالة ع لها المواص 
المطلوبة . وهو المطلوب إثياته 


تساوى الاتصال : 


قد استعملنا تكراراً نظرية بولتزانو - فيرشتراس ٠١‏ - 5 للفئات ( الى تؤكد 
أن كل فة جزئية محدودة لا نبائية للفراغ ”۸ نقطة تجميع ) والنظرية المناظرة 4-015 
للمتتابمات ( الى تؤكد أن كل متتابعة محدودة فى ”22 لها متتابعة جزئية تقاربية ) . نقدم 
الآن نظرية ماثلة “ماما لنظرية بولتزانو -- فيرشتراس باستثناء كونها تتعلق بفئات دوال 
متصلة وليست فئات فقط . وللاختصار والتبسيط » سوف نقدم هنا فقط الصورة التابعة 
هذه النظرية , 

سنفرض فيا يل أن فثة جزئية مدمجة ثابتة من الفراغ ۴° » وسوف تعتبر 
دوال متصلة فى ڄ ومداها فى ٩°‏ . وحسب نظرية ٣۲‏ - ه تكون كل دالة مثل هذه 
الدالة محدودة » و من م (©16),ر80 - (1),,© . نقول إن فئة # فى (0,,)16 محدودة 
( أو محدودة بانتظام ) فى × إذا كات يوجد مقدار ثابت ۸ يحيث أن ۸ ك || || » 
لكل ر فى 2 . من الواضح أن أى فثة محدودة 3 لفل هذه الدوال تكون محدودة » 
لأنه إذا کان (لر,... ,ور ,)=۶ . ء فيمكثنا أخذ 

M = sup ماامااا‎ lll ٠ ٠ ٠. كلكا‎ 

وف الحالة العامة » فثة لا نهائية لدوال متصلة فى ك2 إلى 124 سوف لا تكون محدودة . 
مع أن متتابعة تقار بية منتظمة لدوال متصلة تكون محدودة ( تمرين 7١‏ -م) . 


إذا كانت ر دالة .متصلة فى الفئة المدحة K‏ للفراغ ”2 » فإن نظرية مم اسم 


رحق 


تہ ى نبا متصلة بانتظام . ومن ثم » إذا كانت 0 < ع فيوجد 0 < (8)8 محيث 
أنه إذاكانت ر و × تنتميان إلى عل » ( 8) 8 > || × || » فإن e‏ >||(2) كر (*) ير ]| 
طبعاً » بمكن أن تعتمد القيمة 8 على الدالة كر كا تعتمد أيضاً على ع و لذلك نكتب غالباً ( ر وع )8 
عند تعاملنا مع أكار من دالة واحدة يكون حسناً الإشارة إلى هذا الاعاد صراحة . 
نلاحظ أنه إذا كانت (ي/,.. . ,,/) - 3 فة محدودة فى (16)برت فإنه بوضع 
لظ رع)8 , . . . ,لظ 8(e, F) =inf {8(e,‏ 

نحصل على 8 الى « تعمل » لكل الدوال فى هذه الفغة المحدودة . 

4 - 5 تعريف . يقال لفعة ٭ لدوال فى × إلى “2 أنها متساوية الاتصال بانتظام 
فى إذا كان يوجد لكل عدد حقيق 0 < ع عدد 0 < ( 8)8 عیث أنه إذا كانت رو × 
ثنتميان إل » ( 8)8 > || ر هد || ء كردالة فى 3 ء فإن ع > ||() عرب () ⁄|| . 


قد اتضح أن فئة محدودة لدوال متصلة فى × متّساوية الاتصال . والفرض بأن متتابعة 
لدوال متصلة والى تتقارب بانتظام فى × تكون أيضاً متساوية الاتصال سميح أيضا 
(تمرين ۲۹ -ن) . 

ينتج آنه لكى تكون متتابعة فى ()بب تقاربية بانتظام فى × ع يكون من 
الضر ورى أن المتتابعة تكون م#دودة ومتساوية الاتصال بانتظام فى >4 . الآن سوف نوضح 
أن هاتين الخاصيتين ضروريتان وكافيتان لفئة 8# فى (3) رب هما الخاصية الى تقول إن 
لكل متتابعة لدوال من 37 متتابعة جزئية تتقارب بانتظام فى × . هذه مكن اعتبارها كحالة 
عامة لنظرية فير شتراس - بولتزانو لفئات دوال متصلة وتلعب دوراً هاماً فى نظرية المعادلات 
الفاضلية ومعادلات التكامل . 

۹ - ۷ نظرية أرتزيلا -أسكول(*) . نفرض أن فية جزئية مدممة الفراغ ۴7 
ونفرض أن 2 مجموعة من دوال متصلة فى & ولا قم فى الفراغ “۸ . فإن الحواص 
الآتية تكون متكافئة : 

٤ العائلة 8 مدودة ومتساوية الاتصال بانتظام فى‎ (i) 


(«) سيزار ارتزيلا (۱۸4۷- ۱۹۱۲) كان أستاذا فى بولندا . أعطى الشروط 
الضرورية والكافية لكى تكون نهاية متتابمة لدوال متصلة فى فترة مغلقة متصلة » ودرس 
موضوعات مرتبطة بها . 

جيوليو اسکول ( )۱۸۹٩ - ۱۸٤۳‏ ء كان أستاذا فى ميلانو » صاخ التعريف 
لتساوى الاتصال فى وضع هندمى . وله إسهام لمتسلسلة فوريير . 


f 


(ب) لكل متتابعة من 8 متتابعة جزئية تقاربية بانتظام فى > . 
البرهان . سوف نوضح أولا أنه إذا كان شرط (1) غير صححيح » أيضاً فإن الشرط 
(ب) يكون أيضاً غير صحيح . إذا كانت * غير محدودة » فتوجد متتابعة (,) فى # 
محيث أن ” < »اا,ا|ا عند لزع م . لكن حينئذ لا يمكن اتتابعة جزئية للمتابعة (2:) أن 
تكون تقاربية منتظمة . أيضاً إذا كانت الفئة # ليست متساوية الاتصال بانتظام » فإنه توجد 
عند بعض 0 < مع (لماذا ؟ ) معتابمة (0/) فى 2 ومتتابعات (.×) ٠‏ (,لا) فى عند 
1/۸ > مر - ×| لکن عحيث أن 20 <|(<), - («×).؟|| . لكن حينئذ لا يمكن اتتابية 
جزئية للمتتابعة (40) أن تتقارب بانتظام فى > . 


الآن سنوضح أنه » إذا كانت الفئة ۶ تحقق (أ) » فإنه بأخذ أى متتابعة (,5) فى 2 
توجد متتابعة جزئية تتقارب بانتظام فى × . لإجراء هذا لاحظ أنه ينتج من تمرين ٠٠١‏ -ح 
وجود فئة © معدودة . فى ڄ بحيث أنه إذا كانت ×عر > 0 < ع »© فيوجد عنصر 
× ى © محيث أن > || رس×إ| إذا كانت [... ,ون ,:») > © فان المتعصابمة 
((:):1) محدودة ى۸ وينتج من نظرية بولازانو - فيرشتراس ١5‏ - + أنه توجد متتابعة 
جزئية تقار بية . 

)... قث (f(x), f(D,‏ 
للمتتابمة )f.)»((‏ بعد ذلك نلاحظ أن التتابعة )f)x2(:) €N(‏ محدردة فى ٩°‏ » 
ومن ثم يكون لا متتابعة جزئية . 

).. و( ,... f? (x2),‏ ,ل( م) 
والى تتقارب . مرة أخرى » المتتابعة N(‏ € :(:*)2,/) محدودة ى “۸ » لذلك تكون 
متتابمة جزئية ما 

(fa), f(x), ..., f(x), ..)‏ 
تقاربية . نستمر فى هذا الطريق وبعد ذلك فضع "مم = مع عحيث أن .ع هى الدالة النونية 
فى المتتابعة المزئية النونية . من الواضح أنه من التركيب تكون المتتابعة (:8) تقاربية عند كل 


سنبر هن الآن أن المتتابعة (.ج) تتقارب عند كل نقطة من × وأن التقارب يكون منتظما . 
لإجراء هذا » نفرض أن 0 < ع » ونفرزض أن ( 8)8 معرفة كا فى 5-05 . نفرض 
"أن (ينو,... ,رر) © فة جزئية محدودة للفئة © حيث أن كل نقطة فى × تكون 
داخل (5)8 لنقطة ٠١‏ فى © . بما أن المتتابعات 


(Bn(y)), (gn(y2)),..., ((ترامع)‎ 


o 


تتقارب › فيوجد عدد طبيعى 24 حيث أنه إذا كانت ۸4 < ۸ ,م فإن 
ع > لسع -(ر)معا| عند م i=1,2....,‏ 
بأخذ ×ع× ۰ يوجد ,0 ء رر محيث أن (8)6 > |إرر - ×| . ومن ثم نجد من تساوى 
الاتصال المنعظم أن 8 >|(,()مع -().ة|| لكل 76107 ».بوجه خاص » هذه المتباينة 
تظل قا مة عند 84 < ۸ . لذلك »> نجد أن 
(yı)‏ مع len Cy;‏ + |[(نر)مع = (xl = lg. (x)‏ مع - )مو || 
38 = ع + ع + ع > |إلع)مع +lgn(y;)=‏ 
على شرط 44 < ۸ ,” . هذا يوضح أن 
36 = عامج — |g.‏ عب 14 m,nz‏ 
وإذن ينتج التقارب المنتظم للمتتابعة (.8) فى × من معيار كوشى للتقارب المنتظم + المعطى 
فی ۷ ١‏ وهو المطلوب إثباته . 
ركبنا فى البرهان هذه النتيجة » متتابعة لتتابعات جزئية لدوال وبعد ذلك اختر نا متتابعة 
القطر (,م) » حيث "= .ع . يسمى غالبا مثل هذا التركيب ٠‏ عملية قطرية » أو « طريقة 
كانتور النظرية » وهى مفيدة باستمرار . يحب على التبارىء أن يتذكر أنه قد استعمل تموذج مشابه 
من المحادلة والبحث فى باب ٣‏ لبر هنة أن الأعداد الحقيقية لا تكون فثة قابلة للد . 
تمرينات : 


۹ - (أ) وضح أن شرط (أ) من نظرية 5؟ - ١‏ يكاقء للشرط : (أ) إذا كانت 
ر تنسى إلى © فإن || تنصى إلى £ . 

١‏ - (ب) أثبت أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى الفترة [ * ,0 ] تكون الهاية 
المنعظمة المتتابمة «لكثيرات الدودی بد 605 ( أى أنه ۽ لدوال (,) » حیث(× 5مه),م = () يط 
عند كثيرة حدود ما 2١‏ ) . 5 

١‏ - (ج) وضح أن كل دالة حقيقية القيمة ومتصلة فى [ * ,0 ] هى الهاية المنتظمة 
لمتتابعة الدوال على الصورة . : 

X +> مج‎ + a, COS X + ڊ@‎ COS 23+ ٠ ٠ ١ + a, COS HX 

5 - (د) وضح لماذا تفشل النتيجة ى مرین م - ب ذا استبدلنا ٥08 x‏ 
بالمقدار keN « SÎ k*‏ 

۲۹ - (ه) استخدم آمرین 8 - ج لإثبات أن كل دالة حقيقية القيمة متصلة ر فى 
[0,۳] » حيث (©) عر = (0) ر تكون الهاية المنتظمة لمتتابعة دوال على الصورة 


۴١ 


x جر‎ bo +b, sin x + وط‎ sin 24١ > + b, sin nx 

9 - (و) استخدم تمرينى +؟ اج » ۲۹ اه لتوضيح أن كل دالة حقيقية القيمة 
متصلة كر فى [ 7 ,۸ ] › حيث (5) ر = ( © - ) كر هن الهاية المنتظمة لتتابعة دوال 
على الصورة . 

x > a, + a, cos 2 + رط‎ sin x +٠ ٠ ١ + a, cos nx + b, sin nx 
ارشاد : اقم ر : إلى حاصل الممع .1+ إ=؟  لدالة زوجية ((--)ز+ ()0)!- تار‎ [ 
.] ودالة فردية (-)م -()/)1 - (8)م‎ 

۲١‏ - (ز ) اعط برهانا للتمرين السابق متوقفا على استخدام نظرية + 0-١‏ لدائرة الواحدة 
(1- ر + شير :82 ye‏ ,«)) - 1 وملاحظة أله يوجد تناظر أحادى بين دوال متصلة فى 7 
إلى ۸ ودوال متصلة فى [* ,× ] إلى 8 عيث تحقق العلاقة (۸) /ر = (۳=) ار . 

١‏ - (ح) بفرض 2# ج13 فترة مدمجة وبفرض أن 4ى هى مجموعة من دوال متصلة 
فى # جل محيث تحقق خواص نظرية ستون - فيرشتراس .م - م . اثبت أن أى 
دالة متصلة فى × ل ( RF”‏ ) إلى # مکن ت تقريبها بانتظام بدوال على الصورة . 

(0 سه( + +٠١ ١‏ )رع »)مر 
حيث ۾ f.‏ تنتميان إلى لى . 
03 45م - (ط) اثبت أن نظرية تيتز ++ - + رما تفشل إذا كان النطاق ليس مغلقاً . 

۲۹ - (ى) استخدم نظرية تيتز ۲٠‏ - + لتوضح أنه إذا كانت “8 2 مغلقة وإذا 
كانت ر دالة متصلة غير محدودة فى ۴ ج 2 » فإنه يوجد امتداد متصل الدالة ر لكل الفر اغ 4" 
( إرشاد : اعتبر الركيب ,40 » حيث × A ta”‏ - (8)ف أو ( +1)/: -(م)ن ‏ ) 

١‏ - (ك) بفرض 9 مجموعة من دوال فق" > 2 إلى ٠۾‏ . اعتبر الخاصية عند 
النقطة : 2 >»ء الى تقول إنه إذا كانت 0 < 8 فيوجد 0 < (ع ,8)6 محيث أنه إذا كانت 7 
xeD‏ » )5,8 > إإء - × || فإذع > |1 0) =f‏ («)ر || لكل ٤#‏ . وضح 
أن للمجموعة 2# هذه الخاصية عند 72 ع6 إذا وإذا فقط كانت كل متتابعة (.×) فى 2/ 
عند («)صسناده ء تحقق ((06/) ”نا - عم بانتظام عند جم . (أحياناً 
نقول إن 9# متساوية الاتصال عند c٤2‏ عندنًا تتحقق هذه الخاصية ) . 

5 - (ل) بفزض أن ”7 کا فى تمرین 75 - ك . وإذا كانت 28 مدجة وتحققت 
الحاصية المذكورة فى تمرين ۲١‏ - ك لكل 1ه »ء اثبت أن # متساوية الاتصال بانتظام 
بمفهوم تعريف 5-15 . 1 

5 - (م) إذا كانت K>”‏ مدمجة » (/) متتابعة لدوال متصلة فى ۸ إلى “74 


يفف 


ومتقاربة بانتظام فى كه ء اثبت أن العائلة (:11 محدودة فى × ( بممنى أنه يوجد 0 < 74 بحيث 
أن ا0ا لکل ۸٤۸‏ عع ( أو ۷ > ]||| لكل وعم ) . 
5 - (ن) إذا كانت “8 2 مدمجة ء وكانت (6) متتابعة لدوال متصلة فى ٤‏ 
إلى ۴ ومتقاربة بانتظام فى × » وضح أن العائلة [./) متساوية الاتصال فى £ مى 
تعريف ۲۹ = ٩‏ . 
۹ - (س) بفرض أن ۶ مجموعة محدودة متساو ية الاتصال بانتظام لدوال فى ”۴ > 2 
إلى ۸ وبفرض *ر معرفة فى ۸ < 2 بأنها 
f(x) = sup {f(x):f EF}‏ 
وضح أن * f‏ متصلة فى 2 إلى © . 
5 - (ع) وضح أن الاستنتاج التمرين السابق ريما يفشل إذا لم يفترض أن ۶ 
متساوية الاتصال بانتظام . 
١‏ - (ف) اعتير المتتابعات الآتية لدوال الى توضح أن نظرية أرتزيلا أسكولى ۲١‏ - ۷ 
رما تفشل إذا أسقطت الفروض الختلفة . 
xe[0.1] sie  f(0=x+n (Î)‏ 
(ب) (x)= x"‏ علد [0.1]جع 


(ج( TTT‏ - ماما د 7077 


٩‏ - (ص) بفرض أن (./) متتابعة لدوال متصلة فى ۸ إلى*8 عيث تتقارب عند كل 
نقطة من الفئة © لأعداد قياسية وإذا كانت (,/) متساوية الاتصال بانتظام فى م ء وضح 
أن المتتابعة تتقارب عند كل نقطة للفراغ ۸ وأن التقارب يكون منتظماً عند كل فئة مدمجة من 
الفراغ ۾ » لکن ليس ضر ورياً أن يكون منتظماً فى ۴ . 


۸ 


المصلانخامس 


سنبدأ الآن بدراسة تفاضل وتكامل الدوال . ولإجراء هدا سيكون من المناسب دراسة 
الحالة لدوال متغير واحد أولا » سنعود فى الفصلين السابع و الثامن ادراسة دوال لمتغيرات 
متعددة . و بمقارنة هذين البابين » سيتضح أن الحالة لدوال المتغيرات المتعددة تشابه تماما 
الملخص الذى سنعمله هنا > لكن تظهر تعقيدات معينة . وبالإضافة إلى ذلك › سميث أن 
النظرية العامة تعتمد فى استنتاجها :على نتاأج حالة المتغير الواحد » فيكون من المناسب الحصول 
على دراسة هذه الحالة قبل دراسة الحالة العامة . 


أدخلنا فى البابين ۲٢ » ٣۷‏ المشتقة لدالة معرفة فى فترة حقيقية ونشبت نظرية القيمة 
المتوسطة المامة وبعض نتائجها . فى باب ۲۹ سنقدم التعريف لتكامل رمان ( وريمان - 
اشتيلجز ) لدوال محدودة فى فترة[8 ,ه] . سنعطى الحواص الأساسية للتكامل فى هذا 
الباب وى بابي ۳۰ » ۲١‏ . بيا نناقش فى البابين الأخير ين » التكاملات « غير الحدودة 
والتكاملات اللانمائية . بالرغم من أن نتاج هذه الأبواب تستخدم بدرجة قليلة جدا فى الأجزاء 
الآتية من هذا الكتاب » فإنها هامة لتطبيقات كثيرة . 


الباب السابع والعشرون ‏ نظرية القيمة المتوسطة : 


مما أنه من المفروض أن القارئ يكون ملماً من قبل بالعلاقة بين مشتقة دالة فى 1# 
إلى ©2 وميل رسمها البياف » و ممفهوم معدل التغير الحظى ٠»‏ فسنر كز اهتامنا كلية على 
الوجهات الرياضية للمشتقة ولا نذهب إلى تطبيقاتها فى الفيزياء » الاقتصاديات إلى آخره . 
فى هذا الباب والباب الآق ستعتير دالة نطاقها 8 ومداها محتوى فى الفراغ ۴ . 
و بالرغم من اهامنا فى الابتداء بالمشتقة عند نقطة داخلية » فسوف نعرف المشتقة بتعريف 
أكثر تعمما قليلا حيث مكن اعتبار نقطة نهائية لفترة » مثلا »> لكن > نحتاج إلى كون 
النقطة ألى تعرف المشتقة عندها نقطة تجميع للنطاق 2 وتنتمى إلى © . 


۹ 


٠-۷‏ تعريف . إذا كانت © نقطة تجميع النطاق 2 وتنتمى إلى 2 ء فنقول أن 
العدد الحقيق £ هو المشتقة للدالة كر عند النقطة © إذا كان يوجد لكل عدد 0 < م عدد 
0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت × تنتمى إلى 2 وإذا كانت ( 8)8> |[ هه | >0 » 


فان 
> ع .27 


فى هذه الحالة نرمز إلى (©) ثر بالرمز £ . 
وتبادلياً » يمكننا تعريف (6)*ر بأنها الہاية 
(xeD,x#c)‏ علس lim‏ 


من الملاحظ أنه إذا كانت © نقطة داخلية من النطاق 2 > فتعتير فى ( ۲۷ )١-‏ 
النقط × الموجودة فى كل هن يسار ومين النقطة © . ومن الناحية المقابلة » إذا كانت 
2 فترة » © هى النقطة الطرفية اليسرى للفترة 2 » فإنه يمكننا فى علاقة ( ۳۷ - )١‏ 
أخذ × على مين النقطة © فقط . 

طالما وجدت المشتقة للدالة مر عند النقطة © > فترمز لقيمتها بالرمز (0)”/ر . 
نحصل ببذه الطريقة على دالة ٣ر‏ نطاقها فئة جزئية من النطاق للدالة ر . نوضح الآن أن 
اتصال الدالة كر عند © هو شرط ضرورى لوجود المشتقة عند © . 

۷ - ۲ مفتر ض . إذا كانت الدالة كر مشتقة عند © + فإن ر تكون متصلة هناك . 

البرهان . نفرض 1 = :ع وبأخذ (8)1 = 8 بحيث أن 


رمم فاته 


> 1 


لكل 72ع* وتحقق 8 > |م- *| > 0 . من متباينة المثلث » نسنتتج أنه هذه القم 
للعنصر × يكون 
—f(e)| = |x cel {F'(c)| + 1}‏ )را 
الطرف الأيسر هذا التعبير مكن جعله أقل من ع إذا أخذنا × فى 2 بحيث : 
|x-c| <inf {8, e/(|f'(c)| + 1}‏ 
وهو المطلوب إثباته 
من السبل ملاحظة أن الاتصال عند النقطة © ليس شرطً كافياً لوجود المشعقة عند © . 
مثال ذلك »> إذا كانت 2-4 و |×|= (*×) f‏ ء فإن كر تكون متصلة عند 


۳. 


كل نقطة الفراغ ۸ لكن يكون ا مشتقة عند نقطة 6 إذا وإذا فقط كانت 0< © . 
بأخذ توافيق بسيطة جبرية ع يكون من السبل تر كيب دوال متصلة ليس لها مشتقة عند 
عدد محدود من نقط أو حتّى عند عدد بمكن حسابه من نقط . فى ۱۸۷۲ ۰ هزقير شتراس 
عالم الرياضيات بإعطائه مثالا لدالة متصلة عند أى نقطة لكن لا توجد مشتقة هاف أى مكان . 
( فى الحقيقة » الدالة المعرفة بالمتسلسلة 


f(x)= Ù 3e cos 05) 


يمكن البر هنة على أن لما هذه الخاصية . سوف لا نتعمق لى التفاصيل » لكن نحيل القارئ 
إلى كتب تتثيارش وبوز لتفاصيل ومراجع أكثر ) . 


۷م - م مفترض. (أ) إذا كانت ثم طامشتقة عند م > 0 < (©)”ثر »> فيوجد 
عدد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 2ع« › 8 جم > × > م فإن (×) f )c( > f‏ 

(ب) إذا كانت 0 > (60)*ثر » فيوجد عدد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت (1 6< 
وم > x‏ > ق <f (ili « c—‏ ©( ر. 


البرهان . (أ) نفرض أن مع مختارة محيث أن () f‏ > مع > 0 ونفرض أن 
)5(0 = 8 تناظر )6٥(‏ کا ی تعريف ۲۷ - ١‏ . إذاكانت 1ع« › 5+€> »>€ » 
فنحصل عل 
مم 19> - 


ما أن 0 < ء × ء فإن هذه العلاقة تدل على أن 
eo)(x - 0 < f(x) f(c)‏ دن )*]) >0 
الى ثثبت النص الموجود فى ( أ) . يكون برهان (ب) مشابها .2 وهو المطلوب إثباته 


نتذكر أن الدالة كر يقال إن لا . نجاية عظمى نسبية عند نقطة 6 فى 2 إذا كانت توجد 
0 < 8 عیٹ أن )رك (×) ر علا ×٤7‏ نحقق 85>|م-ع«|. يستخدام 
تعريف مشابه المصطلح نهاية صغرى نسبية . "مدنا النتيجة الآتية بتعليل نظرى للطريقة 
المألوفة لإبجاد نقط عندها يكون لدالة كر هاية عظمى نسبية ونهاية صغرى نسبية وذلك 
باختيار الأصفار للمشتقة . من الملاحظ أن هذه العملية تستخدم فقط اللنقط الداخلية 
للفترة . وق الحقيقة » إذا كانت × = (*) كر فى [1 ,0] = 2 > فإن النقطة الطرفية 
0 = × تنتج الهاية الصفرى. النسبية الوحيدة والنقطة الطرفية 1 = × تنتج النهاية العظمى 
النسبية الوحيدة للدالة كر » لكن أيا مهما ليس جذراً للمشتقة . للتبسيط » سنثبت هذه التنيجة 


1 


فقط عند .ألباية العظمى النسبية » تاركين صياغة النتيجة المناظرة عند الباية الصغرى 
النسبية للقارى . ش 

+7 - 4 نظرية الهاية العظمى الداخلية . :فرض أن © هى نقطة داخلية فى 2 والى 
عندها كر ها اية عظمى نسبية . إذا كانت المشتقة لدالة كر عند © موجودة » فيجب أن 
تكون مساوية الصفر . 

البرهان . إذا كانت 0 < (ء) ۶ ء فن مفترض ۲۷ - م (أ) نجد أنه توجد 0 < 8 
بحيث أنه إذا كانت 8 + م > × > م » عع ء فإن (×) f‏ > (م6)ير . هذا الف 
الفرض بأن ر نباية عظمى نسبية عند © . إذا كانت 0 > (6)' كر » فلستعمل مفتر ضن 
۷ - ۳ (ب) . وهو المطلوب إثباته 


)۱ - ٣۷ شكل‎ ( 


۷ - ه نظرية رول(*) . نفرض أن ثر دالة معصلة فى فتّر ة مغلقة [ط ,ه] = لل » 
أن المشتقة “كر موجودة فى الفترة المفتوحة (ط ,ه) »> وأن 0 = (ط) f‏ = (م) ر 
إذن توجد نقطة م فى (ط ,ه) عحيث أن 0 = (ء) ر . 

البرهان . إذا كانت ر تنمدم تطابقياً فى ف ع فيمكننا أخذ 2/(ط(+ه)=»ء 
ومن ثم نفرض أن ر لا تنعدم تطابقياً » فباستبدال ر بالمقدار كر ء عند الضرورة » 
يمكن الفرض بأن “رتأخذ بعض قم موجبة . حسب نظرية القيمة العظمى ۴۲ - ۷ا» 
تبلغ الدالة كر القيمة لع ))x(:×‏ مناه عند نقطة ما © للفترة ل . بما أن 
0 > (6)ر = )ير > فإن النقطة © تحقق 5 > م6 > ه . وحيث أن (م)ثثر 
موجودة من الفرض وها نقطة جاية عظمى نسبية عند 6 »> فإن نظرية الهاية العظمى 
الداحلية تدل على أن 0 = () ار . 

وهو المطلوب إثباته 
نحصل على نظرية القيمة المتوسطة الأساسية جداً . كنتيجة لنظرية رول . 


(#) تنسب هذه النظرية غالبا لميشيل رول ( ٠٠٥١۲‏ س ١9/15‏ ) عضو الأكاديمية الفرنسية» 
وله اسهامات فى الهندسة التحليلية والبحث المبكر المؤدى الى التفاضل والتكامل . 


۴ 


5-1 نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن ر متصلة فى فترة مغلقة [4,8] = ل 
وها مشتقة فى فترة مفتوحة (5 ,) . إذن توجد نقطة © فى (5 ,ه) بحيث أن 
f(b)- f(a) - f'(c)(b— a)‏ 
البرهان . نعتبر الدالة ب المعرفة فى ل بأنها 
و دي 1ق مر مر - ونب 


( من السبل ملاحظة أن م هى الفرق بين الدالة ع والدالة الى رسمها البياف يتكون من جزء 
الفط المستقيم المار بالنقطتين (() ك/ر,©) » ((8) كررط) > انظر شكل ٣۷‏ - 8) . 
ينتج من الفروض أن © متصلة فى [8 ,6] = ل ويمكن بسبولة تحقيق أن ب هما مشتقة فى 
(5 ,©) وبالإضافة إلى ذلك نجد أن 0 = (ط)ب = (64)© . باستخدام نظرية رول . 


e 0‏ 2000 
( شكل ٣۷‏ - ۴ نظرية القيمة المتوسطة ) 

توجد نقطة © داخل ل محيث أن 
عا( )= )م =0 

تنتج النتيجة منها وهو المطلوب إثباته 


۷ - ۷ نتيجة . إذا كانت للدالة كر مشتقة فى [5 ,4] = ل »> فتوجد نقطة © 
فى (6,5) بحيث أن 


f(b)- f(a) = f'(c)(b — a) 


يكون من المناسب أحياناً وجود ترجمة أكثر تعميماً لنظرية القيمة المتوسطة الى 
تشمل دالتين . 


۲ 


۴۷ -م نظرية كوثى للقيمة المنوسطة . نفرض أن ع و كر دالتان متصلتان فى 
[ط ,4] = ل وما مشتقتات فى داخل (5 ,ه) . إذن توجد نقطة © فى (5 ,4) بحيث أن 
f(e)[g(b)- g(a)]= g'(e)[f(b) — f(a)]‏ 
البرهان . عند ()ع = (6)ع تنتج الننيجة فى الحال إذا أخذنا ء بحيث أن0 = (60) ع. 
إذا كانت (6)ج كد (6)ج اعتبر الدالة م العرفة فى ل بأنها 


مب ff‏ 9 
[(00)ع )€ g(a)‏ رماع +(x) = f(x)— f(a)‏ 
وتنطبق نظرية رول على ) » نحصل على النتيجة المطلوبة . وهو المطلوب إثباته 


بالرغم أن المشتقة لدالة لا تحتاج إلى كونها متصلة » فتوجد نظرية أولية لكن مدهشة 
تر جع إلى دار بو كس(*) وتنص على أن المشتقة ' ر تصل إلى كل قيمة بين (8)*ثر » (ط) ”كر 
ف الفترة [4,5©] . ( انظر أمرين 07 - ح) 
من السهل تذكر النص لنظرية القيمة المتوسطة برسم أشكال توضيحية مناسبة . فى الوقت 
الذى يحب أن يكون هذا مشجعاً فإنه ميل للإيعاز بأن أهميتها هندسية بطبيعتها الأمر الذى 
يجعلها مضللة "ماما . نظرية القيمة المتوسطة فى الحقيقة ذئب فى ثوب حمل وهى النظرية 
الأساسية مساب التفاضل . نمم هذا البآب بنتائج أولية قليلة لذه النتيجة . وستعطى نتائج 
أكثر فى الباب القادم » وستظهر نتائج أخرى فيا بعد . 

4-07 نظرية. نفرض أن كر متصلة فى [8 ,4] = ل وأن مشتقلها موجودة 
فى (a,b)‏ : 

(1) إذا كانت 0 = (*)” f‏ عند 8 > × > ۾ » لتكون f‏ ثابعة فى ل . 

(ل) إذا كانت (×) ع = (×) f‏ عند 8 > × > ۾ فإن گر » بم مختلفان فى ال 
مقدار ثابت . 

(ففة) إذا كانت 0 < (×) f‏ عند 8 > × > © وإذا كانت × ك ,× تنتمى 
إلى اع حينئذ (2×) رك (×) گر . 

(*1) إذا كانت 0 < (×) ۶ عند 8 > × > ۾ وإذا كانت 7× > × تنتمى 
إلى 2 ع فإن (2×) ر > )را 

(۷) إذا كانت 0 < (×)' عند 8 +4 > × > ۾ اء فإن © هى نقطة اللهاية الصغرى 
النسبية للدالة ر . 


() جاستن داربوكس ( 1١8575‏ ل 1117 ) كان تلميذأ هرميت © واستاذا بكلية فرنسا . 
مع أنه معروف فى الابتداء كعالم فى الهندسة © فقد أعطى مساهمات هامة فى التحليل أيضا . 


€ 


6 إذا كانت 0 < (×) f‏ عند م > × > 8 مق > فإن طا هى لقطة 
الهاية المظمى النسبية للدالة كر . 

(ا۷) إذا كانت 34 > |f')×(|‏ عند ث > × > ۾ ء فإن ر نحقق شرط ليبشاز : 
|f(x) = f(x)| = M |xı = xa|‏ عند ×× فى ل . 


نتر ك البر هان للقارى . 


تمرابد ينات : 


۷ - () باستخذام التعريف » واحسب المشتقة ( إن وجدت ) للدوال المعطاة 


: بالتعبيرات‎ 
xeR عند‎ f()=x (1) 
xeR (ب) "×=()ع عند‎ 
x= 0 عند‎ h(x)= vx (+) 
x0 عند‎ F(x)=1/x (3) 
EER عند‎ G(x») =|x| )«( 
x#*0 عند‎ H(x)=1/x* (و)‎ o 


» (ب) إذا كانت كر » ۾ دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى فثرة لل‎ - ٣۷ 
وإذا كانتا قابلتين للتفاضل عند نقطة م ء أثبت حاصل ضربهما / »> العرف بأنه‎ 
يكون قابلا للتفاضل عند © وأن‎ » ×٤3 عند‎ › ۸)×( = f (٭)8(×)‎ 

h'(c)= f'(c)g(c)+f(c)g'(e) 

۷ - )ج( وضح أن الدالة المعرفة عند 0 عت × بأنها 

f (x) = sin (1/*)‏ 
تكون قابلة للتفاضل عند كل عدد-حقيتى غير الصفر . وضح أن مشتقتها ليست محدودة 
فى جوار 0 = × . ( يمكن استخدام متطابقات مثلثية » والاتصال لدوال الحيب ودوال 
جيب الام » والملاقة الأولية للباية 1ج ن / (:: ظأ8) عندما 0< * ) . 
۷ -(د) وضح أن الدالة المعرفة بأنها 

g(x)= x? 0د ,(*/1) سه‎ 

x =0‏ ,0= 
تكون قابلة للتفاضل لحميع الأعداد الحقيقية » لكن ع ليست متصلة عند 0 = × . 


۷م - (ھ) اثبت أن الدالة ۴ ج 8:2 المعرفة بأنها × = (×)۸ عند 0©عم » 


fo 


0 = (×) 4 عند 4× متصلة عند نقطة واحدة ماما . هل هى قابلة للتفاضل هناك . 


۷ -(و) بفرض أن 6172© نقطة تجميع من 8 وبفرض أن #8 ه-2:/ 
وضح أن (©)'“ر موجودة إذا وإذا فقط كانت ككل متتابعة (ے×) فى 2 حيث © غ يرد 
عند 6۸" ميث أن م = (و×)صةا » الباية المتتابعة 

(0) 


ا 
موجودة فى هذه الحالة الباية لكل مثل هذه المتتابعات تكون مساوية إلى () ر . 
۷ -(ز) إذا كانت 8<-1:2] قابلة للتفاضل عند 62> وإذا كانت 
c+1/neD‏ كل neN‏ « وضح أن 
f'(c) = lim (n{f(c + 1/1) f(c)})‏ 


لکن و ضح أن و جود النهاية ذه المتتابعة لا يضمن و جود المشتقة . 

۷ -(ح ) ( داربوكس ) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل فى [8 ,4] » وإذا كانت 
8ح () ,4 = (©)'ثر » وإذا كانت © تقع بين 8 و 4 » فإنه توجد نقطة 
© فى (5,ه) عندها © = (ء) ٠‏ ( إرشاد : اعتبر الحد الأدنى للدالة 

((ه — عن - (٭) رع (×)8 

۷ -(ط) إذا كانت 0= (×)ع عند 0 > #«اء 1= (×)ع عند 0< × »› 
اثبت أنه لا توجد دالة 8# < ۴:۴ بحيث أن (×)ع = (×) ٣‏ لکل ×٤۸‏ 

۷ - (ى) اعط مثالا لدالة متصلة ذات نماية عظمى نسبية وحيدة لكن لاتوجد المشتقة 
عند هذه النقطة . 

۷ -( ك) اعط مثالا لدالة متصلة بانتظام وقابلة للتفاضل فى (1 ,0) لكن ميث أن 
مشتقها غير محدودة فى (0,1) . 

۷ -(ل) بفرض أن 2 <-[ط.ه]:/ قابلة للتفاضل عند [م ,]عم . وضح 


أنه إذا كان يوجد لكل 0 < مه . 0 < (8)8 عیٹ أنه إذا كانت (ع)8 > |ر - ×|>0» 


au 21: ع٠ ع‎ sb 


فإن 
Fl <e‏ 10 -1 


۷ - (م) بفرض ۸۴<[ ,ه]: قابلة للتفاضل فى [2,8] . وضح أن ١إ‏ 


احرف 


تكون متصلة فى [4.5] إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع ء 0< (8)8 عيث 
أنه إذا كانت [5.م]ء ر,×,(ع)8>|ر-×|>0 فإن 


> ام 1 عه 

۷ - (ن) بفرض 8<[ ,ه]:؟f‏ متصلة فى [8 ,4] وقابلة للتفاضل فى (ط ,ه) 
وإذا كانت 4 = (*)'كرى طف1 » اثبت أن (4) f‏ موجودة ومساوية 4 . 

۷ - (س) إذا كانت ۴ + f:‏ » وكانت (4) ۴ موجودة » وضح أن 

ج بين - ره 
مع ذلك » اعط مثالا لتوضح أن و جود هذه الباية لا يضمن وجود المشتقة . 

۷ -(ع) يقال لدالة > f]:R‏ الهازوجية إذا كانت (×) گر = (×) ار 
لكل عع » وأنها فردية إذا كانت (×) س = (*« )ير لكل x۸‏ . إذا 
كانت ثر قابلة للتفاضل فى ۸ وزوجية ( أو فر دية على التر تيب ) » اثبت أن “كر تكون 
فر دية ( أو زوجية على التر تيب) . 

۷ - (ف) بفرض أن جرح زم ,۾):f‏ »> (ظ c٤۵‏ ۰ تضم (عال .صلا رجعار 
( الهاية للطرف الأيمن للدالة كر عند © ) . إذا كانت ناية الطرف الأرمن 

ا و 4 
kee 1-6‏ 
موجودة ى ۸ ٠‏ فإننا نقول أن كر ها مشتقة LS‏ أيمن عند © ونرمز إلى م4 بالرمز 
۴٠)١(‏ بالمثل لمشتقة الطرف الأيسر . 

وضح أنه إذا كانت متصلة عند © » فإن (ء) ٣”‏ تكون موجودة إذا وإذا فقط 
كانت ()اf‏ ۰ 20م موجودتين ومتساويتين . اثبت أنه مكنا المصول على 
)بع = ()-8 بدون وجود (©6)'ع 

۷ - (ص) بفرض أن م ء ل فترتان ى 8 وبفر ض أن © جه1:م u‏ 
۴+ ل:ع عيث أن تكون ج قابلة التفاضل عند نقطة عم ٠‏ كر تكون قابلة التفاضل 
عند نقطة داخلية (ط)ع = ۾ ف الفترة 1 . اثبت أن الثر كيب ع = ۸ المعرفة عند 
)xe[: ge}‏ يكون قابلا للتفاضل عند 6 وآن (0)'ع(4) = (ط)۸ [ إرشاد : بفرض 
H‏ معرفة ى (2)8 بأنها 

(e)2 60‏ دروم إذا مع # مع 
م( 
ا إذا g()=g()‏ 


¥ 


اثبت أن (ه)'11)»(=f‏ ,مدنا . حينئذ استخدم الحقيقة الى تقول أن . 
f(g(x))= f(g(b))‏ >-80((مع - ماع لكل عاى 2) هع. 
۷ - (ق) بفرض أن 2 ج (0+ ,0]:/ معرفة فى (©+ ,0) 
)١(‏ إذا كانت 8ء مج (0), عند +٥‏ +× » وضح أنه لأى 0 < ۸ نحصل عل 
5 _ نط اوور 


h‏ د 
(ب) إذا كانت f(b eR » f)»(+ aR‏ » عند ++ × فإنْ0 = طض 
(+) إذا كانت 68( + (7'2 عند +٥‏ +× » حینئذ مح ٭/(×) ار عندما 
+ ج × 
۷ -(ر) بفرض أن ۴ +[ ,ه]:۶ قابلة للتفاضل عند 84 > (*)' >f‏ ™ > 0 
حيث [5.,ه]ء* وبفرض أن (4(>0>/)00)/ . بأعذ ×:٤1۵١0[‏ . عرف المتتابعة 


(,) بأنها 


xı =O), neN 


أثبت أن هذه المتتابعة معرفة جيدا ومتقاربة إلى جذر وحيد 35 للمعادلة 0 = (×) ر ى [6 ,4] 
وأن 


)ا ے | ا 


عند لاع . [ إرشاد : تفرض أن © +( ,ه] :م معرفة بأنها .p(%)= x— f (XIM‏ 
وضح أن ب هی تقلص (انظر ۲۳ -؛) بثابت 1/۸ ] . 

۷ - (ش) بفرض أن ۴+ 7:2 ها مشتقة متصلة وتحيث أن 6 = (ه) f‏ »> 
f ')4( 0‏ . وبفرض 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 8> |»×| فإن 
| ©) ۶| 2 “۶)۵ (٭) ۶| ء و بفرض | (©)"ثر] 5 4 = « اثبت أنه إذاكانت 
١‏ ك | 8 - [ز إفإن المتتابعة (ر×) المعرفة بألها ۾ = × 


تتقارب إلى نقطة وحيدة ٭ فى [4-8,6+8] بحيث أن =()/ .[ إرشاد : وضح أن 
الدالة المعرفة بأنها (ه)'9(/۴ -(ء))-×=(×)+ تكون تقلصاً مقدار ثابت # فى الفترة 
a +8]‏ رة-ه] 


A 


الباب الثامن والعشرون ‏ تطبيقات أبعد لنظرية القيمة المتوسطة : 

من الممكن بصعوبة أن نوكد بشدة أهمية نظرية القيمة المتوسطة » الأنها تلعب دورا 
حاسماً فى اعتبارات نظرية كثيرة . وهى فى نفس الوقت مفيدة جداً فى مواد عملية كثيرة . 
أشرنا فى ۴۷ - 4 إلى بعض نتايح مباشرة لنظرية القيمة المتوسطة المفيدة غالبا . الآن 
سنقارح بعض القطاعات الأخرى الى فا مكن استخدامها > ولإجراء هذا ستحصر بأكثر 
حرية جما قبل الحبرة السابقة للقارئ ومعلوماته المتصلة بالمشتقات لدوال معينة معروفة . 

١ - ۲۸‏ قطبيق . يممكن استخدام نظرية رول لتعيين مواقم جذور دالة . لآنه » إذا 
كانت دالة مثل ج حيث يمكن اعتبارها كشتقة الدالة حر . فإنه بين أى جذرين للدالة كر 
يوجد على الأقل جذراً واحداً للدالة بم . مثال ذلك » إذا فرضنا × 08© = (×)ع » فإننا 
نعرف أن ۾ هى المشتقة للدالة »د ذه = (×) كر . ومن ثم ء يوجد على الأقل ٠‏ بين 
أى جذرين لدالة × هذه جنر واحد للدالة × ٥08‏ . ومن الناحية المقابلة 
(٭) مرح بد ذه »)م لذلك عر نا تطبيق آخر لنظرية رول بأنه بين أى جذرين 
للدالة × 005 يوجد على الأقل جذر و احد للدالة × 518 . إذن نستنتج أن الذور للدالة د مذو » 
والدالة × 05ء تتشابك مع بعضها . هذا الاستنتاج ليس محتملا أن يكون جديداً للقارئ » 
لكن » نفس الط من الاستدلال يمكن استخدامه لدوال بسل(*) ول ذات الرتبة 
... ,2 ,1 ,0 - م باستخدام العلاقات 
n+)‏ "ع = x"J-(x), x" h(x)]‏ = [(1,)2”<] عند x>0‏ 

التفاصيل هذه المناقشة يحب أن تزود بالقارئ . 


۲۸ - ۲۴ تطبيق . بمكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة لحسابات التقريبية لحصول 
على تقييمات الخطأ . مثال ذلك . نفرض أن المطلوب هو إبحاد قيمة 105/. . نستخدم 
نظرية القيمة المتوسطة حيث 105 = طا ,100 = ه ,× = (8)م/ فنحصل على 

5 
105له‎ --60 ERE 


لمدد .ما م حيث 105 > > 100 . ها أن 105>1/121-11/.>ع/:>10 › 
فيمكننا إثبات أن 


3 < VIS 10 > 


وما ينتج أن 10,25 > ۷/105 >10.22 . هذا التقيم ر ما لا يكون دقيقا كالمطلوب . 


(چ) فربد رش ولهلم بسل ( 1۷۸٤‏ س 1448 ) كان فلكيا ورياضيا . وكان صديقا 
ملازيا لجاوس © وهو يعرف جيدا بالمعادلة التفاضلية التى تحمل اسمه ٠‏ 


۴۹ 


من الواضح أن التقيم 121/. > 105/. >ع/. ضياع لوقت وبمكن تحسينه بالاستفادة من 
إستنتاجنا .أن 10.25 >07/105 . وإذن ا ومن السهل تحديد أن 


105 < )25 ويج > 0.243 


تقييمنا الأحسن هو 10.250 > ۷/105 > 10.243 ومكن الحصول على تقديرات أكثر 


دقة باستخدام هذه الطريقة . 


8 - ۴ تطبيق . مكن استخدام نظرية القيمة المتوسطة ونتائجها لتكوين المتباينات 
ومد المتباينات المعروفة للقيم الصلحيحة أو القم القياسية إلى القيم الحقيقية . 


مثال ذلك ء نتذكر أن متباينة برنولى ه - ج تنص على أنه إذا كانت 0< +1 
neN‏ ء فإن م + 1 < "(× + 1) . منوضح أن هذه المتباينة تظل قائمة لأى أس 
1< . لإجراء هذاء نفرض أن '(×+1) > زر » وإذن م +1 - )م 
إذا كانت 0 > × > 1~ ء حینئذ م > (*)'ث/ر ء بيا إذا كانت 0 < × » فإن 
+ < (*)'/ر فبتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على كلت هاتين الحالتين » نحصل على النتيجة 
عم +1 = (+x)‏ 
عند 0<×+1 > 1< . وبالإضافة إلى ذلك نجد أنه » إذا كانت 1< م » 
فإن التساوى يكون صعيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 = × . 


كنتيجة ماثلة » نفرض أن » عدد حقيق حمق [ > © >0 » ويفرض 
× س يرن = (×)ع عند 0 <× . نجد أن (-*د- 1)» = راع » أی أن و>(م)ع 
عند 1 > × > 0 > 0 < (*) م عند 1 < × نتيجة لذلك » نجد أنه إذا كانت 0 < »× » 
فإن (1)م < (×)ع ٠‏ (1)ع = (×)ع إذا وإذا فقط كانت 1 = × لذلك » إذا كانت 
0 << و 1 > » > 0 فنحصل على 

x“ ع‎ ax + (ه-1)‎ 

إذا كانت 0 < » 0 < 8 وإذا فرضنا أن 4/5 = × وبالضرب فى ه ء نحصل 
على المتباينة 


a*b'* = aa + )1- «a)b 
حيث التساوى يكون صحيساً إذا وإذا فقط كانت م = ى . هذه المتباينة هى غالباً نقطة‎ 


الابتداء فى إثبات متباينة هولدر الهامة مشروع م 8 ) . 


iE 


4-۲۸ تطبيق . القراعد الألوفة للوييتال(ه) لساب « صيغ غير محددة » يمكن 
إثباتما بواسطة نظرية القيمة المتوسطة لكوشى . مثال ذلك » نفرض آن ع رار متصلتان 
ی [4,.5] وطما مشتقتان فى (4,۵) ء حيث 0 = (م4)ع = (ه)ثر » لکن ع ,ع 
لا تنعدمان عند © بد × . حينئذ توجد نقطة م حيث 8 > م > ۾ بحيث أن 


f(b) _ fe) 

g'(c)‏ (م)8 
ينتج أنه إذا كانت (ع)'ج/(*)'/ »زا موجودة » فإن 
ا 


i gO) HF g(x) 
الحالة الى تصبح فيها الدوال لا نهائية عند © = × » أو عندما تكون النقطة الى تؤخذ‎ 
عندها الأباية لا نبائية » أو حيث يكون لديئا « غير محددة » لصورة أخرى ما » يمكن‎ 
. معاملتها غالباً بأخذ اللوغارتيات » الأسس أو بعض معالحات مشابهة‎ 
مثال ذلك ء إذا كانت 0 = »© ونريد حساب الہاية للدالة × عها× = (×)۸ عندما‎ 
فلا مكننا استخدام المناقشة السابقة . نكتب (×)۸ فى الصورة (*)ع/(*)ر حيث‎ × <0 
08ا = (×) ر من الواضح أن‎ * > g(x) = 1/x, x < 0 


0 جع AS‏ ,0 ج »×= 


نفرض 0 < 8 وباختيار عدد ثابت 1 > ول > 0 محيث أنه إذا كانت × > × > 0» 
نحصل على 8 > | (*)'8/(<)' / | . باستخدام نظرية القيمة المتوسطة لكوشى » نجد أن 
> ]|- 0غ - 100 

8(x)~ g(x) (x2) 

حيث وعد تحقق × > × > ×> 0. ما أن £0 (×) ر » £0 (×)ع عند 
× > × > 0 فيمكننا كتابة الكية الظاهرة فى الطرف الأيسر على الصورة الأ كثر ملامة 


i) 
f) f(x) 
8)) | _ Bg 

8)«( 


() جويلوم فرانسوا لوبيتال ( 157١‏ ل 197.6 ) كان تلميذا ليوهان برنولی ( 13337 
۸ ) نشر مركيز دى لاهوبتال محاضرات مدرسة على التفاضل فى سنة 1155 4 مقدما 
بذلك أول كتاب مدرسى فى التفاضل والتكامل الى العالم . 
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يحمل ,عد ثابتة » نفر ض أن 0ج × . ما أن الكية داخل القوسين تقترب من الواحد 
الصحيح > تزيد # عند × صغيرة بكفاية . نستنتج مما سبق أن 


1 | = اماما 


عند × قريبة بكفاية من الصفر . أى أن الباية عند 0 = × للدالة # هى صقر . 


<2e 


تبادل نهاية ومشتقة : 

إذا فرضنا (.) متتابعة لدوالى معرفة فى فترة ل من الفراغ 2 ويقم فى الفراغ ۸ . 
من السبل إعطاء مثالا لتتابعة دوال ها مشتقات عند كل نقطة من ل والى تتقارب فى ل 
لدالة ر الى ليس ها مشتقة عند بعض نقط من نقط الفترة ل . ( إجر هذا! ) . وبالإضافة 
إلى ذلك مكن استخدام مثال قير شتراس المشاو إليه من قبل لإعطاء مثال لمتتابعة دوال لها 
مشتقات عند كل نقطة فى الفراغ 8 وتتقارب بانتظام فى الفراغ 2 إلى دالة متصلة ليس 
ها مشعقة عند أى نقطة . أى أنه من غير المسموح » فى الخالة العامة » بتفاضل الهاية 
لمتتابعة تقار بية لدوال لها مشتقات حى ولو كان التقارب منتظماً . 

سنو ضح الآن أنه إذا كانت المتتابعة للمشتقات تقاربية بانتظام فإن اللجميع يكون 
صحيحاً . إذا أضاف أحد للفرض أن المشتقات متصلة » فإنه من الممكن إعطاء برهان قصير 
مؤسس على تكامل رمان . لكن » إذا لم نفرض أن المشتقات متصلة » فنحتاج إلى مناقشة 
أكثر دقة نو عا ما 7 

۲۸ - ه نظرية . نفرض أن (يكر) متتابعة لدوال معرفة فى فترة محدودة ل للفراغ +1 
ويقم فى ۴۸ . نفرض أنه توجد نقطة م× فى لأ بحيث تنقارب المتتابعة [(3:0),/] 
عندها ونفرض أن تلك المشتقات f‏ موجودة فى فى > وأن المتتابعة (ر'/ر) تتقارب 
بانتظام نى ل إلى دالة يم . حينئذ المتتابعة (يكر) تتقارب بانتظام فى ل إلى دالة كر الى ها 
مشعقة عند كل ئقطة فى الفترة ل وأن ع = ' ار . 

البرهان . نفرض أن النقطتين الطرفيتين للفترة لل هما 8 > © ونفرض أن × 
أى نقطة فى الفترة ‏ . إذا كانت و 78 عددين طبيعيين » فتستخدم نظرية القيمة المتوسطة 
للفرق بكر مر فى الفترة بنقطتين طرفيتين × ,م لنستنتج أنه توجد نقطة بر 
( تعتمد على ۸ ,۳ ) بحيث أن 

(xo) - fn(xo) + (x — xof n(y)= f(y}‏ ل = f(x)‏ مل 
إذن نستنتج أن 
a) [lf = fl‏ - ط) + (xo)|‏ مر - (م) كرا = fre - fall‏ 
t۴‏ 


لذلك تتقارب المتتابعة (رر) بانتظام فى ل لدالة سنرمز لها بالرمز كر . يما أن الدوال بكر 
متصلة و التقارب لمتتابعة الدوال (يكر) إلى كر منتظم ء فينتج أن كر متصلة فى 7 

لإثبات وجود المشتقة للدالة كر عند نقطة » ى لل »> نستخدم نظرية القيمة المتوسطة 
الفرق پر رور فى فترة بنقطتيها الطرفيتين × وم لأستنتاج أنه توجد نقطة 2 ( نعتمد على 
(Mm,‏ بحيث أن 

fn(c)} = (x - cf h(z2)= f(z2)}‏ - )م - ((م - ملا 

نستنتج أنه عندما × نح 6 » حينئذ 
k= =e)‏ 1 تك 


1-6 


f= fll‏ ع 


و بسبب التقارب المنتظم للمتتابعة (/م) يتسلط المقدار م على الطرف الأيمن عندما 
(24)8 < »,م بأد الهاية بالنسبة إلى 7# » نستنتج من مفترض ۸-٠١‏ أن 


عاط حلعلم اتاد 2 


عند ( ۸)8 < ۸۾ ما أن ((0)0/) صبنا- (0)ع » فإنه يوجد ( ۷)8 محيث أنه إذا كانت 
N) £)‏ > مء فإذع > | ©)ع - (ء) "۶| . الآن نفرض أن [(8 )۸ ,(8 )24) 8p‏ عير 
نظرا لوجود (ء)٤؟f‏ » نجد أنه إذا كانت (ع)8 >إء - | >0 فإن 


=< - رمي‎ | <e 


1-6 


لذلك » ينتج أنه إذا كانت (ع)ىة >|ء- ×|>0 فإن 


<| )ع | 
هذا يوضح أن () ر موجودة وتساوى (8)00 . وهو المطلوب إثباته 


نظرية تايلور :. 


إذا كانت المشتقة (*)“"للدالة ر موجودة عند كل نقطة × لفئة 2 ٠‏ فيمكننا اعتبار 
وجود المشتقة للدالة “كر عند نقطة 2 ع © . فى حالة كون f‏ ها مشتقة عند النقطة ©6 > 
فنشير للعدد الناج بأنه المشتقة الثانية الدالة ر عند نقطة م وسوف نرمز عادة هذا العدد 
بالرمز (6)”ثر أو بالرمز (0)/ . نعرف بأسلوب مشابه المشعقة الثالثة (ع)"f‏ = (00)6م 2... » 
والمشتقة النونية (0)6م/ » .. عند وجود هذه المشتقات . 


tr 


الآن سنحصل على النظرية المشهورة المنسوبة إلى بروك تايلور(ء) الى تلعب دورا 
هاما فى أحاث كثيرة و يمكن اعتبارها امتداداً لنظرية القيمة المتوسطة . 

٩-۲۸‏ نظرية تايلؤر . نفرض أن #2 عدد طبيعى » وأن الدالة كر ومشتقاتها 
ff"...‏ معرفة ومتصلة فى [4,8] = ل وأن f)‏ موجودة فى (ط ,ه) إذا 
كانت 6 و © تنتميان إلى ل » فإنه يوجد عدد ۷ بين 8 و » بحيث أن 

ا قن 
(n 0 3 (0‏ 
a) +0 (8-a)‏ -ق) - - لعككال... 
البرهان . نفرض أن ۶ هو العدد الحقيق المعرف بالعلاقة 
ا 28.0 


1~ ))-" 1 8 
E)‏ 
وتعتبر الدالة م المعرفة فى ل بأنها 


۴ (n-D 
ضام‎ - f(8) (f0) + (g++ + (gx) 
»)8( واضح أن © متصلة فى ل وطا مشتتقة فى (5,©) . ومن الواضح أيضاً أن 0ع‎ 
وينتج من التعريف للمدد م أن0 = (ه) ب . حسب نظرية رول » توجد نقطة ۲ بين‎ 
م . عند حساب المشتقة ب ( باستخدام القانون العادى لمشتقة‎ )١( = 0 و » بحرث أن‎ 8 

حاصل جمع و حاصل ضر ب دالتين) » » حصل على حاصل الجمع التلسكوى 


“رد - م) لس رح ...جو - م +P‏ ور ورد وام 
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+E (=x - a 


(n) 
ا‎ 1 (8= x») 


ما أن 0 = () ب إذن )y(‏ ۴ =۴ ۰ ما يعبت الفرض وهو المطلوب إثباته . 
ملاحظة : الد الباق 


(#) بروك تايلور ( ه138 1۷۴۱ ) كان رياضيا انجليزيا ف مقتبل العمر ٠‏ أعطى فى عام 
6 مفكوك المتسلسلات اللانهائية. » لكنه ‏ حقيقة لروح العصر ‏ لم يناقش التقصارب . 
وقام لاجرانج باثبات الباقى . 


€ 


,0( 
“زج -ق8) 0 R=‏ )28.2( 
المعطى سابقاً يسمى غالبا بصيغة لاجراج الباق . توجد تعبيرات كثيرة أخرى للباق » 
لكن نشير حالياً فقط إلى صيغة كوئ الى تثيت أنه لدد ما 0 حيث 1> 0>0 »> نجدأن 


ع دم (08 +ه(0 جل)  qn‏ _ د 
R, = (1-6) G-D! (8-a)‏ )28.3( 


يمكن إثبات هذه الصيغة کا سبق » باستثناءه وضع (1- 0/)۸(» - 8) ف الطرف الآيسر 
للمعادلة ( ۲۸ - ١‏ ) ونعرف م كا سبق ما عدا الحد الأخير فإنه يكون !(1- ×x(Q/)۸‏ - 86) 


نترك التفاصيل كتمرين . ( فى باب #١‏ سنحصل على صيغة أخرى تتضمن استخدام التكامل 
لحساب الحد الباق) . 


تمرينات : 


م؟-(أ) باستخدام القانون فى ۲۸ - ١‏ ء اثبت أنه إذا كانت 
n = 0, 1, 2, ...‏ 
فإن الجذور لدوال بسل رك » »و ببيك/ فى ( مه + ,0 ) تتشابك بعضها بعضا . 

۲۸ -(ب) اثبت أنه إذا كانت 0 < × » فإن 

2 
+21 +1/ك ب - ذا 

۲۸ -(ج) احسب 2/. ٠‏ 71.2 . ماه أحسن دقة يمكن أن تكون متأكدا مها ؟ 

۸- (د) احصل على تقييات مائلة للتلك الموجودة فى تمرين ۲۸ - ب المقدار 
“"(×+1) فالفترة [7 ,0] . استعمل هذه لساب 32 © 15 

م -(ه) بفرض أن 1 > م > 0 ۰ × > 1-. اثيث أن ×ہ+1< (×+1) وأن 
التساوى يكون ععيحاً إذا وإذا فقط كانت 0 = × . 

۸ -(و) يقال لحذر م لكثيرة الحدود م يقال إنه بسيط ( أو ها جذر مكرر) 
إذا كانت 0 حج (م×) م ولا تكرار # إذا كانت 0 = (ہ×)“م = p)xo( = م')xہ( - ٠١.‏ 
لكى 20 (ہ×) “م 

إذا كانت 8 > ى جذرين متتاليين لكثيرة الحدود ٠»‏ فإنه يوجد عدد فردی من الحذور 
( مع حساب التكرار ) لمشتقہا فى (ط ,ه) . 

8 -(ز) وضح أنه إذا كانت الحذور لكثيرة الحدود م جميعها حقيقية » فإن 


to 


الحذور الكثيرة الحدرد “م تكون جميعها حقيقية . وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت جميع 
جذور م بسيطة فإن جذور “م تكون كلها بسيطة . 

۸ -(ح) إذا كانت "(1-”») -(+)م وإذاكانت م هى التفاضل النوفى للدالة كر » 
فإن م تكون كثيرة حدود من درجة 8# وجذورها بسيطة وواقعة فى الفكرة المفتوحة 
1,1-) . 

۲۸ - (ظ) اثبت صيغة كوثى الباق .۸ فى نظرية تايلور العطاة بصيغة (5-84) . 

۸ - (ى) يمكن إعطاء برهان نظرية تايلور ١ - ۲٢‏ باستخدام نظرية القيمة المتوسطة 
لکوشی بوضع 
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| رمسم ST‏ ...+ رمم كج + [f(0‏ - مر - وه 


اثبت أن (0)”*/ - (820)0 ۰ 0دري)0 »م -. .. - (ه)'8 - (ه)ه . لاحظ أنه توجد 
بين 8 و ي بحيث أن 


R(8) _ R(B)-R(e) __ R’(y) 
(8B~a)" (8-a)"-0" “زيم )م‎ 


استمر فى هذا لتجد أن !۸ /(.پ)؟"(»-8) = (۸)8 عند قيمة ما برا واقعة بین 8 و © . 
۸ -(ك) إذا كانت e=(×)؟f‏ عوضح أن المد الباق نى نظرية تايلور يقترب 
من صفر عندما هج م لكن الثابتين 8 و © . 
۸ - (ل) إذا كانت × ته = (») ر »> وضح أن المد الباق فى نظرية تايلور 
يقترب من صفر عند مح م لكل الثابتين 8 و © . ْ 
۸-(م) إذا كانت "(×+x(=)1)؟‏ حيث 1>|ء×| "٤Q,‏ . فإن القوانين 
العادية للتفاضل من حساب التفاضل والتكامل ونظرية تايلور تؤدى إلى التعبير 


oar مد‎ ( ee ese) ek 


حيث ,۸ مکن إعطاؤہ فى صیغة لاجراج بأنه !0,×(/۸) "×= .۸ حیث 0>6,>1 . 
اثبت أنه إذا كانت 1 > × > 0 ء فإن ۸,(=0) ا .اثبت أنه إذا كانت 0 > × > 1- 
فإنه لا يمكننا استخدام نفس المناقشة لنوضم أن 0= (,۸) 110 


۲۸ - (ن) فى التمرين السابق » استخدم” صيغة كوشى الباق للمصول على 


"x"‏ ).0 —1( (1 جه يم 1 مر 


™ لور ل كر حكن 


0 


خيث 1>-.0>8 . عندما 1 > |*] اثبت أن 1-6(/1+8.(|>1)! وبرهن عل 
أن ifn (R,)=0‏ 
۲۸ -(س) إذا كانت ۴+۸ f:‏ »وإذا كانت (×) f‏ موجودة علد 68× » 
وإذا كانت () ”ر موجودة » فوضح أن 
f(a >)‏ + نمال ططخ هلا f(a) = jg‏ 


أعط مثالا E‏ موجودة » لكن ليس للدالة مشتقة ثانية عند © . 

۲۸ -(ع) بفرض أن "×| =(»). عند × فى [1,1-] اثبت أنه کل ر 
تكون قابلة للتفاضل فى [1,1-] وأن (ير) تتقارب بانتظام فى [1,1-] إلى 
|*| =1 


۲۸ - (») نعتبر ف هذا المشروع الدالة الأسية من و جهة نظر عل التفاضل والتكامل . 
() بفرض أن دالة ‏ فى (ط,ه) = ل إلى ۸ هما مشتقة عند كل نقطة فى الفترة ل 
وأن E' (x) = E (x)‏ لكل ر× . لاحظ أن مر غا مشتقات من كل الرتب 
ی ل وکل مشتقة تساوى ٤‏ . 
(ب) إذا كانت 0 = (8)0 عند بعض [>» ء استخدم نظرية تايلور ١-۲۸‏ 
وتمرين ٠١‏ -ل لتوضیح أن 0 = (8)2 لكل رمعم 
(+) وضح أنه توجدعل الأكثر دالة واحدة 8 فى ۸ إلى ۸ تحقق 
 E'(x)=E(x)‏ عيد 80-1 xeR,‏ 
(د) أثبت أنه إذا كانت 8 تحقق الشروط فى جزء ( ج ) ء فإلها 5 تحقق 
المعادلة الدالية 
xyeR sie  E(x+y)=E(x)E(y)‏ 
(إرشاد : إذا كانت («)5/(+ 80 ۴)x(=‏ فإن ۴)x(=f)»(‏ و 1= ۴)0 ). 
(ه) بفرض أن (,5) هى المتتابعة لدوال معرفة فى ۸ بالتعريف 
E,(x) = E,_(x)+ xn!‏ ,x+x)=1(ږE‏ 
بفرض أن 4 أى عدد موجب ء وإذا كانت 4 ك | ×| وإذا كانت ۸<24 < :م 
فإن 


قم > |" (2) +.. 3 ا ب > الاظ- .كا 
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ومن ثم تتقارب المتتابعة (ير) بانتظام عند 4 ك | ×| 
(و) إذا كانت (,,2) متتابعة لدوال معرفة فى جزء( د) » فإن 
EXx)=E.-ı(»)‏ عند xeR.‏ 
أثبت أن التتابعة (,,9) تتقارب فى ۸ ندالة 8 بالخواص الظاهرة فى جزء (ج) . 
وأن ۴ » هى الدالة الوحيدة بهذه المواص ‏ 
(0) برضن أن E‏ الدالة حيث €= E'‏ ء 1-(5)0 . إذا عرفنا © بأنه المسود 
e=E(1)‏ 
حينئذ © نقع بين 27 و 21 . ( إرشاد : +++ 1+1 >> +1+1+1 وأكثر 
دقة » يمكثنا أن نوضح أن (2+14>2.723 > م > +2 >2.708 
۲۸ - 8 يمكن فى هذا المشروع استخدام النتائج فى الال السابق . بفرض أن 2 تشير 
إلى الدالة الوحيدة فی 82 عيث أن 
E'=E 30 E(0)=1‏ 
وبفرض e=۴)1(‏ 
(1) اثبت أن ٤‏ تزايدية بدقة وها مدى [0< ×: ۸ ع بن = م 
(ب) بفرض 1 هى الدالة المكسية لدالة 8 » بحيث أن نطاق £ هو ۶ ومداه يكون 
هو كل الفراغ 2 . أثبت أن £ تزايدية مضبوطة فى ۲ > وإذن 0= (1)£ » 
وأن 1= )يآ . 


( ج) وضح أن L)((‏ +(×)1 =(ر×)L‏ لكل × رر فى ۲ . 
(د) إذا كانت بر > × > 0 ٠‏ قإن 


)>-0 > ماما - زو > وص 
(إرشاد : استخدم نظرية القيمة المتوسطة إلى 8 ) . 
(ه) الدالة £ طا مشتقة عند 0 < × » وأن ×/1 ع (*) 2 . 
(و) الدد © يحقق 
5 8 
((1+3)) سنح 


(إرشاد : احسب (1)1 باستخدام المتتابعة ((1/2 + 1)) والاتصال للدالة كر ) . 
0 ف هذا المشروع سنقدم الحيب وجيب القام 


A 


(أ) بفرض 4 معرفة فى الفثرة (6 ,6) = ل إلى © وتحقق 
h"(x)+h{x)=0‏ 

لكل × فى ل . وضح أن ۸ ها مشتقات من كل الرتب وأنه إذا كانت توجد نقطة »© 
فى ل بحيث آذ 0=() ۸ ,0 رمم ء فإن 40-0 ليع ريم . 
( إرشاد : استخدم نظرية تايلور م5 -5) . 

(ب) وضح أنه توجد على الأكثر دالة وأحدة € فى 8 تحقق الشروط 

C"+C=0. C(0)=1, C'(0)=0 
وتوجد أيضاً على الأكثر دالة واحدة 8 فى ٭ تحقق‎ 
S"+S=0, 5)0( ع‎ 0, 500(-> 1 
ج) نعرف متتابعة (,,©) بأنها‎ ( 
Cı(x)=1— x°/2, C.()= رست‎ + ("eî 
» "<۸ < 4 بفرض 4 أى عدد موجب » إذا كانت 4 ك || وإذا كانت‎ 
فيكون‎ 
2م‎ A \ mn 
امج - ميا‎ = pêy 1+ Ê) ++ ادر‎ 
4) Am 
< 

ومن ثم اثبت أن المتتابعة (م©) تتقارب بانتظام عند 4 > |×| . وضح أيضا أن 
0-0 و C.)0(=1‏ و 5ج--0© . أثبت أن الهاية © للمتتابعة (ير6) هى الدالة 
الوحيدة الى هما الحواص الموجودة فى جزء (ب) . 

(د) إذاعرفت (م5) بأنها 


 S.(*)= S,-(x)+ (1) gy‏ 7ك 


اثبت أن (,5) تتقارب بانتظام عند 4 ك || إلى الدالة الوحيدة 5 ذات الحواص 
الموجودة فى جزء (ب) . 

(٭) اثبت أن ودج و ندمو 

(و) كون مطابقة فيثاغورس 1 = €2 + 82 , 
(إرشاد : احسب مشتقة 2© + 82) . 

۸ - 8 يستمر المشروع ف مناقشة دوال الحيب ودوال جيب الام . ويمكن 
إجراء استعمال حر حواص المثبتة فى المشروع السابق . 


۹ 


(1) نفرض أن ۸# هى دالة فى ۸ و تحقق المعادلة 
h"+h =0‏ 


وضح أنه يوجد ثابشان 8 و » بحيث أن 0+88 = ۸ 


(إدقاد : (۸)0=» و (۸)0= 68 ) 
(ب) الدالة € زوجية » £ فردية ممعنى أن 
C(x)‏ = وحن 53 («)5- = S(~-x)‏ لكل × فى RF‏ . 
( ج) اثبت « قوانين الإضافة » 
+y)= C(x)C(y)= 5(%)S(Y),‏ عون 
.S(x + y)= S(x)C(y)+ C(x)S(y)‏ 
نظل صحيحة e‏ ۴ . (إرشاد : نفرض أن ر ثابتة » ونعرف 
n(x) = C(x +)‏ › وأثبت أن .(2) 8 — = )0( +h=0, H(0)=C(),‏ تيز 
( د) اثبت 0008 
2[C(x)F-1 = 2]5)2([:+ 1‏ -(0)2 
S(2x) = 25)(©)(‏ 
تظل صميحة لكل × فى ۸ . 
(ه) أثبت أن © محقق التباينة 


( -- بك -1 > من > 1-5 - »)رن 
ؤإذن » يقع أصغر جذر موجب ل للدالة © بين الحذر الموجب الدالة 0 = 2 - 2ير 
وأصغر جذر موجب للدالة 0 = 24 لإ 1262 - 4ير . استخدم هذه النتيجة » آثبت أن 
3< <.2 
(و) نعرف 5 بأنها أصغر جذر موجب دقيق للدالة 8 . أثبت أن 27 - م 
ومن ثم استنتج أن 2/3 > م >2/2 
(ز ) أثبت أن كلا من © »> 5. دالتين دوريتين بدورة 2# بمعنى أن 
(:)5 > (2+ع)5 و C(x)‏ د روج جم 
لكل × ى ۸ . أيضا وضح أن 


C(3-x)=-c(«+3).‏ = واد 
Ca) = sğ-») = s+ 3)‏ 


o. 


لكل × ی 8F‏ . 
۲۸ اع متتابعة تموذج المشروعين السابقين نقدم جيب مام الزائدى والحيب 
الزائدى كدوال تحقق 
c(0)=1, c(0) =0,‏ 7 
s"=s.  5(0=0, s(0=1‏ 


على التر تيب .. اثبت الوجود والوحدائية لمذه الدوال وأثبت أن 
كي 3 
أثبت نتائج مائلة إلى ( أ ) - ( د) فى المشروع ۲١‏ - 8 ووضح أنه > إذا رمزنا للدالة 
الأسية بالرمز ٤‏ » فإن 
s(x)=XE(x)- E(~x))‏ ,((«ل)ط c(x»)=3(E(x)+‏ 
م؟ - ي يقال لدالة م فى فترة ل للفراغ ۸ إلى ۸ إا ( نقطة منتصف ) 
محدبة فى حالة 


6 +( = ( )+ 
لكل ر ,× فى ل . ( ف نصوص هندسية : تقع نقطة المنتصف لأى وتر لئحى (×)م = لر 
فوق أو على المنحنى ) . سنعرض فى هذا المشروع أن ب دالة محدبة متصلة . 
)2 إذا كانت “2 - 7 وإذا كانت .....:* تنتمى إلى ل »© فإن 


سعد عم 


1 
(( +۰۰۰ +( م !> طخت 


(ب) إذا كانت ”2> م وإذا كانت .×,....× تنتمى إلى ل٠‏ فتفرض أن × 
عند "2 ,... ,1+ ۸= تساوى 


58 Xı+ e 
£=) 1+ دك‎ 
n 


اثبت أن نفس المتباينة تظل صحيحة كافى جزء (1) . 
(ج) بما أن بي متصلة ء اثبت أنه إذا كانت «ر,* تنسى إلى ل وأن ۲٤1‏ » 
فإن : 
my) = )1 - De(x)+ te(y)‏ + عو )اب 
(بنصوص هندسية : الوتر الشامل يقع فوق أو عل المنحى) . 
(د) تفرض أن م لا مشتقة ثانية فى ل . فشرط ضرورى وكاف لكون © محدبة 


ا 


فى ل هو 0 < (*)”بي عند لج . ( إرشاد : لإثيات خاصية الضرورة » استخدم 
تمرين ٠٠‏ - و . لإثبات الكفاية » استخدام نظرية تايلور وأنحذ المفكوك عند 
سدع = × ). 

(ه) إذا كانت © دالة محدبة متصلة فى ل ونفرض أن 2 > بر > × تنتمى إلى ل 
وضح أن 


زم - )مر (×)-(y)ب‏ 


00607 0 
لذلك إذا كانت 2 > لا > × > ٠١‏ تنتمى إلى ل » فيكون 
(y)ب‏ -(2)م ر (سام- عام 
الح لود 2 
(ف) اثبت أن دالة معدبة متصلة ب نى ل طا مشتقة طرف أيمن ومشتقة طرف 
أيسر عند كل نقطة داخل ل . وبالإضافة إلى ذلك ٠»‏ تكون الفئة الحزئية الى فبا Q‏ غير 
موجودة قابلة للعد . 


الباب التاسع والعشرون ‏ تكامل ريمان ‏ استيلتجز : 


سنعرف فق هذا الباب التكامل لر يمان - اشتيلتجز (*) لدوال محدودة فى فترة مدمجة 
الفراغ © . وما أننا نفرض أن القارئ يعرف على الأقل بطريقة غير رسمية « عل التكابل » 
من منهج التكامل و التفاضل فإننا سوف لا نضيف دافعاً شاملا ها . 


سير غب القارى' الذى يواصل دراسته للتحليل الريافى فى أن يصبح ملماً بتكامل ليبيج 
الأكثر تعمما فى وقت مبكر . لکن ما أن تكاملات ر مان وتكاملات رمان - اشتيليجزر 
مناسبة. لأغراض كثيرة وأكثر ألفة للقارئ . فإننا نفضل معالاب هنا ويترك نظرية لبسيج 
الأكثر تقدماً لمج لاحق . 


سنعتبر دوال قيمئها حقيقية محدودة فى يرات مغلقة لنظام العدد الحقيقى » نعرف 
لتكامل لأى من مثل هذه الدوال بالنسبة لأخرى » نشتق الخواص الرئيسية هذا التكامل . 


(#) ( جسورج فريد رش ) برن هارد ريمان ( ۱۸۲١‏ 1815 ) كان الابن لراع دينى 
قروى فقير وولد قريبا من هانوفر ٠‏ تعلم فى جيتنجن بالمانيا الغربية وبرلين ودرس فى 
جيتنجن . كان أحد المؤسسين لنظرية الدوال التحليلية ء لكن قام ايخاء بسبحافة 
أساسية للهندسة © نظرية العدد © الرياضة الفبزيائية . 

توماس جونز اشتيلتجز ( 1١485‏ س 18515 ) كان فلكيا ورياضيا هولنديا ٠‏ تعلم 
فى باريس مع هرميت وحصل على الاستاذية فى تولوز ٠‏ واعماله الآكثر شهرة هى مذكرته 
على الكسور المتصلة » المسألة الخاصة » بالعزوم » تكامل اشتلتجز الذى نشر فى آخر 
ئة من حياته القصيرة 


of 


افرع التكامل الذى تعتيره هنا أكثر تعمما بعض الثى” عا اعتبر فى المناهج السابقة 
والإضافات التعميمية تجعله أكثر فائدة فى بعض التطبيقات » وخاصة الإحصاء » وق 
نفس الوقت » توجد تعقيدات إضافية قليلة للعدة النظرية الى تحتاجها نقاش صارم 
لتكامل ر مان العادى الحدير أن ننمى هذا الط لنظرية التكامل بالقدر الذى تتطلبه تطبيقاته 
الأكثر انتشاراً . 

نفرض أن كر و ج دالتين قيمهما حقيقية ومعرفتين فى قتّرة مغلقة [4,8] سد الل 
. لط الحقيق . سنفرض أن كلا من كر » ۾ محدودتين فى لل ء سوف لا يتكرر هذا الفرض 
الدائم . انقسام من الفترة ل هى مجموعة محدودة لفترات غير متراكبة اتحادها هوي ٠‏ 


نصف عادة جزء مم بتحديد فئة عدودة لأعداد حقيقية(«× , . . . ,× ,0) حيث أن 
0ع نز XK SS‏ ع مع - هوه 


وبحيث أن الفتر ات الحزئية الحادثة فى جزء ٨‏ هى الفترات ...1,2,0 > ب[ x‏ 
وأكثر صواباً » نشير النقط الطرفية #,... ,0,1 = K‏ ,»د كنقط التقسيم المناظرة 
إلى ۴ . لكن » عملياً من المناسب داما » وبدون تسبب فى الإييام » استعال الكلمة 
« انقسام » لنشير إما لجموعة الفترات الحزئية أو مجموعة النقط الطرفية هذه الفتر ات الحزئية . 
ومن ثم نكتب (ہ× و P = (xo,‏ 


إذا كانت م و © تقسيمين لفترة ل ء نقول أن © تكرير للتقسيم م أو أن 0 
تكون أدق من © فى حالة كون كل فثة جزئية فى © >توية فى فترة جزئية ما فى 8 . 
هذا يكون مكافتاً للزوم أن كل نقطة تقسم فى ۲ هى أيضاً نقطة تقسيم فى © . هذا السبب » 
نكتب 0 > ۲ عندمایکون © تكرير لتقم ۲ . 

- تعريف . إذا كانت ۶ هى تقسم لفارة ق > فإن حاصل جمع رمان‎ ١-٩ 
اشيلتجز للدالة ر بالنسبة إلى ع والمناظرة إل (م«,... ,× ,م) دام هى عدد حقيق‎ 
فى الصورة‎ 502:7, 8( 

(29.1) S(P;f, = لهافالة)! يق‎ - g(x} 
قد اختر نا هنا أعداد غ5 تحقق‎ 
k=1,2,...,n عند‎ Xk-1 > kk 5 Xk 
لاحظ أنه إذا كانت الدالة ج المعرفة بالتعريف ,× = (×)ع » فإن التعبير فى معادلة‎ 


(5 +١),يثول‏ إلى 


)29.2 2 FED لسع‎ 


of 


حاصل الممع (۲-۲۹) يسمى عادة. بحاصل جمع رمان للدالة ر المناظر للتقسيم 7 و يمكن, 
تفسيره بأنه المساحة لاتحاد مستطيلات قواعدها [*._*] وارتفاعاتها (6)؟ 

( انظر شكل - )١‏ . أى أنه إذا كان التقسيم م دقيقاً جدا » فنتوقع أن حاصل جمع 
رمان ( ۲۹ - ۲ ) ينتج تقريباً إلى « المساحة تحت الشكل التخطيطى للدالة “ره . 
وى حالة دالة عامة چ » ينبغى للقارئ أن يترجم حاصل جمع رمان - اشتيلتجز(9؟ - ١‏ ) 
بأنه مشابه لحاصل جمع رمان ( وم - م) - باستغناء أنه بدلا من اعتبار الطول  ×١‏ - »× 
للفترة الحزئية [4*.:-.*| فإننا نعتبر بعضاً من مقياس آخر لمقدار هذه الفترة الحزئية 
أى الفرق ل )ع -(»)ع . أى أنه إذا كانت (×)ع E‏ « الشحنة ۾ 
الكلية فى الفترة [× ,ه] > فإن 8068-0 -(»)ع تدل على « الكتلة» أو م الشحنة » 
فى الفترة الحزئية [×.-»×1 . الفكرة هى أننا نريد أن نكون ماهرين فى اعتبار مقاييس 
أخرى لمقدار فترة خلاف طؤطا » لذلك نسمح بحواصل الحمخ ( ١-79‏ ) الأكتر عموماً نوعا ما . 


=0 | x2 x3 RS 3k xan1 Xxn=b 
حاصل جمع رمان کساحة)‎ ١ - ۲۹ شكل‎ ( 

سيلاحظ أن كلا من حاصل الجمع ( ۱-۲۹ )0 ( ۲-۲۹ ) يعتمد على الاختيار « للنقط 
الوسطى »ءأى » على الأغداد ۸ > > 6,1 . أى أنه بمكن أن يكون من المناسب إدخال مدلولا 
يلعب دوراً فى إظهار هذه الأعداد . لكن » بتقديم تقسيم أدق يكون من الممكن دائماً افتراض أن النقط 
الوسطى هى نقط تقسيم . فى الحقيقة » إذا أدخلنا التقسم (ي× رئ ,. .. روك × بغ »)= © 
وحاصل الیم زع ب .)5 حيث أخذنا النقط الوسطى بحيث تكون هى النقط الطرفية المى 
واليسرى عل التعاقب للفئرة الحزئية.» حينئذ يعطى حاصل الجمع (ع f,‏ :5)0 نفس القيمة 
مثل حاصل الحمع ( ۲۹ - ١‏ ) . بمكدنا دائماً أفتر اض أن التقسيم يقسم الفترة إلى عدد زوجى 
من الفترات الحزئية و تكون النقط الوسطى هى النقط الطرفية المنى واليسرى عل التعاقب لهذه 
الفترات الحزئية . لكن » سوف لايكون ضروريا أن نحتاج إلى العملية التقسيمية « المثالية » » 
و سوف لانجد ضرورة .لإظهار هذه النقط الوسطى . 


ot 


۲-۹4 تعريف . نقول إن كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم فى ل إذا كان يوجد 
عدد حقيق 1 محيث أنه لكل عدد 0 < 8 يوجد تقسم .2 للفترة ل بحيث أنه إذا كانت 
م أى تكرير أو أى تنقية لتقسيم ,2 › (ج ,كر:)5 هو أى حاصل جمع لريمان - 
اشتيلتجز » المناظر إلى ۶ » حينئذ 

ع >1 -(ج |S(P;f,‏ (29.3) 
فى هذه الخالة المدد يكون / محدداً وحيداً ويرمز له بالرمز 
fas - [f dg‏ | =1 
يسمى تكامل رمان - اشتيلتجز للدالة ار بالنسبة إلى ج فى الفترة [ط ,»] د ل . نسمى الدالة ار 
بالدالة المطلوبة تكاملها ( تكاملية ) » وتسمى ج بالمكاملة . أحياناً نقول أن ر هى ع 
القابلة للتكامل إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م . ف الالة الخاصة عندما × = ()ع 
نجد أنه إذا كانت ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى يم » فنقول إن ار قابلة لتكامل ريمان . 
قبل إظهار أى من خواص تكامل رمان - اشتيلتجز » سنعتبر بعض أمثلة . لكى نجمل 
الحسابات بسيطة » اختبرت بعض من هذه الأمثلة محيث تكون حالات شديدة توجد 
أمثلة أكثر باتحاد الأمثلة المعطاة أسفل . 

۴-4 أمثلة. (أ) قد لاحظنا من قبل أنه إذا كانت × = (×) ج فإن التكامل 
يؤول إلى تكامل رمان العادى لحساب التفاضل والتكامل الأساسى . 

(ب) إذا كانت م مقداراً ثاب فى الفترة [ط ,ه] » فإن أى دالة كر تكون قابلة 
التكامل بالنسبة إلى ع ومقدار التكامل يكون صفراً . 

( ج) بفرض أن م معرفة فى الفترة [ط ,ه] ح ل بأنها 

به ><« g(x%)=0,‏ 
a<xsb‏ ,1= 
فتار ك كتمرين لنوضح أن دالة كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى ج إذا وإذا فقط ار 
كانت متصلة عند © وأنه فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى () ر . 
(د) بفرض أن © نقطة داخلية للفترة [ط ,ه] = ل وبفرض أن م معرفة بأنها 
© > اع ه 8(x)=0,‏ 
c<xs=b‏ ,1= 
فكتمرين نوضح أن دالة كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج إذا وإذا فقط كانت متصلة 
عند » من المين ( معنى أنه لكل ٠<0‏ توجد 0 < (8)8 بحيث أنه إذا كانت 


{oo 


c= x<c+8(e)‏ و رعيرء فنجد (ع#>|(6)/-(2)/]| . إذا كانت الدالة کر تحقق 
هذا الشرط » فإن قيمة التكامل هو (6) ر . ( لاحظ أن الدالة المكاملة ج متصلة عند > 
من اليسار ) . 
(ه) بتعديل الال السابق » نفرض أن ۸# معرفة بأنها 
h(x)=0, asx<c,‏ 
csxsb‏ ,1= 
إن ۸ متصلة عند © من المين وتكون دالة كر قابلة التكامل بالنسبة إلى # إذا وإذا فقط كر 
كانت متصملة عند © من اليسار . وق هذه الحالة تكون القيمة للتكامل هى )c(‏ /. 
(و) بفرض أن ره > ر٠‏ نقطتين داخليتين لفترة [6,5] = ل وبفرض أن ع 
معرفة بأنها 
8(x) = aı, Qa SX > Cı,‏ 
C2,‏ = كاه ووم = 
C<x sb‏ روه = 


إذا كانت ر متصلة عند النقط ره ,و٠‏ > فينتج أن ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى مم وأن 


2 : 
afte)‏ -مه) + ل6 )لله مها - 148[ 
بأخذ نقط أكثر يمكننا الحصول على حاصل جمع يتضمن القم الدالة كر عند نقط فى الفتر ة ل 
موزونة بقيم القفزات للدالة ع عند هذه النقط . 
(ز) نفرض أن الدالة كر هى دالة درشلت غير المتصلة ( مثال ۴١‏ - ه (ز)) 

المعرفة بأنها 

إذا كانت × قياسية ‏ 1=(*×) ر 

إذا كانت × غير قياسية 0 = 
وبفرض أن × = (×)ع اعتبر هذه الدوال على [0,1]-8 . إذا كان تقسيم ۲ 
يتكون من ۸ فترات جزئية متساوية » حينئذ باختيار / من النقط الوسطى فى حاصل جمع 
(۾ f,‏ ;5)۶ عيث تكون قياسية وتكون النقط الباقية غير قياسية k/۸‏ = (ع S$); f,‏ 
فينتج أن كر ليست قابلة لتكامل ر مان . 


(ح) نفرض أن ۴ دالة معرفة فى ۲ بأنها 0-(*)/,1-(0)/ عند × غير 
قياسية › #/1-(70/2)/ حيث ۸ و 71 عددان طبیعیان ليس بيمما عامل مشترك 
خلاف الواحد الصحيح . بينا ى مثال .م - ه (ح) أن كر معصلة عند كل عدد غير 
قياسى وغير متصلة عند كل عدد قيامى . إذا كانت × = (×)ع > فإئه كتمرين يممكن 
أن نوضح أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج و أن قيمة التكامل تساوى صفراً . 
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٩4‏ - 4 معيار كوشى للقابلية للتكامل . تكون الدالة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى م 
ف [4,8] = J‏ إذا وإذا فقط كان لكل عدد 0 < ع تقسم .0 الفترة 2 محيث 
أنه إذا كانت © و ۶ تكريرين للتقسيم .0 وإذا كانت (ع f‏ ;0)؟ و (م f,‏ ;8)۶ 
هما أى حاص جمع لربمان - اشتلتجز المناظرين » فيكون 

)29.4( |S(P; f, g#—S(Q; f, >إ(ع‎ 

البر هان . إذا كانت ر قابلة للتكامل ٠‏ فإنه يوجد تقسيم عض محيث أنه إذا كانت 
٠. ۵‏ ۶ تنقيتين لتقم ,ص اء فإن أى حاضل جمع لريمان -اشتيلتجز أى حواصل 
جمع مناظرة لر مان المناظرين يحققان 8/2 > |1 - (ج f,‏ ©)5]| ء 8/2 >1( |S(P; f‏ 
باستخدام متباينة المثلث » نحصل على ( ۲۹ - 8) . 

وبالمكس » نفرض أن المعيار يتحقق . لتوضح أنه إذا كانت f‏ قابلة للتكامل بالنسبة , 
إلى چ »> فنحتاج لإيحاد القيمة لتكامله واستخدام تعريف 4م - ۴ . تفرص أن ,0 
ققسم الفترة ل بحيث أنه إذا كانت © و ۶ تكريرين للتقسيم ,0 > فإن 

1 >|(ع f,‏ :©)5-(هع |S(P; f,‏ 
إستنتاجياً » نختار ,0 لتكون تكريراً للتقسيم ,0 عیث أنه إذا كانت © و م 
تكريرين للتقسم .© > فإن . 
17 > إ(ع f,‏ :©)5 - (ع |S(P; f,‏ (29.5) 

اعتبر مستابعة ((ع f,‏ :.5)0) لأعداد خقيقية حصلنا علها بهذه الطريقة . ما أن ,© 
تكرير للتقسيم ,,0© حيث ”< ۾ ء فإن هذه المتتابعة لحواصل جمع هی متتابعة كو ثى 
لأعداد حقيقية » بغض النظر عن كيفية. اختيار النقط الوسطى حسب نظرية ٠١-1١١‏ » 
تعقارب المتتابعة إلى عدد حقيق ما 4 . 


ومن ثم ء إذا كانت 0< ع ٠‏ فيوجد عدد صميح N‏ بحيث أن 8 > 2/۸ وأن 
2 > ارط - (ع [S(Qn; f,‏ 
إذا كانت م تكريراً التقسيم «0 ء فإنه ينتج من تكوين التقسيم پر أن 
2 > 1/47 > إ(ع f,‏ :.©)5 -(ع |S(P; f,‏ 
ومن ثم لأى تنقية 2 لعقسم ,0 وأى حاصل جمع لريمان واشتلتجز المناظر نحصل عل 


(29.6) |S(P; f g)-L|<s 
هذا يغبت أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج ف الفترة ل وأن القيمة هذا التكامل‎ 
عو نه . وهو المطلوب إثباته‎ 


Yo¥ 


بعض خواص التكامل : 
تنسب الخاصية الآتية أحياناً إلى الخطية الثنائية لتكامل رمان _اشتلتجز . 
4 - ه نظرية . )١(‏ إذا كانت در و ور قابلين للتكامل بالنسبة إلى ج فى ل » وكان 
8 و0 عددين حقيقيين » فإن وكر8 + وه تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى ج فى ل وأن 


(29.7 1 (afi + Bf) dg = e f dg+ 3 fa dg 
(ب) إذا كانت كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى رع عدم فى ل » وكان 8 ,» عددين‎ 
حقيقيين » فإن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى رعم + ,عه دع فى ل وأن‎ 


0 b b 
(29.8) ا‎ fag = 3 f dgi+ 3 f dg: 
» نفرض أن 0 < 8 ونفرض آذ (م×,... ,× ,م حيط‎ )١( . البرهان‎ 
© ل بحيث آنه إذا كانت‎  ]4, 8[ (س ...ددا رولا) حرط تقسيمين للفترة‎ 


تكريراً لكلتا ۶2 و و » فإنه لأى حواصل جمع رمان واشتلتجز المناظرة » يكون 
<e‏ الع fe,‏ :©)ئ حط| fı g|<e,‏ :5)0-,1| 
بفرض أن ے۴ أى تقسم للفعرة ل الى هى تكرير لكلتا ر٨‏ و ,۶ ( مثال ذلك » 
غم كل نقط التقسيم فى و و وش لتکوین ,م ) . إذا كانت 0 تقسما للفترة 3 بحيث 
أن ۴.۵ ٠‏ فإن كلتا العلاقتين فى أعلى لا تزال صميحة عند استخدام نفس النقط 
الوسطى نحصل بو ضوح 
fi, £) + BS(Q; fa, 8)‏ :©)كهه > (ع S(O; afı+ Bf,‏ 
ينتج من هذا ومن المتباينات السابقة ان 
la{lı— S(O; fi, 8(( + 811- S(O; fa, 83‏ = إ(ع Bfa,‏ خريه jal, + BE¬ S(O;‏ 


= (lel +18Ds 
هذا يبر هن أن ر81 + راه هو تكامل ر۴ + ,ره بالنسبة إلى ج . ما يثبت جزء‎ 
(أ) ء برهان ابمزء (ب) يكون مائلا وسيترك للقارىء . وهو المطلوب إثباته‎ 


توجد خاصية جمعية مفيدة أخرى ممتلكة بواسطة تكامل رمان -اشتلتجز » أى » 
بالنسبة للفترة الى فبايكون التكامل ممتدا » ولكى نحصل على النتيجة الآتية نستخدم 
الصورة للباية الى قدمت فى تعريف ۲۹ - ۲ . نوعاً من الباية أكثر تقييداً يتطلب المتباينة 


(۴-۲۹) لأى حاصل جمع لريمان - اشتلتجز المناظر لتقسيم ( ولو P= (xoy‏ 
بحيث أن 


(Pl > sup {x1 = Xo, وركام‎ ..-, x = x.-ı} > 8)( 


{oA 


هذه الصورة للهاية تستخدم غالباً لتعريف تكامل رمان وأحياناً تستخدم لتعريف تكامل 
رمان-اشتلعجز . لكن » يستخدم مؤلفون كثيرون التعريف الذى قدمناه » والذى يرجم 
إلى س . بولارد » لأنه يوسم بدرجة بسيطة فصل الدوال القابلة للتكامل . كنتيجة هذا 
التوسيع » تكون النتيجة الآتية ميحة بدون أى قيود إضافية . انظر "مرينات ۲۹ ¬ ب اص. 
١4‏ - 5 نظرية . (أ) نفرض أن 8 > ء> © وأن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة 
إلى ج فى كلتا الفتر تين المزئيعين [8 ,6] و [4,6] . إذن كر تكون قابلة للتكامل بالنسية 
إلى ج ف الفترة [8 ,4] ويكون 
[fas= f rag+ [fas‏ )29.9 
(ب) نفرض أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج فى الفترة [5 ,4] ونفرض أن © 
تحقق 8 كد » 5 © . فينتج آن ‏ قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج فى الفترتين الحزئيتين 
[6 0 ] و [© ,2] وأن قانون (۲۹- و) يظل صميحا . 
البرهان . (أ) إذا كانت 8<0 » نفرض ۶١‏ تقسيم الفترة [© ,4] بحيث أنه إذا كانت 
“م تكريرا للتقسيم / > فإن المتباينة ( #4 #) تظل سميحة لأى حاصل جع 
رمان - اشتلتجز . نفرض أن يط هى التقسيم المناظر للفترة [6,8] . إذا كانت .۲ 
ھی التقسيم الفترة [4,8] المكون باستخدام نقط التقسيمي فى ۲ و يط ء وإذا كانت 
م ھی تكرير للتقسيم ,۶ » فنجد أن 
f, 8)‏ :"5)5+(ع S(P; f, g) = S(P'; f,‏ 
حيث ”او ۶ تدلان إلى تقسيمى [8 ,ء] و [4,6] المستنتج بواسطة ‏ وحيث 
تستخدم النقط الوسطى المناظرة . لذلك » نحصل على 
f fag-se:f. 0|‏ +14( 


28> إ(ع (frae-se't © |+| f fag-se':,‏ 
ينتج أن ر قابلة للعكامل بالنسبة إلى ج ى [6 ,ه] وأن القيمة لشكاملها هى 
14 ]+1[ 


(ب) سنستخدم معيار كوشى ۲۹ - ٤‏ لنبرهن أن كر تكون قابلة للعكامل فى [4,6] . 
ما أن كر قابلة التكامل فى [4,6] » فبأخذ 0 < ع يوجد تقسم ,0 لفترة [6,©] 
حيث أنه إذا كانت © و ۶ تنقيتين للقم ,© > فإن علاقة (4؟ - 4) تظلقائمة لأى 


0۹ 


حاصل جمع رمان - أشتلتجز المناظر من الواضح أنه مكنا افتراض أن النقطة © تنتمى 
إلى تقسيم .0 ء ونفرض أن :0 تقس الفترة [© ,4] ويتكون من هذه النقط للتقسيم ,© 
الى تنتمى إلى [©4,6] . نفرض آن © ,2 تقسمان للفترة [6 ,ه] اللذان هما تكريران 
للتقسيم 0و نحصل على امتداديهما للتقسيمين © و ۶ للفترة [8 ,ه] باستخدام النقط فى 
.© الى تنتمى إلى الفترة [5 ,ء] . ما أن © و ۶ تكريران للتقسيم ,ن » فينتج أن علاقة 
(4-14) تظل قائمة » لكن » مزالو اضح من حقيقة كون © و ۲ متطابقتين فى [6,8] 
ذلك » إذا استخدمنا نفس النقط الوسطى ء نجد أن 
ع >|(ع ‏ : ©5)0 - (ع =|S(P; f,‏ إرع S(O’; f,‏ -(ع |S(P'; f,‏ 

إذن » معيار كوشى يثبت قابلية التكامل للدالة ر بالنسبة إلى ج فى الفتر ة المزئية [© ,4] و نفس 
المناقشة تستخدم أيضا للفترة [8 ,6] . و بإثبات هذه القابلية للتكامل فإن جزء (أ) يثبت 
عة القانون ( و5 - و) . 

حيث أننا م نستبدل الدورين العكاملية ر والمكاملة يم » فر مما لا خطر على بال القارىء 
أنه ر ما يكون من الممكن عمل ذلك . و بالرغم من أن النتيجة الآتية ليست بالضبط مثل « قانون 
السكامل بالتجزىء » لساب التفاضل والتكامل » فإن النتيجة متقاربة ونشير إليها عادة بذلك 
الإنم . 

4 - ۷ تكامل بالتجزىء . تكون دالة ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع فى [8 ,ه] 
إذا وإذا فقط يم كانت قابلة للتكامل بالنسبة إلى ر فى [5 ,ه]. فى هذه الحالة يكون 

0 b 
(29.10) [(fag+ f saf= fg) fasta) ' 


البرهان . سنفرض أن ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج . نفرض أن 0 < ونفرض 
أن ,8 تقس الفترة [6,8] بحيث أنه إذا كانت © تكريرا التقسم ,۲ » (8 f‏ ;5)0 
ھی أى حاصل جمع رمان - اشتلتجز المناظر » فينتج 


نك 


(29.11) |so:#, e) f fag 


الآن نفرض أن ۴ تکریر التقسم ٥,‏ ونعتبر حاصل جمع رمان - اشتلتجز (/ ,ع ;8)۴ 
المعطى بأنه 


SP: gf) = ù (لسه)1- (سالال(قاة‎ 


حيث يدك يق = ريد . نفرض أن (مولا,. . . ,ل رمل) = © تقس الفرة [8 ,ه] 
الى حصل علهيسا باستخدام كلا ئ > 36 كنقط تقسيم 2 ومن ثم علا ح بولا » 


1 


بخ = بر . اجمع واطرح الحدود (بدل)8(ءدر)f‏ عند 8 ,...,1 ,8-0 إلى 
(كررع )ىم واعد الثر تيب تحصول على 


(لمتا)ع - )ع 101 0 P= f(b)g(b) - f(a)g(a)‏ رع S(P;‏ 
حيث نختار النقط الوسطى 58 محيث تكون النقط :× إذن نحصل على 
f, g8)‏ ©)5-(م)ع(م)] S(P; g, f) = f(b)g(b)—‏ 
حيث التقصم (,رل , . . . ,دلا رولز) = © 
تكرير للتقسيم .م حسب قانون (9 - »)١١‏ يكون 
fag)| <s‏ | -جموتم)1-«ودهر|- ررح نمه | 
بشرط أن م تكرير للتقسيم, . هذا يبرهن أن ع تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ر 
فى الفترة [5 ,6] مما يثبت قانون ( ۲۹ - )٠١‏ وهو المطلوب إثباته . 
تعديل التكامل : 
عندما يكون الدالة المكاملة ج مشتقة متصلة » فن الممكن ومن المناسب غالباً أن نستبدل 
تكامل ر مان - اشتلتجز بتكامل رمان . نقرر الآن صصة هذا الاختز ال . 


وم م نظرية . إذا كانت المشتقة “يم موجودة ومتصلة فى ل وإذا كانت /ر 
قابلة التكامل بالنسبة إلى ع » فان حاصل الضرب ”ع ث/ر قابل لتكامل رمان 


0 b 
(29.12) [f= ffe 

البر هان . الفرض يدل أن “ع متصلة بانتظام فى ل . إذا كانت 0 < ع٠‏ فنفرض 
أن (<,...د P=)»,‏ تقس ل عيث أنه إذا كانت بخ و هي تنتمى إلى 
[»* ,-»] فيكون ع > |())'ع -(,8')5] . نعتبر الفرق بين حاصل جمع رمان - 
اشتلتجز (ع ,۶ :)85 وحاصل جمع رمان ('/ :)5 » باستخدام نفس النقط الوسطى .5 
لإجراء هذا معصل على حاصل جمع لحدو د فى الصورة 

لد -سالة) '580(8)] - [(د)ع = f(g (x)‏ 
إذا طبقنا نظرية القيمة المتوسطة 5١9‏ على ج » فيمكننا كتابة هذا الفرق فى الصورة 
x«-)‏ ~ }8(5 -(5) 15018 

يت نقطة ما فى الفترة[يد ,._.] . ما أن هذا الحد يكون مسودا (ومسيطرا) 
بالكية (-مد - »») |[/|| © فنستنتج أن 


5 


|S(P; f, رع‎ - 5)©: fel > e |أراا‎ (b~ a) 

حيث التقسبع م يكون دقيقا بدرجة كافية . ما أن العكامل فى الطرف الأيسر من (18-0) 
موجود وهو الباية لحاصل جمع رمان - اشتلتجز (ع ,كر :)5 ٠‏ فنستنتج أن التكامل فى 
الطرف الأيمن ( و؟ - ؟١)‏ موجود أيض] وأن التساوى يظل حيحاً . 

وهو المطلوب إثباته 
لامتداد هذه النتيجة » أنظر نظرية ١۳ - ۴۳١‏ . 
4 - 4 أمثلة . (1) ينتج من النتائج الى ستبر هن فى باب .م أن الدالة × = (*) ار 

قابلة للعكامل بالنسبة إل *× = (×)ع فى [1 ,0] = ل . وبفرض هذا » فإن نظرية ۸۲۹ 
توضح أن 


1 1 2 
[race = |] 2x dx =r? = 
0 0 3 


( قد استخدمنا هنا نتائج من حساب التفاضل والتكامل الى سير هن فى باب )87٠‏ . 
(ب) إذا استخدمنا نظرية ۲١‏ - ۷ للتكامل بالتجزىء للدالة الموجودة فى (آ) » 
نحصل على 


03 
(ج) ينتج من نتائج ستبرهن فى باب .م أن × هله = (<)ثر قابلة للسكامل بالنسبة 
إلى كر ف الفترة [0,/2] = ل . بفرض هذا » نحصل على 


/2 


1 1 1 
1 » 4) - | -|] x? dx = 1x] 
0 0 0 


m2 m2 
|| sin x d(sin (= | sin x cos x dx = (sin | 
0 0 5 


( د) إذا استخدمنا نظرية ۲۹ - ۷ للتكامل بالتجزىء إلى جزه ( ج ) نحصل على 


r2 m2 
-| sin x d(sin x) 
0 0 


*/2 
|| sin x d(sin x) = (sin x)” 
0 


ومن ثم ينتج أن 
R2 1‏ 
2 
(ه) نورد أكبر دالة صميحة فى © إلى » الى نرمز إليها بالرمز الحاص [.] 
والمعرفة بأنه إذا كانت 8 > × » فإن [×] هى أكير عدد صصح أقل أو يساوى × . ومن 


ثم 3-=[2.5-] ,2=[ء] ,3=[] . يحب على القارىء عمل رمم تخطيطى هذه الدالة 
وملاحظة أنها متصلة من المين » بقفزات مساوية للواحد الصحيح عند الأعداد الصحيحة . 


R2 
sin x d(sin x) = (sin x) 
0 


1۲ 


ينتج أنه إذا كانت ثر دالة متصلة فى [5 ,0] + فإن ر تكون قابلة للشكامل بالنسبة إلى 
[0,5]ء» د [×] = (×)چ ءوأن 
[fe aD > f0)‏ 
(ف) ينتج من باب .م أن *× = («×) ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى كلتا 
[×]= (×)دع و*-(*)بق8 على [0,5] . لذلك فهى قابلة للتكامل بالنسسية إلى 
[×1+ × = (×)ع ويكون 
[x ac += fr? a+ (x? aD‏ 


= 153+ 12+ 22+ 37+4 + 2 


تمويد دنات : 
وم- (Î)‏ إذا كانت ر ثابتة فى الفر ة [8 ,4] ٠»‏ فإنها قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
أى دالة وأن 


لماع -( هاده )1 - [fas‏ 

۹ (ب) إذا كانت چ کا ی مثال ۲۹ - ۴ (ج) » أثبت أن ر قابلة للتكامل 
بالنسبة إلى ع إذا وإذا فقط كانت ر متصلة عند © . 

۹ (ج) بفرض أن م معرفة فى [1=]0,1 بأنها 0 = (×)ع عند 4 > ×> 0» 
1= (×)ع عند 1 ك × > #4 . أثبت أن ثم تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع فى ۲ إذا 
وإذا فقط كر كانت متصلة عند # من المين . فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل هى ( 4)/ر . 

؟ > (د) وضح أن الدالة ير > المعطاة فى مثال ۲۹ - ۴ (ح) قابلة لتكامل 
رمان فى 1 وأن القيمة لتكاملها هى صفر . 

و - (ه) إذا كانت ثر قابلة لعكامل فى [5 ,©] بالنسبة إلى ر » فإن 

0م - *((ط) 0 - يه 1 

(آ) أثيت هذا باختبار حاصل جمع ر مان - اشتلتجز لتقسيم ‏ (.× ,۰.۰ ,× ,م*) = ۶ 
الذى نحصل عليه بأعذ × ديع و ×= غ 

(ب) أثبت هذا باستخدام نظرية التكامل بالتجزىء ۲۹ - ۷ . 

و - (و) أثبت مباشرة أنه إذا كانت ر أكبر دالة أعداد ععيحة f)«(=]×[‏ 
المعرفة فى مثال ۲۹ - ٩‏ ( ج) > فإن كر ليست قابلة العكامل بالنسبة إلى ر فى الفترة [2 ,0] 


يذه 


٩‏ - (ز ) إذا كانت ر هى دالة قابلة لتكامل ريمان فى [1 ,0] » فإن 


PLO) 
(ح) وضح أنه إذا كانت ع ليست قابلة للتكامل فى [1 ,0] » فإن المتتابعة‎ - ٩ 
المتو سطات‎ 


ر ما تكون أولا تكون تقاربية . 

١‏ - (ط) وضح أن الدالة ۸ » المعرفة فى 8 يأنها × = ()م عند × قياسية 
0 > (×)۸ عند × غير قياسية » ليست قابلة لتكامل رمان 1 

9 - (ى) بفرض أن f‏ قابلة لتقابل ر يمان فى [8 ,6] . إذا كانت ر دالة فى 
[6:©] ال 8 بحيث أن (×) ر = (<)كر ماعدا عددا محدردا من نقط فى [4,5] + 
أثبت أن ور قابلة لتكامل رمان وأن 

1-1 


أى أنه مكننا تغيير القيمة لدالة قابلة لتكامل رمان - أو نتركها غير معرفة - عند عدد 
محدود من نقط . 


. 


١‏ - (ك) اعط مثالا لتوضيح أن الاستنتاج التمرين السابق رما يفشل إذا كان العدد 
النقسط المستثناة لا نهائها . 


9 - (ل) بفرض أن ((,م)عء وبفرض م معرفةعل 6,81] بألا 
k) (=1 3 0-0‏ عند ع##ع ,[ط,xe]a‏ .لذا كانت f:lab]+> R‏ 
متصلة عند © أثبت مباشرة أن ر تكون قابلة لتكامل بالنسبة إلى م » وآن ‏ تكون 
قابلة لتكامل بالنسبة إلى كر وأن 

[sak = | مللهع‎ 


۹ - (م) نفرض أن f‏ قابلة لتكامل بالنسبة إلى ج فى [6,8] . إذا كانت 
gı], [> 8‏ عیث أن gı(x)= g(x)‏ باستثناء عدد محدود من نقط فى (8 ,4) الى 
عندها كر تكون متصلة » فإذن كر تكون قابلةالتكامل بالنسبة إلى ,ع وأن 
[fas‏ دهة 1 


1€ 


۲4 - إ(ن) تفرض أن ع متصلة فى [4,8] » وأن («)ع <> × موجودة ومتصلة 
فى (١[5,ه]‏ » وأن الهايات بطرف واحد 
g'(c+)= lim g&'(x)‏ ,عع سناء دمع 
مو جودة . إذا كانت ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع ف[ط ,ه] » فإن ”ار بمكن تعريفها 
عند © بأنها قابلة لعكامل ر مان نى الفتر ة [ط ,4] وعيث أن 


[rte= ffe 


( ارشاد : اعتبر نمرین ۲۷ - ن ) . 
٩‏ - (س) إذا كانت ثر قابلة لتكامل رمان فى [5,5-] ء أثبت أن ر 
قابلة اليكامل بالنسبة إلى | ×| = (#)م وآن 


[r= [1-1 


وم - (ع) إذا كانت (ود,... ,در دم تقسم لفرة [ط,4] = ل ٠‏ 
وبفرض أن || || معرفة بالتعريف 
:j=1,2,...,}‏ برد - بع IPIl= sup‏ 
فإننا نسمى || 2 || العسود لتقم ۴ . نعرف ثر بأنها قابلة لتكامل - (ه) بالنسبة إلى 
8 فى ل فى حالة وجود عدد 4 بالخاصية الى تقول أنه إذا كانت 0 < م فإنه يوجد 
0< (6)8 بحيث أنه إذا كانت (8)6>ضل| وإذا كانت (ع :5)۶ أى حاصل 
جمع رمان - اشتلتجز المناظر » فإن ع>(4.-(ع f,‏ :5)۶| . إذا كان هذا يتحقق فإن 
العسدد4 .يسمى تكامل -(م) للدالة كر بالنسبة إلى ع فى ل . وضح أنه إذا كانت كر 
قابلة للتكامل - («) بالنسبة إلى ج فى ل »> فإن كر تكون قابلة للعكامل بالنسبة إلى يم 
( معی تعريف ۲۹ ب ۲) وأن القم ذه التكاملات تكون متساوية . 
وم - (ف) بفرض أن چ معرفة فى ۲ كما فى نمرین 89 ¬ ج وضح أن دالة 
محدودة عر تكون قابلة للعكامل - (ه) بالنسبة إلى ج بمعنى الدّرين السابق إذا وإذا فقط كانت 
كر متصلة عند # حيث القيمة لعكامل - (ه) هى ( #) ۶ . إذا كانت 4۸ معرفة بأنها 
h(x)=0, O0s=x<},‏ 
<x =1‏ ,1= 
فإن # تكون قابلة لتكامل- (ه) بالنسبة إلى ع فى [0,4] وف [1]51 لكن 
ليست قابلة لتكامل - (ه) بالنسبة إلى ج فى [0,1] . ومن ثم رما تفشل نظرية 
وم - 5 (آ) لتكامل -(ه) . 


1o 


٠‏ - (ص) نفرض أن × = (×)ع عند رع . وضح أنه يوجد هذه المكاملة 
دالة ۴ر تكون قابلة للتكامل بمعنى تعريف 84 - 8 إذا وإذا فقط كانت قابلة لتكاءل 
-(8*) معی مفهوم تمرين ۲۹ = ب . 

١‏ - (ة) يفرض أن ثر قابلة لتكامل رمان فى ل ويفرض أن 0 < (×) ر 
عند [ع× إذا كانت ار متصلة عند نقطة رع وإذا كانت 0<() ر + 
فيكون 

[>o 


۹ - (ر ) بفرض أن ر قابلة لتكامل رمان فى ل وبفرض أن 0 > (×) ٣‏ عند 
EE‏ وضح أن 
[>o‏ 


(ارشاد : لكل 6۸" ٠‏ نفرض ٨‏ هى الأقفال لفثة النقط ×٤[‏ عيث أن 
7 < (×) گر واستخدم تمرین ( 1١‏ - ن) . 


مشروعات : 


. يستخدم التوضيح الآتی أحيانا كتقريب لتكامل رمان - اشتلتجز‎ © - ٠ 

تكون الدالة المكاملة بم تزايدية باطراد فى الفترة 4 . ( هذا التطوير له الميزة الى ت ا 
يسمح لتعريف التكاملات العليا والسفلى الى تكون دائما موجودة لدالة محدودة م . لكن » 
له عيب وهو أنه يضع قيداً إضافيا على ج و ,ميل لخدش التاثل بدرجة ما لتكامل ريمان ‏ 
شتلتجز المعطى بالتكامل بالتجزیء نظرية ( 8 - ۷) . إذا كانت (ہ× ...ر )= 
تقسيا للفترة [5 ,ه] = ل وأن ثر دالة محدودة فى ل فنفرض أن ر4 و ره معرفتين 
بأنهما الأدنى والأعل لدا ند > + ع ,بر :)) على العرتيب بالنسبة للتقسيم مر »عرف 
حاصل الجمع الأصغر وحاصل المع الأعلى للدالة كر بالنسبة إلى مم كايل : 


L(P; f, 8) = mfg (x)= g(xi-0} 


U(P;f, دع‎ Ù Ms) ماع‎ 


(أ) إذا كانت (م ,۶)۴ أى حاصل جمع رمان -اشتلعجز المناظر إلى ۶ ٠‏ فإن 
L(P; f, g) = S(P; f, 8) = U(P; f, 8)‏ 


1 


(ب) إذا كانت 0 < ع فإنه يوجد حاصل جمع رمان - اشتلتجز (ع f,‏ ;8)۴ 

لناظر إلى م حيث أن 

ع +( L(P; f,‏ > رع Sı(P; f,‏ 
.أنه يوجد حاصل جمع رمان - اشتلتجز ( ,5)۲ المناظر إلى ۶ بحيث أن 
S,(P; f, ©( ١‏ ع ع - رع U(P; f,‏ 

(ج) إذا كانت © و ۶ تقسيمين لفترة ل وكانت © تكريرا للتقسيم ه رأى 
أن » وحص ) »۰ فإن 

L(P; f, (ع‎ = L(Q; f, g) = U(Q; f, (ع‎ > U(P; f, g8) 

(د) إذا كانت وم و ,۶ أى تقسيمين للفترة ل » فإن ` (ع ,] ;1)۴ = (ع f,‏ :1)۴ 
[ارشاد : افرض أن © هو التقسيم الذى يكون تكريرا لکلتا و و ,۲ 
واستخدام (ج ) ] . 

(ه) عرف التكامل الأدنى والتكامل الأعل للدالة عر بالنسبة إلى بم ليكونا على 
الر تيب 

sup {L(P; f, 8},‏ = (ع L(f,‏ 
=inf {U(P; f, 8)}‏ رع U(f‏ 
هنا يؤخذ الأعلى والأدفى على جميع كل تقسيمات 8 لفترة 3 . أثبت أن (8 )۷ > (ع ,)1 

(و ) وضح أن كر تكون قابلة للعكامل بالنسبة إلى الدالة التزايدية مم إذا وإذا فقسط 
كان التكامل الأدنى والتكامل الأعلى المذكور فى (ه) متساويين فى هذه الحالة تكون القيمة 
المشتركة دين التكاملين مساوية إلى 


[f4 
: وضح أن كر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع إذا وإذا فقط تحقق شرط رمان الآقق وهو‎ 
:)نآ‎ f, (- 1)۳; لكل 0 < ع يوجد تقس ۶ بحيث أنء > (م ب[‎ 
(ز) إذا كانت رر و رر محدودتين ى ل ء فإن التكامل الأدنى والتكامل الأعلى‎ 
للدالة رار + رر يحققان‎ 
]هآ‎ + fa, g8) = L(f, (ع‎ + Lf, 8), 
U(fı+ f, 8) = Uff, g£)+ U(fa, 8) 
. أثبت أن تلك المتبايئة الدقيقة بمكن أن تظل صحيحة فى هذه العلاقات‎ 
ق هذا المشروع والمشروعان الآتيان تقدم وتدرس عائلة هامة من الدوال الى ها‎ - 


1Y 


« تغير محدود» فى فترة مدمجة . نفرض أن >R‏ [ة ,ه]:/ معطاة ١‏ إذا كانت 
P=(a=xy<X<°°°*<X =b)‏ 


تقسما للفترة [5 ,4] » نفرض أن (6)بنا معرفة بأنها 
f(x‏ لمر بلا (P=‏ 


إذا كانت الفئة [ :(0)بن1 تقسما للفترة [8 ,2] محدودة » فنقول أن ر ها تغير محدود 
فى [4,5] . المجموعة لكل الدوال الى لا تغير محدود فى الفترة [5 ,] يرمز ها بالرمز 
([0 .ه])87 أو بالرمز رم ,4] 8۷ . إذا كانت [م ,م]810 عم . فنجد أن 

` تت (م ,م]‎ V[a, b]=sup »(P):P 
Vila, b]=0 نسمى العدد [ط ,ه]ا التغير الكل للدالة كر فى [8 ,6] . أثبت أن‎ 
. ]4, 8[ إذا وإذا فقط كانت كر دالة ثابتة فى‎ 

(أ) إذا كانت ۸ +[(ط,ه]:م/ وإذا كانت © و © تقسيمين للفترة [4,5] » 
وإذا كانت © دم » أثبت أن (0),: = (ط)بن . إذا كانت [طيه]/ا81 عم © وضح 
أنه توجد متتابعة (,) لتقسيات الفتر ة [8 ,6] بحيث أن ((.8),ن) 1i‏ = [ط به]/ا 

(ب) إذا كانت ر دالة تزايدية مطردة فى [8 ,4] » أثبت أن [ط,ه]8۷٤/‏ وأن 
(4) ۶ --() ۶ = [۵ ,]۷ . ماذا إذا كانت كر دالة تناقصية باطراد فى [5 ,4] ؟ . 

(ج) إذا كانت 8 +[ط,ه]:ع تحقق شرط لبشكز إبر-»| 34 > |(رم-()ع| 
لكل ,× فى [4,5] ء أثبت أنه [ط,ه]لاهعع وأن V,[a, b] > M(b-a)‏ 
إذا كانت 84 ك (×)۸ لكل [ط,ه]عع ء فإن ]ض,heBV[a‏ « 

Vıla, -ط)كة > إط‎ a) 
]0,1[ فى‎ k)»(= × لکن » اعتير‎ 

(د) إذا كانت #8 ح[0,1]:م/ معرفة على 0 > (<)ثر عند 0= × 
(/1) هذه - (2)/ عند 1 ك × > 0 . أثبت أن ثر ليس لا تغير محدود فى [0,1] . 
إذا كانت م معرفة بأنها (*<) ركد = (*)ع عند [1 ٤]0,‏ × » أثبت أن ع متصلة وليس 
لها تغير محدود فى [0,1] . لكن » إذا كانت 4 معرفة يأنها (×) ر × = (×) عند 
3 * أثيت أن #ليس ها تغير محدود فى الفترة [0,1] . 

(ه) إذا كانت إن ,م]/اهعم وضح أن [ط يه]/ا+(م)م| > إ()/| لکل 

[طبه]ء * » بحيث أن ر ليست عحدودة فى [6 يه]/ا + إلهار|> بارا [5يم]-1 

(و) إذا كانت ۸ع» و [56,ه]810ععم وضح أن م+/ ورك تنتميان إلى 
[6,ه]8 وأن 


A 


Va, la, b]= |a| V,[a, بلط‎ 
Vr. (a, b) > V,[a, b]+ V, [a, b] 


وإذن يكون [8177]4,5 قيمة فراع الدوال . 
(ز) إذا كانت [5بهالاهء8 f‏ ثبت أن حاصل ضرب چ كر ينتمى إلى 
BV], 6[‏ وأن 
V{a, 5[‏ باع || + [ط fll, Va[a,‏ = [ط Vala,‏ 
وضح أن خارج قسمة دالتين فى [ط ,»]87 رما لا ينتمى إل [5 ,9] 81 . 
(ح ) أثبت أن الرامم [ط ,ه]نا جام ليس عوديا على متجه الفراغ [ط ,87]4 » 
لكن الراسم 
Va, 5[‏ + إله)م| > f>llfllsv‏ 
عمودى على هذا الفراغ . 
وم - ب نستمر فى در استنا لدوال ها تغير محدود فى فترة 28 >[ ,۾ 
(Î)‏ إذا كانت [ث ,]نهعم وإذا كانت (ة,ه)>ء »> أثبت أن القيود على 
f‏ إلى ]٤, 5[ >» [a,c]‏ ها تغير محدود فى هذه الفترات وأن 
c]+ V(c, b]‏ بعالا Vila, b]=‏ 
وبالمكن › إذا كانت 8 ج زط ,ه]:ع بحيث أنه لبعض (ط ,)عم نجد أن1ء ,]868۷ » 
g € BV[a, b] ûji ‘ge BV[c, b]‏ 
(ب) إذا كانت fe BV(a, b]‏ »> فنعرف ([× VW],‏ -(<«)بم عند 
x×e)a[‏ ۰ 0 )م أثبت أن بم دالة تزايدية فى [6,5]. 
(ج) لاحظ أنه إذا كانت 8>- عع ع هم »> فإن 
V(x, y]‏ ع f(y) f(x)‏ 
أثبت أنه إذا عرفنا f)×(‏ -(×),م =(×)ب۸ عند [ط به]>× ء فإن مرم تكون دالة قز ايدية . 
(د) أثبت أن دالة ۸ح[ ,ه]:؟ تى إلى [م ,ه]8۷ إذا وإذا فقط كانت عبارة 
عن الفرق بين دالتين ماز ايدتين . 
(ه) إذا كانت [ظ ۴٤8۷],‏ متصلة من المين عند النقطة (ط,ه]عءء © وإذا 
كانت 0 < ع » أثبت أنه يوجد لا < 8 وتقسيم بحيث أنه إذا كانت 
b)‏ = ند >>> غ) - © 


تقسيا دقيقا كايا فى الفترة [8 ,6] حيث 8 > ميد ء فإن 


۹ 


Vila, 46-[ط‎ =e + 2 ال )1 - (نمار|‎ = e + معان‎ b] 


ومن ثم ينتج أن 
e‏ >[ط معان -[5 Vile, [> Vile,‏ 
وضح أن ر متصلة عند [ط,ce]a‏ » إذا وإذا فقط كانت ,م متصلة عند م . 

(و) استنتج أن دالة متصلة ۸ ح [طي,ه]:/ تنتمى إلى [87]2,8 إذا وإذا فقط 
كانت الفرق بين مز ايدتين متصلتين . 

7 2 5 برهن ليبيج على أن دالة لها تغير محدود يكون هما مشتقة عند كل نقطة رعا 
ماعدا نقط الفئة « مقياس صفر » البرهان ذه النتيجة صعب نوعا ما وسوف لا يلخص هنا »> 
لكن سوف نحصل على بعض خواص أكثر لمثل هذه الدوال . 

(أ) إذا كانت [6 .]810 fe‏ وإذا كانت (ط,ه) ٤ء‏ ء فإن نهاية الطرف الأعن 
ونهاية الطرف الأيسر للدالة كر عند »> موجودتان . هاتان البايتان متساويتان رعا ما عدا 
النقط لحموعة عددية من نقط فى الفترة [4,8] . 

(ب) إذا كانت (ير) متتابعة لدوال متصلة فى [8 ,ه] 87وكانت تتقارب فى [8 ,4] 
إلى دالة كر » وضح أنه لا ينتج أن كر تنتمى إل [5 ,ه] 87 . 

(ج) نفرض أن (وأر) متتابعة فى [8 ,4] 87 ومتقاربة عند كل نقطة للفترة [8 ,ه] 
إلى الدالة كر » ونفرض أنه عند يعض 0 < 384 يكون 34 >[ ,ه]17 لكل ×٤۸‏ أثبت 
دن كر تنتمی إلى [ض [a,‏ 87 وأن Va, b] < M‏ 

(د) نفرضن أن (وكر) متتابعة فى [ط ,4] 87 بحيث أن 

محدبمااء- ,| عند صمح ,وم 
أثبت "أنه توجد دالة [ط يه]/ا8 عم بحيث أن 
0ج م/م - 7 عند بس جيم 

(ه) نفرض أن (يكر) متتابعة لدوال متزايدة باطراد » معرفة فى [4,8] =1 
بحيث أن > ااا لكل ع . استخدم العملية القطرية للحصول عل متتابعة جزئية 
(fq) a (g4)‏ بحيث تتقارب لكل عدد قيامى / فى [4,5] . عرف 

re QN[a, b] عند‎ g(r) = lim (g.(r)) 
أثبت أن ج متزايدة فى [5,م]م 0 . مرف ع عند (ط,ه]>» كهاية الطرف‎ 
الان ()ع ...ذا - (ج)ع  أثبت أنه إذا كانت (ط به]ع © هى نقطة اتصال الدالة يم فإن‎ 
(ع)ع وما أنع هما على الأكثر مجموعة معدودة من نقط عدم الاتصال فإنه‎ = 1i. (©)ع‎ 


ين 


بمكن استخدام تطبيق للعملية القطرية أيضاً تمصول على «تتابعة جزئية (مم8) للمتتابمة (برع) 
الى تتقارب فى كل مكان من [4,۵] . 

(و ) باستخدام جزء ( ه) » أثبت النتيجة الآتية » المساة بنظرية اختيار هيللى . نفرض 
أن زور ) معابمة لدوال فى [8 ,»]817 محيث أن × > واا لكل لزع« فإذن توجد 
متتابعة جز لية للمتتابعة (برث/ر) وتتقارب عند كل نقطة فى الفتر ة [ ,©] لدالة [ط f ٤8۷],‏ 
حيث عندها يكون 4 > بوااراا 


الباب الثلاثون ‏ وجود التكامل : 
كونا فى الباب السابق بعض خواص مفيدة لتكامل رمان - اشتلتجز . لكن » لم نوضح 
لان إثبات وجود التكامل لدوال كثيرة جداً . 
سر كز فى هذا الباب اهتامنا على دوال متكاملة متزايدة باطراد » مع أن معظم ما تعمله 
يمكن امتداده إلى دوال م الى لها تغير محدود فى فترة [8 ,6] = ل ممعنى أنه يوجد ثابت 
0 < 34 عیٹ أنه إذا كانت 
ده P = (Xo,‏ 
أى تقس لفترة ل » فإن 
lg(x)- g(xı-0| = M‏ 2 (30.1) 


من الواضح أنه » إذا كانت ج متزايدة باطراد » فان حاصل الحم فى ( )١ - ۴١‏ يعتير 
تلسكوبيا ويمكن أخذ (»)ع س (ط)ع = ۸4 . ومن ثم دالة متز ايدة باطراد يكون ها تغير 
محدود وبالمكس ء مكن توضيح أن كل دالة هما تغير محدود هى عبارة عن الفرق بين دالتين 
مث ايدتين . (أنظر مشروع وم = 87) . 

ستثبت أو لا نتيجة قوية جدا . 

.م - ١‏ معيار ريمان لقابلية التكامل . نفرض أن [ 6,8 ] = ل وأن ع متزايدة 
باطراد فى ل . دالة © ج :م تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج فى الفترة ل إذا وإذا فقط 
فن كان يوجد لكل 0 < ع تقسم ع2 للفترة ل بحيث أنه إذا كانت (يرن ,... ,1× ون6) دمر 
تكريرا للتقسيم Pe‏ > فإن 

(30.2) ب‎ (Mı —m{g()= g(x,-)} < e 


j1 
عند‎ M, = sup {f(x):x € [xj-ı, x} and m; =inf {f(x):x € [x-ı, x} a 
=1, ...,n 


۷1 


البرهان . إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج وأن 0 < ع معطاة » فتفرض 
أن ع تقسيم للفترة ل بحيث أنه إذا كانت (يىر ,... ,× ,م×) P=‏ تكريرا لتقسيم 1 › فإن 
0 
[fas |<e‏ -و نمه | 
لأى حاصل جمع ريمات - اشتلتجز المناظر إلى ۶ . نختار الآن رت و رط ف [ر× در 
محيث أن 


M-e<f(y),  f()<m+e 


هذا يدل على أن 28 + (رع) كرح (ر«) ر > رهم سر 84 ومن ثم 
الجاع =( fe‏ ب = ((سبمع -(واها(:: - 04 Û‏ 


i= 


- Û fg) g(-1)} + 2e{g(b) - g(a} 


الآن يحتوى الطرف الأيمن هذه المتباينة على إثنين من حواصل جمع رمان - اشتلتجز المناظرة 
إلى ۴ » واللذين لا مكن أن يكون الفرق بينبما أكثر من 28 . ومن ثم يتحقق الشرط 
(.م - )١‏ عندبا ع تستبدل بالمقدار ((م)ع - (6)ج +28]1 

وبالىکس نفرض أن 0 < ع ممطاة وأن م تقسيم بحيث أن ( .م - ۲ ) تظل قائمة 
لأى تقسم ( ,... ,× ,م×) = هين التقسيم ع . نفرض أن( ,. . . ,1ل رور) = 0 
تنقية أو تكرير التقسيم اء سوف نحسب الفرق (8 ور :5)0 - (خ ,كروم)8 لاص 
الممع المناظرين . بما أن كل نقطة فى 2 تنتمى إلى © يمكننا كتابة كلا من حاصل الفمع فى الصورة 


«السمرع - (و عا لسر = S(Pi;f,‏ 


` دو ]رود‎ È لاله‎ - gC} 


لكن » لكى نكتب (ع ,كر :)5 بدلالة النقط فى © © يجب الماح بتكرار النقط »ا 

ولانحتاج إل إنتاء يت لك [بررير] . لكن > كلامن 4 » 0 تنتمى تأكيدا إلى 

فترة ها [بد,ر_بد] وفى هذه الحالة بح Mı‏ > |(مت)] |f)u(-‏ . بالضرب فی 

0< (:-»ل) ع -(٭)چ ثم الجمع › نحصل عل 1 
e‏ > ((-بد)ع - (ود)ع)(,” ZL (M~‏ > |(ع f,‏ :5)0-(ع |S(P; f,‏ 

أخيراً » نفرض أن ٣‏ و 2 تكريران اختياريان التقسيم ع ونفرض أن © تكرير 

مشترك لكل من “ و ۶ . بما أن النقاش السابق يطبق على كل من ' و ۶ ء فنستنتج أن 


يفف 


الفرق بين حاصل ابع (ع بكر :)5 > (ع بكر :")5 يكون مساويا على الأكثرع2 . ومن ثم 
يستخدم معيار كوثى ۲۹ - ١‏ لإثبات قابلية التكامل للدالة بر . وهو المطلوب إثباته 


.م - ۲ نظرية القابلية للتكامل . إذا كانت ر متصلةء ج متزايدة باطراد فى ل » 
فإن كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى ۾ فى ل . 

البرهان . حيث أن ٣ر‏ متصلة بانتظام فى 7 » فبأخذ 0 < ع نجد أنه يوجد 0 < (8)8 
بحيث أنه إذا كانت عبر بد > (8)8 > | ضرح +| فإن ع > | ( )£ -—0)/| . 
نفرض أن (,2 ,... ,:2 ,20) حيط تقسيم بحيث أن (ع)8 >[ه ~ sup {2x‏ 
إذا كانت ( × ,... × ,و ) = ۶ تكريرا لتقم ۽۴ › فيكون أيضاً 
(ع)8 > لبد - بد مده وكذلك ,ع > ب۳ ,84 > ومنها ينتج أن 

((م)ع - (ط)ع)اء > (Mı —m{g(x)= g(x-0}‏ !لا 
j=1‏ 

ما أن 0 < ع اختيارية » فإن معيار ريمان يستخدم وهو المطلوب إثباته 

٣٠‏ د٣‏ نتيجة . إذا كانت ث/ر مطردة وكانت ج متصلة فى ل ء فإن ر تكون 
قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع فى ل . 

البرهان . استخدم النظرية السابقة ونظرية ۲۹١‏ - ۷ للدالة رى . 

وهو المطلوب إثباته 

بمكننا معيار رمان من توضيح أن القيمة المطلقة وحاصل ضرب دوال قابلة للتكامل تكون 
قابلة التكامل . 

٠م‏ - 4 نظرية . نفرض أن ع متزايدة باطراد فى الفتر ة [5 ,4] = ل . 

(1) إذا كانت © ج 3:/ قابلة التكامل » حينئذ [ر | تكون قابلة لعكامل بالنسبة 
إلى ع فى ك . 

(ب) إذا كانت وار و ير قابلتين التكامل » فإن حاصل الضرب وار ير يكون قابلا 
للسكامل بالنسبة إلى ع فى ل . 

البرهان . نفرض أن ,24 و ر لما نفس المعى المذكور فى معيار رمان ولاحظ أن 

Mj - my = sup {f(x)— f(y): x, y € [x-ı, x} 

لبرهنة (1) ء لاحظ أن | (م) عر () 7| ك | [(«) ۶ ]۶)0 | |لذلك يدل معياد 

رمان على أن || قابلة للتكامل إذا كانت الدالة كر قابلة للتكامل . 


YY 


تلاحظ أيفاً أنه إذا كانت >٤‏ [(*)يم| عند زعي » فإن : 
| «ام- )*( (f (2))? | = 2K | f‏ — مر ) | 
أى أن معيار رمان يدل على أن ۶ر قابلة للتكامل إذا كانت ر قابلة للقكامل . 
لبر هنة أن وار رر قابلة العكامل إذا كانت كل من ار و و قابلة التكامل » لاحظ أن 
f~ f‏ *(و] (f+‏ - و2 
وهو المطلوب إثباته 
۰ - و مفترض . نفرض أن ج متزايدة باطراد نى الفترة [4,5] = ل ونفرض 
أن كر قابلة الشكامل بالنسبة إلى م فى ل . حيفئذ . 
a8 = Nfl (e0)- g(a)‏ زاب[ > | 146 ] | )30.3 
إذا كانت 24 ك (×) كرك ۳ میم [ ×٤‏ › حينئذ 


(30.4) m(g(h)-g(a)) = | fds = M(8(b)- (e) 
. البرهان . ينتج من نظرية .م د + أن |لر| قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع‎ 
» إذا كانت (ين,... ,× رو ) = ۲ تقس للفترة ل وأن (ر2) هى فئة نقط وسطى‎ 
فنجد علد 5 ,... ,2 ,1 ح تر أن‎ 
-—fll = إ(رع)م|-‎ = f(2) = مراع الع)م|‎ 
بالضر ب فى 0 < (د- )ع -(:)8 ثم الجمع لنحصل على التقدير‎ 
(م)ع) ناراك‎ - g(a)) > —S(P:; fl, رع‎ = S(P; f, g8) = 5)2: |fl, 8) 
= [fll (g(b)~ g(a)) 
وإذن ينتج أن (()ع -(6)ع) بار > (ع ,|۶| ;8)۳ = رع ,۶ ;)5| ما يثبت صصة‎ 
ماثل وسيحذف‎ ) 4 - ۴٠١ ( البرهان للمتبايلة‎ . )۴ - ٠١( 
وهو المطلوب إثباته‎ 
: حساب التكامل‎ 
النتيجتان الآثيتان مقيدتان بطبيعتهما » لكن تقودنا أيضاً إلى النظرية الأساسية الى هى الوسيلة‎ 
. الأولية لحساب تكاملات رمان‎ 
النظرية الأولى للقيمة المتوسطة . إذا كانت ج تزايدية فى الفترة [6 ,6] = لل‎ 4 - "٠ 
فى الفترة آل بحيث أن‎ ٥ و كانت ر متصلة فى / إلى ۴۸ » حينئذ يوجد عدد‎ 


Y€ 


((م)ع - (طاهاه)1 - هه | )1 - هة | (60.59 * 


البرهان . إذا كانت [[ e٤‏ : (*)م) m =f‏ و(3>*: ()/) مده - M‏ فقد كان 
واضحاً فى المفتر ض السابق أن 
g(a)}‏ - (طامالة = m{g(b)- g(a) > | fas‏ 
إذا كانت (»)ع = (ط)ع » فإن العلاقة ( ١‏ - ه ) تافهة » إذا كانت (©)ع < (8)8 » 
فإنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة لبولتزانو ۲۲ - ٠‏ أنه يوجد عدد » فى الفترة فى بحيث أن 
g(a)‏ - اها / {ffe}‏ - هار 


وهو المطلوب إثباته 


١‏ - ۷ نظرية تفاضل . نفرض أن كر متصلة ل وإن ج متزايدة فى ل وها مشتقة عند 
نقطة © فى ل . حينئذ الدالة ‏ » المعرفة للعنصر × فى الفترة ل بأنها 
fas‏ | - زم 
لا مشتقة عند ٥‏ وأن (0)'ع (0) رع )7 . 
البر هان . إذا كانت 0 < ۸ بحيث أن ۸ + » تنتمى إلى الفترة ل فينتج مننظرية ٠-۲۹١‏ 
ومن النتيجة السابقة أن 
fdg‏ | ج f fag- |] fag‏ دمم- سدم 
f(c{g(c + h)— g(c)}‏ = 
عند ر٥‏ ماحيث و[ +ع > رم اع . تظل علاقة مشابهة صحميحة إذا كان 0 > 4 . ما أن 
كر متصلة و الدالة بع ها مشتقة عند © » إذن (6)"/ تكون موجودة ومساوية إلى () ع (6)/ر . 
وهو المطلوب إثباته 


بتخصيص هذه النظرية لحالة رمان > حصل عل النتيجة الى مدنا بالأساسيات للطريقة المألوفة 
لحساب التكاملات فى حساب التفاضل و التكامل . 


١٠م‏ - ۸ نظرية أساسية لساب التفاضل والتكامل . نفرض أن ر متصلة فى الفترة 
[5 ,ه] = ل . دالة ۴ فی الفترة لک تحقق 


{Vo 


ع 
a‏ 


(30.6) دومع‎ F(a) = | f for xe J 
. '۴ہ فى ل‎ = f إذا وإذا فقط کانت‎ 


البرهان . إذا ظلت العلاقة ( ٠م ٠‏ ) صحيحة وكانت 37 © © » فإنه يتضح من النظرية 
السابقة أن () f‏ = (0)"م . 


وبالعكس » نفرض أن ے٣‏ معرفة عند × فى الفتر ة ل بأنها 


F.(0= [f 


النظرية السابقة تو کد أن f‏ =۴ فى / . إذا كانت ۴ عیٹ أن كرح ۴ » حینئذ 
ينتج من نظرية ۲۷ - ٩‏ () أنه يوجد مقدار ثابت © عیٹ أن © + (1,)2 = (×)۴ عند 
لع ما أن 0= (م)رر » فإن (۴)۵ C=‏ ومها ينتج أنه إذا كانت كرح م فى آراء 
فإن 


F()=F(a)= ff 
وهو المطلوب إثياته‎ 


ملاحظة ٠‏ إذا كانت ۴ دالة «عرفة فى 4ه يحيث أن گر = ۴ فى الفترة ل » فنقول أحياناً أن ۴ 
تكامل غير محدود » مشتقة عكسية » أو أولية الدالة كر . فى هذا الاصطلاح اللغوى » تؤ كد 
نظرية التفاضل ٠١‏ - 7 أن كل دالة متصلة ها أء لسة . أحياناً تصاغ النظرية الأساسية التفاضل 
والتكامل فى طرق تختلف عن تلك المعطاة فى ٠م‏ - م ولكن تضمن دائماً التأكيد على أنه تحت 
فروض مناسبة فإن تكامل ر .مان للدالة كر يمكن حسابه بإيحاد قيمة أى أو لية للدالة ر عند النقطتين 
الطرفيتين لفتر ة التكامل . قد أعطينا الصيغة السابقة » الى تنتج الشر ط اللازم و الكافى لدالة لتصيح 
أولية لدالة متصلة . نتيجة أكثر عموءاً بعض الثىء لاتتطلب اتصال الدالة المراد تكاملها » ستعطى 
فى تمرين ۳۰ ی . 

لامجب أن يفترض أن النظرية الأساسية تو كد أنه إذا كانت المشتقة كر لدالة ۴ موجودة 
عند كل نقطة من الفترة ل » فإن ر تكون قابلة للتكامل وأن ( .م - 5 ) تظل ععيحة . 
فى الحقيقة » يمكن أن يحدث أن ر ليست قابلة لتكامل رمان ( أنظر تمرين .م - ك ) . بالمثل 
ر مما تكون دالة ر قابلة لتكامل ر مان لكن ليس لها أولية ( أنظر تمرين ٠م‏ - ل) . 

۴١‏ - 4 النظرية الأولى للقيمة المتوسطة . إذا كانت م و ر متصلتين فى الفترة [8 ,ه] = ل» 
0 < (×)م لکل رع × » فتوجد رع بحيث أن 


لشف 


G0.7 f feopee) ax = fe [` p() as 
البرهان . نفرض أن 8 ج :ع معرفة عند 67× بأنها‎ 
g(x) = | p(n dt 


بما أن 0 < (*)م » فن الواضح أن ج متزايدة وينتج من نظرية التفاضل ٠١‏ - ۷ 
أن م = ”چ . حسب نظرية ۲۹ - م نستنتج أن 


| r4e= fp 
فى الفتر ة ل » يكون‎ ١ نستئتج أنه لبعض‎ » ٩ - "٠ ومن النظرية الأولى للقيمة المتوسطة‎ 
[1 مأ]هادعة‎ 
وعو المطلوب إثباته‎ 


كتطبيق ثان لنظرية ۲۹ - م سوف تفيد صياغة نظرية ٠ ۷ - ۲١‏ الى تختص بالتكامل 
بالتجزىء » فى صورة أ كثر تقليدياً . سيتر ك ابر هان القارىء . 


١٠١ - ۴۰‏ تكامل بالتجزیء . إذا كانت ۾ و ث/ر يا مشتقات متصلة فى [ط ,4] » فإن 
0 9 
[fe‏ موك )1 دود - 18 يإ 
التتيجة الآتية مفيدة غالا 


٠م‏ - ١١‏ النظرية الثانية القيمة المتوسطة . (أ) إذا كانت ر متزايدة و كانت م متصلة 
فى [5 ,4] = ل ء فتوجد نقطة © فى فى بحيث أن 
[fae = fa) [ag +1 f "ag‏ )30.8( 


(ب) إذا كانت f‏ متزايدة وكانت ۸ متصلة فى ل » حينئذ توجد نقطة © فى الفترة ل 
يٹ أن 


(30.9) [=1 fr + f(0) [ 


(ج) إذا كانت ب ليست سالبة ومتزايدة وكانت ۸ متصلة فى فل » حينئذ توجد نقطة © 
فى ل بحيث أن 


يفف 


f eh =e) fh 
معاً على أن ج قابلة للتكامل‎ ۲ - ۴٠ ونظرية القابلية التكامل‎ ٠ البو هان . يدل الفرض‎ 
بالاسبة إلى كر فى ¥ . فضلا عن ذلك حسب النظرية الأولى للقيمة المترسطة ٠م - * نجد أن‎ 
| ةع‎ - stef)—f(a)} 
بعد استخدام نظرية ؟ - ۷ الختصة بتكامل بالعجزىء » نستنتج أن ر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع‎ 
وأن‎ 
1 dg ={f(b)g(b)— f(a)g(a)}— g(cMf(b) = f(a)} 
= -0)ع)(0)]‎ g(a)}+ -(ط)ع)(0)]‎ g(c)} 
=f f a+r as 
ما يثبت جزء () . لبرهنة (ب) نفرص أن ع معرفة فى 3 بآنها‎ 
]2م‎ 
أى أن # = ”ي . تنتج النقيجة إذن من جزء () باستخدام نظرية ۸-۲۹ لبرهئة (ج ) تمرف‎ 
.1 بان تكون .ساوية ب عند × فى [8 ,4) ونعرف ۴)2(=0 . ونطبق الآن جزء (ب) على‎ ۴ 
وهو المطلوب إثباته‎ 1 


يسمى جزء (ج ) للنظرية السابقة غالب بصورة بونيت(٠)‏ النظارية الثانية للقيمة المتوسطة من 
الواضح أنه توجد نتيجة مناظرة لدالة متناقصة ( تمرين ۴٠١‏ - ن ) . 


تغيير متفير : 
سنثبت الآن نظرية تبر ر القاعدة المألوفة المرنبطة بالتغيير « تغيير متغير » فى تكامل ريمان . 
۴١‏ - 18 نظرية تغيير متغير . نفرض أن م ممرفة فى فترة [8 ,ك] إل 2 بمشتقة 
متصلة ونفرض أن (»)م = » وأن (8)م = 8 . إذا كانت ار متصلة فى مدى ب ء فإن 


b 8 
)30.10( ٌ f) dx = f(e(D)o'( dt 


(۰) أسيان بونیت ( ۱۸۱۹ - 1۸۹۲ ) يعرف أو لا وقبل كل شىء بعمله تى المندسة 
التفاضلية . 


VA 


ار هان . نفرض أن ([8 ,»]) ب = 1 ونفرض أن ۴ معرفة بأنها 


€ 
é1 حث‎ F=f) عه‎ 


و نعتير الدالة 8 المعر فة بأنها (()) ۴ =(1)1عند 8 ك٤ك‏ ۾ . لاحظ أنF(a)=0 H(«)=‏ 
إذا فاضلنا بالنسبة إلى £ واستخدمنا الحقيقة أن مرحت" م ( لاذا ؟ ) » نحصل على 


08م )1 = H'(D= F'(e(De'(D‏ 
الآن نستخدم النظرية الأساسية لنستنتج أن 
dt‏ 0700م f‏ - جماظ = (fe) ax = FO)‏ 


وهو المطلوب إثباته 


تعديل التكامل : 

النتيجة الآثية غالباً مفيدة لاخمّز ال تكامل ريمان - اشتلتجز إلى تكامل ريمان . 

٠م‏ - ٠۴‏ نظرية . إذا. كانت “م موجودة وكانت “م و گر قابلتين لتكامل ر مان فى [8 ,4] 
فإن كر هى رمان - اشتلتجز القابلة التكامل بالنسبة إلى به وأن 

b b 
80.11) ا‎ fag= | 1 

البرهان . نفرض أن 0 < 84 بحيث أن 84 ك | (×) | عند [6 ٤],‏ × ونفرض أن 

0 < ع . ينتج من نظرية مغ أن “ير قابلة لتكامل رمان . لذلك يوجد تقسيم ,2 للفترة[8 ,4] 


بحيث أنه إذا كانت ( × ,... ,× ,× ) = ۶ أى تكرير للتقسيم ,م وإذا كانت 
[ومدساء ق عند 7,... ,1 حدثر » فإن 


)30.12( | fe" x-fi 3 <e 


ما أن “ع قابلة لتكامل رمان فیمکننا أيضاً فرض ( حسب معيار رمان .م - ١‏ ) أن مم قد 


اختيرت عیٹ أن 


)30.13( Û (Mi - لود - بعالرد‎ > e 


حيث :x € [xı x}‏ )<( 8{ مده = ,34 9« inf {8 (x) :X € [xı‏ = ب إذا استخدمنا 
نظرية القيمة المتوسطة ۲۷ - ٩‏ » نحصل على نقط (ر× ,:-,<) © ,4 بحيث أن 


۹ 


=| Ê Oso - 0ع‎ - f ل‎ 


f 0‏ -مع- مهاده Ê‏ | / 7 2 ش 
ل ظ 


(ê) =|‏ ع -(6ها(4) Ê‏ | = : 
|18 1 = لود = ود)(ع)'5(8) 1 إل | ۳ 


الآن با آن ب۳ ¬ 1 ك |(ق)'8 -(8')6| » فينتج أنه من ( ۳۰ - ١١‏ ) و(.م- )١8‏ 
أن التعبير السابق يكون مسيطرا بالمقدار 
(M+ e‏ ع M (M; - m;)(x; - x;-)+e‏ 


ما أن 0 < ع واختیار [: ,]6 اختيارى » فينتج أن ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع 
وأن ( .م - ١١‏ ) تظل صصحيحة وهو المطلوب إثباته 

ملاحظة . بمكن تعديل البر هان لاستخدامه للحالة الى فيبا كر محدودة وأن بم متصلة فى [0 ,4] 
وحيث ع ها مشتقة ماعداً عند عدد محدود من نقط الى عندها “م يمكن تعريفها بحيث أن 'ع و وار 
قابلان لتكامل رمان فى [8 ,4] . 

.م - (أ) أثبت أن دالة محدودة وها عل الأكثر عدد محدود من نقط عدم الاتصال تكون 
قابلة لتكامل ر يمان . 

١‏ - (ب) إذا كانت © +[ ره]:؟f‏ غير متصلة عند نقطة ما للفترة » فإنه توجد دالة 
ماز ايدة بإطراد مثل بم بحيث أن ر ليست قابلة للتكامل بالنسبة إلى ۾ . 

٠‏ - (ج) وضح أن القابلية للتكامل ۲-۳١‏ تظل صحيحة عندما ج تكون دالة تغير محدود فى ل. 

|/ | (د) اعط مثالا لدالة كر ليست قابلة لتكامل رمان ى ل لكن بحيث أن كر و‎ - ۳١ 
. قابلان لتكامل رمان فى ل‎ 

٠م‏ -(ه) نفرض أن ثر موجبة ومتصلة فى [8 ,4©] = ل ونفرض أن 
M = sup {f(x):x € J}‏ آثبت أن 

M=lim (fees ax)" 


٠‏ - (و) وضح أن النظرية الأولى للقيمة المتوسطة .م ١‏ رما تفشل هذا كانت /ر 
ليست متصلة . 


YA. 


(i).‏ أثبت أن نظرية التفاضل .م - 7 تظل قائمة إذا افتر ض أن ثر قابلة للتكامل 
فى ل بالنسبة إلى دالة مز ايدة ج » وآن ر متصلة عند ع » وأن ج قابلة التفاضل عند © . 
۲۰ - )ج( نفرض أن قابلة التكامل بالنسبة لدالة متّز ايدة ۾ فى [ط ,©] = ل ونفرض أن 
۴ معرفة عند xeJ‏ بأنها 
F(x)= [ fag‏ 
أثبت أن ( ١‏ ) إذا كانت چ متصلة عند م » فإن ۴ تكون متصلة عند © » (ب) إذا كانت ر 
موجبة » فإن £ تكون متزايدة . 
٠م‏ - (ط) أعط مثالا لدالة رريمان كر القابلة التكامل فى / عحيث أن الدالة م » الممرفة 
عند ×٤3‏ بأنها 
[f‏ -ممم 
ليس للا مشتقة عند بعض قط الفتر ة ل . هل مكنك إيحاد دالة ر قابلة للتكامل بحيث أن تكون 
غير متصلة فى ل ؟ 


٠م‏ - (ى) إذا كانت ر قابلة لتكامل رمان فى [8 ,ھ] = ل وإذا كانت “رح '۴ 
فى ى © فيكون 
[f‏ - (م5- رمام 


إرشاد : إذا كانت (ے× ,... ,× رو*) = 2 تقسما للفئرة ل » فتكتب 
F-0}‏ - )يل - ره - رطا 
٠م‏ - (4) بفرض ۴ معرفة بأنها 
(1/x%), 0<xs1‏ صنو ”+ F(x)=‏ 
x=0‏ ,0= 
فإن ۴ ها مشتقة عند كل نقطة من 1 . لکن ”۸ ليست قابلة التکامل فى 1 وأيضاً ۴ ليست التكامل 
٠م‏ - (ل) نفرض أن f‏ معرفة بأنها [×] = (×) f‏ عند ×٤]0,2[‏ . إذن كر 
قابلة لتكامل ر يمان فى [2 ,0] لكن هى ليست المشتقة لأى دالة . 
٠م‏ - (م) فى النظرية الآولى للقيمة المتوسطة ۴٠‏ - 4 نفرض أن م قابلة لتكامل 
رمان ( بدلا من كونها متصلة ) . أثبت أن الاستنتاج لايزال صحيحاً . 


A1 


٣١‏ - (ن) إذا كانت © ليست سابقة ومتناقصة و كانت # متصلة فى [ط وه] » حينئذ 
توجد نقطة [ط ٤٤],‏ بحيث أن 


[ok =e(a f 
متصلة فى [1=]0,1 » ونفرض أن كرح و » وأن‎ f تفرض أن‎ )س(-١‎ 
معرفة بأنها‎ 
neN,x€F عند‎ f= f(D له‎ 


بالاستنتاج . وضح أن |f(x)| = (MIn!)x" = MIn!‏ حيث } € u M=sup {felix‏ 
ينتج أن المتتابعة (ركر ) تعقارب بانتظام فى 7 إلى دالة الصفر . 

(CC)‏ إذا كانت ثر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ع فى [ط ,ه] = ل » و كانت ب متصلة 
ومتز ايدة مضبوطة فى الفتر ة [ ك] ء وإذا كانت ط = (4)م ,ه = ()م » حيتتذ ° ر 
تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى #°ع . وأن 


fae [0) age) 
متصلة فى [ط ,ه] وإذا كانت‎ f (ف) إذا كانت‎ - ۰ 
|; =0 


لجميع الدوال المتصلة ۸ » فإن 0 = (:<) ار جميع × . 
١‏ - (ص) إذا كانت ثر قابلة للتكامل فى [8 ,4] وإذا كانت 


0= 
لجميع الدوال المتصلة ا » حينئذ 0 = (×) ر جميع نقط اتصال الدالة كر . 
١‏ - (3) نفرض أن م متصلة وموجبة فى [5 ,] ونفرض أن 0 < » . إذا كانت 
dt‏ هام p(x) = ef‏ 


لكل [5يم]ء » أثبت أن 0= (*)2 لجميع × . 


-٠‏ ( د) بفرض ‏ متصلة وبحيث أن 0 < (×) تر لكل [8 ,ه]ء ‏ . إذا كانت ع ميّز ايدة 
مضبوطة فى [5 .4] وض أن 
[f4g=o‏ 


AY 


إذا وإذا فقط كانت 0 = (*) f‏ لكل [5 ,م]ء ءا 

۳۰ - (ش) أثبت أنه إذا كانت ج مترايدة مضبوطة فى [8 ,4] » فإنه فى النظرية الأولى 
المقيمة المتوسطة .م - 5 يمكن أخذ (6,5)ع© . أجر تعديلا مشابهاً لليزءين (آ) » (ب) 
للنظر ية الثانية للقيمة المتوسطة ١١ - ۴١‏ . 

٠‏ - (ت) أحسب تكاملات رمان - اشتلتجز الآتية (تشير [×] ج × هنا إلى أكير دالة 


) صصيحة‎ 
1 x d(lx}) (ب)‎ > x d(x) (î) 
[aD )د(‎ < [rah (e) 
3 cos x d(|sin x|) (ف)‎ > cos x d(sin x) (^) 
: مشروعات‎ 


. الغرض من هذا المشروع هو تطوير اللوغاريم باستخدام تعريفة كتكامل‎ )»( - ٠ 
P۴ =) e R :× <0[ إذا فرضنا أن‎ 


(أ) إذا كانت ×٤۴‏ . › نعرف (×) بأن یکون 
4 | - اط 


ومن ثم 0 = (2)1 أثبت أن £ . قابلة التفاضل و أن ×/1 = () 2 . 

(ب) وضح أن 0 > (×)1 عند 1 > × > 0 وأن 0 < (×)1 عند 1 > × . فى الحقيقة 
1-1/xSL(x)sx—-1‏ عند 0< 

(ج ) أثبت أن (ر)L‏ + (م)آ = (ر×)1 عند ر ,× فى ط . ومن ثم (×)1)1/×(=—1 
عند × فی م . ( ارشاد : إذا كانت عبر » نفرض ,رآ معرفة فى 2 بأنها (ر×)= L,)×(‏ 
وآثبت أن لل = ,ئ8) . 

(د) أثبت أنه إذا كانت ۸6۸ و 3 < 8 ء فإن 


سلب... ++ 1>( > ...+13 
(«) أثنت أن £ دالة راسم تناظر أحادى يرمم © إلى كل الفراغ © . بفرض‌آن © 
تدل على المد الوحيد الذى يكون يث أن 1 = ( 1)٠‏ » وباستخدام الحقيقة الى تقول أن 
1 = (1)ظ أثبت أن 1/057 +1) سناد , 


TAY 


(و) نفرض أن ٣‏ أى عدد قياسى موجب » إذن 0= im, L(x)/*'‏ 
(ز) لاحظ أن 


dt‏ > إلى عد 
ع ”| د L(1+x)> f‏ 


أكتب 1+1(7) كتسلسلة هندسية محدو دة لتحصل على 


L(1+x)= 7 x* + R,(x) 


وضح أن (۸.)×(|=×/)۸+1| مند1ک ×> 0وآن 


-1>×>0 عند‎ IRON = eT 


٠‏ - (8) هذا المشروع يطور الدوال المثلثية مبتدئة بتكامل 
(1) نفرض أن 4 معرفة عند × فى ۳ بأنها 
كك | ۵ے 

حينئذ 4 دالة فردية ( أى أن ء ( × ) 4 س = (×س) 4) » ومتزايدة مضبوطة » 
وهى محدودة بالعدد 2 . عرف ١‏ بواسطة sup {A(x):x € R}‏ ع 7/2 

(ب) نفرض أن 7 هى الدالة المكسية للدالة 4 » أى أن 7 دالة متزايدة مضبوطة بنطاق 
( ۸/2 ,۸/2 ) . آثبت أن 7 ها مشتقة وأن 7 +1-"7 

(ج ) عرف © ٠»‏ 5 فى (5/2 ,5/2 -) بالقانونين 


e a FP 
G+ OFT 


c 
» 00)0( = 1 ومن ثم © تكون زوجية وتكون 8 فردية فى (۸/2 ,۸/2 -) . وضح أن‎ 
. × > 7/2 1ح (×)8 عند‎ » €)×( <0 › 5)0( = 0 

(د) آثبت أن (×)8 - = C')×(‏ ۰ (*«)© = (×)'8 عند × فى (۸/2 ,۸/2 ~) 
وإذن يحقق كلا من € ء ك المعادلة التفاضلية 

h' +h=—0 

ف الفتر ‏ (2/ ,۸/2 —) ۔ 

(ه) عرف 0 = (7/2)€ › 0 = (5)5/2, وعرف 7 و ؟ و © خارج الفترة 
(7/2 ,۸/2 - ) بالمعادلة 


YA 


C(x+r)=-C(x),  S(x+r)=-S(x), 
T(x+r) = T(x) 

إذا أجرينا هذا بالتعاقب ء فإن 5 و © تكونان معرفتين لكل ۸ ولما دورة 2# . بالمئل » 
تكون 7 معرفة ماعداً عند مضاعفات فردية للمقدار 7/2 وها دورة * . 

(و) أثبت أن الدالتين £ و © ء المعرفتين ى نى الزء السايق » قابلتان التفاضل عند كل 
نقطة للفراغ 8 وأنهما يستمران فى تحقيق العلاقات 

S=C‏ الت كشيرى 

فى كل مكان فى الفراغ © . 

)7(-٠‏ هذا مشروع يطور قانون حاصل ضرب والاس(*) المثهور . من خلاله 
سنفرض أن 


2 
5-2 1 (sin x)” dx 
0 


() إذا كانت 1<2 ء فإن ,,۸-1(/۸[5)]= .8 . ( ارشاد : كامل بالتجزیء) . 


(ب) أثبت القوانين 
(2n-1)r 2۰4۰-۰2)‏ 1:3:5۰ 


Sn < 2 g6... @n) 2° Sm" *T73.5-- ORD 


(ج ) أثبت أن المتتابعة (ر5) متناقصة بإطراد ( ارشاد : (1 ك × هله ك0)) . 
(د) نفرض أن ر معرفة بأنها 
)2(2( 2:4۰4۰6۰6۰۰ ۰ 
(2n-1)(2n +1)‏ .3۰5۰5۰7۰۰ 
أثبت أن 7/2 = (,۷) ٣نا‏ ( هذا هو حاصل ضرب والاس ) 
)0 أثبت lim ((n0°2*/(2n)! /n)= 7 ù‏ 


OE‏ هذا هو المشروع يطور صيغة استر لنح(**) المامة » الى تعطى قيمة !م 
(i)‏ بمقارنة المساحة تحت القطع الزائد ×/1 = بر ومساحة شبه المنحرف المرسوم 
داخلها » أثبت أن 


(4#) جون والاس ( 1٦11‏ س 1۷١۴‏ ) كان استاذا للبهندسة فى جاممة اكسفورد لمدة ستين 
هاما ©» كان بشرا لنيوتن . سامد فى وضع العمل الاساسى لتطور التفاضل والتكايل ٠‏ 

ek)‏ جيمس استرلنج ( 17517 ل ۱۷۷١‏ ) كان رياضيا انجليزيا فى مدرسة نيوتن ٠‏ الصيغة 
النسوبة لاسترلنج أثبنت فى الحقيقة قبل ذلك بواسطة ابراهام دى موافر ( 1١١۷‏ س ›)۷١٤‏ 
وکان فرنسيا هيجنوتى أى بروتستانتی استقر فی لندن وكان صديقا لئيوتن ٠‏ 


YAo 


1 2 
rî >46 )1+2(‏ 
ومن هذا » استنتج أن **"(1+1/0)>» 
(ب) أثبت أن 


| log يحل عد‎ =n log م - م‎ + 1 - log (n/e)" +1 
1 


اعتبر الشكل م المکون من مستطيلات قواعدها [1:5[,18-13,7] وارتفاعاتها ۸ 108 ,2 
على الثر تيب » وباشباه منحرفات قواعدها ,۸-1 ,...,3 ,2= ۸ ,[4+ 6 ,4- 1] وبارتفاعات 
مائلة مارة بالنقط ( 6 6,108 ) . أثبت أن المساحة ۴ هى 
Vn‏ عه1 +}log n= 1+log (n!)—‏ (1 - ) و10 + 1+log 2+٠ ٠١‏ 
(ج ) بمقارنة المساحتين فى جزء (ب) » أثبت أن 
MW <1, nEeEN‏ _ 
n: 8‏ 

( د ) أثبت أن المتعابعة () متزايدة بإطراد ( ارشاد : أعجر ٠‏ بالا ) 


( ه) باعتبار ,.؛/”له والاستفادة من نتيجة جزء (ه) من المشروع السابق » أثبت أن 
lim (u) = (2)7‏ 


(و) احصل على صيفة اسثر لنج 
lim (am) =1‏ 


الباب الحادى والثلاثون ‏ خواص ابعد للتكامل : 


سوف نقدم فى هذا الباب بيض خواص آعق لتكامل ريمان - اشتلتجز ( ور یمان ) الى تكون 
غالباً مفيدة . 


أولا سنعتبر إمكانية « أخذ النباية تحت علامة التكامل » ء أى ء قابلية التكامل لهاية متتابعة 
دوال قابلة التكامل . 


ففرض أن ج متناقصة بإطراد فى فترة [ط ,4 ] = ل وأن (,/) متتابعة لدوال الى قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى ج والى تتقارب عند كل نقطة للفترة ل إلى دالة ر . من الواضح طبيعياً أن 
نتوقم أن الدالة البائية تكو ن كر قابلة للتكامل وأن 


)31.1( [ras إسنا-‎ f. dg 


فى 


ا : 
لكن » هذه الحالة ليست بالضرورة قائمة حى لدوال دقيقة جداً . 24 
(/n, n)‏ ل 


1/n 2n 1‏ 0 
( شكل ۴۱ - ١‏ ) شكل تخطيطى لدالة رار . 
مثال : نفرض أن [1 ,0] = ل » × = (+*«)ج الدالة f.‏ معرفة عند 2 < # بأنها 
fn(x) = nx, 0<x =1/n,‏ 
n(x -2/n), 1/n sx > 2/8,‏ = 
2n <x <1‏ ,0= 
من الواضح أنه لكل # تكون الدالة f‏ متصلة فى ل » ومن ثم فهى قابلة للتكامل بالفسبة إلى ع . 
( أنظر شكل ١م‏ - ١‏ ) . أما بطريقة الحساب المباشر أو الرجوع لممى التكامل كساحة » وإذن 
نحصل عل 
dx =1, n=>2‏ 00[ 
وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب المتتابعة )١(‏ عند كل نقطة من الفترة ل إلى صفر » ومن ثم 
الدالة النهائية كر تنعدم تطابقياً » وتكون قايلة للتكامل » وأن 
[fo ax =0‏ 
وإذن معادلة ( ١م‏ - ١‏ ) لاتظل صيحة فى هذه المالة حى ولو كان لكل من الطرفين معى . 
بما أن معادلة ( ١ - ۴١‏ ) ملائمة جداً » فنستفسر عما إذا كانت توجد أية شر وط إضافية 
بسيطة الى سوف تتضملها . نوضح الآن أنه ء إذا كان التقارب منتظماً » فإن هذه الملاقة تظل 
قامة . 
۴١‏ - ۲ نظرية . نفرض أن ع دالة متزايدة بإطراد فى ل ونفرض أن (,/) متتابعة دوال 


TAY 


قابلة للتكامل بالنسبة إلى ۾ فوق ل . نفرض أن المتعابعة (10) تتقارب بانتظام فى ل لباية 
دالية ر . 


حينئذ كر تكون قابلة التكامل بالنسبة إلى ج وأن 
f. ê‏ إسنا د [ras‏ 61.0 


البرهان . نفرض أن 0 < e‏ ونفرض أن × تكون عیٹ أن م>ن|/- ثرا 
الآن نفرض أن ب« تقس الفترة 3 بحيث أنه إذا كانت © و ۶ تكريرين التقسم “Pn‏ 
فإن م > |(ع ,م :5)0 -(چ ,بم ;8)۴ |لأى اختيار للنقط الوسطى . إذا استعملنا نفس 
النقط الوسطى عند اعتبار f‏ و كرء فينتج أن 
g(x}‏ - لسع fll‏ = هاا ب = الع fr, = SCP; f‏ نط)وا 


= lf - fll (م)ع)‎ - g(a)}< e{g(b) - g(a)} 
ما أن تقديراً ماثلا يظل قائماً التقسيم © » فنجد أن التكريرين © و ۶ التقسيم بر ولاصل جمع‎ 
رمان - اشتلتجز المناظرين أن‎ 
SCP; f :©)5-(ع‎ f, gl > |S(P; f, رع‎ S(P; f, إ(ع‎ 
+|S(P; fn, g£)— S(O; fr, g)| 
+|S(Q; fn, g£)— S(O; f, g)| 
= e(1+2{g(b)¬— g(a)}) 

طبقاً لمميار كوشى ( و؟ - ؛ ) » تكون الدالة النهائية كر قابلة التكامل بالنسبة إلى م . لإثبات 
( ۱-۴۱ ) نستخدم مفترض ( ۳۰ - )١‏ : 


| إمه ا[ - 106 ب[‎ - | f= a8 | =I te) - g(a) 


ما أن 0= بام - || ”نا » فينتج النتيجة المطلوبة وهو المطلوب إثباته 

الفرض المعطى فى نظرية ( ۳١‏ - ۲ ) الذى يقول أن التقارب للمتتابعة )f١(‏ يكون منتظما 
هو لد ما صارم وتعيد فائدة هذه النتيجة . الآن سوف نقرر نتيجة حيث لاتقيد التقارب بشدة 
كبيرة » لكنها تتطلب قابلية التكامل لدالة النهائية . سوف لا نبرهن هذه النتيجة هنا » حيث 
البر هان الطبيعى الصحيح يتطلب جولة فى « نظرية القياس » لكن » مكن للقارىء الاستر شاد 
بمقال لوكسميرج المدون فى المراجع ) . 

وم - ۴ نظرية تقارب محدودة . نفرض أن )١(‏ متتابعة لدوال ونفرضص أنهاقابلة لتكامل 
بالنسبة لدالة مز ايدة بإطراد ج فى الفترة [ط ,ه] = ل للفراغ 8 . نفرض أنه يوجد 0 < 8 


TAA 


بحيث أن8 > إ(ع«اجز| لكل 3ع × N,‏ € ^ . إذا كانت الدالة f(x) = lim (f (x)), x € J‏ 
موجودة وقابلة لاتكامل بالنسبة إلى ع فى ل » حينئة 

(31.0 [ras =m f. dg 

النتيجة الآنية لنظرية التقارب الحدود مفيدة فى أكثر الأحيان » وسوف ننص عليها رسيا . 

۴١‏ - 4 نظرية تقارب إطرادية . نفرض أن (./) متتابمة إطرادية لدوال قابلة التكامل 


بالنسبة لدالة متزايدة بإطراد ع فى [8 ,ه] = ل إلى .#2 . إذا كانت الدالة 
xe 7‏ ,((im)fn(xا=(f)x‏ قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج فى ل » فيكون 


31.1 E ]سناد‎ f. dê 


البرهان . نفرض أن (:<) كرك ..۔ک (×) رگ ک(×) ر٣‏ لكل e7‏ × . إذن 8 = |()»/| 
حیٹ راا + را۴ |= 8 » لذلك بكننا استخدام ( "١‏ - ۴ ) . 
وهو المطلوب إثباته 
منبع القوة الرئيسى لنظرية ليبج ( و ليبيج - اشتلتجز ) التكامل هى أنها تعطى تكبير الفصل 
للدوال القابلة التكامل بحيث أن معادلة ( ١ - ١‏ ) تظل صحيحة تت فروض أضعف من تلك 
المعطاة فى النظريات السابقة . أنظر مرجع المؤلف ٠‏ أساسيات التكامل » المدون فى المراجع . 


صيغة تكامل للباقى : 


يتذكر القارىء نظرية تايلور ( ۲۸ - ١‏ ) » الى تمكن الشخص من حساب القيمة (8) ر 
بدلالة القم ‏ (ه) f“‏ ,...,(هم ,(ه)م › وحد باق سيتضمن المشتقة النونية f"‏ 
محسوبة عند نقطة بين © و 8 . لتطبيقات كثيرة يكون من المناسب أكثر أن تكون قادرين 
للتعبير عن الد الباق كتكامل يتضمن "| 

١م‏ - ه نظرية تايلور . نفرض أن رومشتقاتها */ , ... ,"؟ ,'؟ تكون متصلة فى الفترة 
[5.ه] إل 8# . إذن 


R,‏ بحرو 0-a) +. ..+ E a‏ ® + زمار - زمار 


حيث يعلى الباق بالتكامل 
(b—0"7f™() dt‏ ا پچ R=‏ (31.2) 
البرهان . كامل ير بالتجزیء لتمصول على 
A‏ 


R= {e-0 |" سمج‎ f وتم تر م‎ a} 


8 0-1 
f °0 e‏ سلس بترن ن 0 - 


بالاستمرار فى التكامل بالتجزىء بهذه الطريقة » نحصل على الصيغة المنصوص عليها 
وهو المطلوب إثباته 


بدلا من الصيغة (1١#-؟)‏ يكون من المناسب غالباً إجراء تغير للمتغير 8ى+» (و1)=: 
عند ى فى [1 ,0] » والحصول على الصيغة . 
ان اس ) ے 


(31.3) [وزه > ط) جه ] :“زو 1) رأ ا د م‎ ds 


هذه الصورة الباق يمكن امتدادها لتشمل الالة الى عندها يكون للدالة ر نطاق فى 229 
ومدى ق ٩°‏ . 
تكاملات تتوقف على بارامتر ( كمية متغيرة القيمة ) : 


من السهم غالباً اعتبار التكاملات الى تعتمد فيها الدوال المراد تكاملها على بارامتر . يرغب 
الشخص فى هذه الحالات أن يحصل على الشروط الم كدة للاتصال والقابلية للتفاضل و القابلية 
للتكامل للدالة النائجة . النتيجتان الآتيتان هامتان فى هذا الشأن . 

نفرض أن 2 مستطيل فى ۸ × ۸ وعرف بأنه 

D={(xD:iasxsb,cst sd} 

ونفرض أن ر متصلة فى 2 إلى ۴ . إذن من السبل ملاحظة ( تمرین ۲۲ -د) أنه » لكل مقدار 
ثابت + ف [ 4 و ] » تكون الدالة الى ترسل × إلى (1 ,×) ر متصلة على [0 ,4] و لذلك تكون 
قابلة لتكامل رمان نعرف أن / عند ٤‏ فى [4 ,©] بالقانون 


)31.4( دوم‎ f fe, 0 dx 
. نيرهن أولا أن / تكون ماصلة‎ 


۹ - 5 نظرية , إذا كانت كر متصلة فى 2 إلى 2 وإذا كانت / معرفة بِأمْها (9م - 4) 
فإن ‏ تكون متصلة فى [4 ,ء] إلى 1# . 


البرهان . تتضمن نظرية الاتصال المنتظم ( ۲۴ - ٣‏ ) على أنه إذا كانت 0 < عء فإنه 
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توجد 0 < ( 5)8 بحيث أنه إذا كانت م٤‏ و / تنتميان إلى [4 ,6] وأن (8)8 |t—to|<‏ 
ع < to)|‏ ,)2-2 ,3)/| 
لجميع × فى [5 ,4] . ينتج من مفترض ( ۴۰ -ه ) أن 
b‏ 
عه f: =f t0}‏ | - لاط وكا 
[fe f)— f(x, to)| dx = e(b ¬ a)‏ = 
الى تثبت اتصال ۴ 1 وهو المطلوب إثباته 
سنستفيد فى النتيجتين السابقعين من مفهوم المشتقة الجزئية لدالة لمتغيرين حقيقيين . هذه 
الفكرة » المألوفة للقارىء من التفاضل و التكامل > نوف تناقش يعمق فى الفصل السابع . 
١‏ - ۷ نظرية . إذا كانت ومشتقها الجزئية بكر متصلتين فى 2 إلى ۸ فإن للدالة ۶۴ 
المعرفة يأنها ( ١م‏ - ؛ ) مشتقة فى [4 ,6] وآن 
ax‏ 0 نا | - )"م (315) 
البو مان . من الاتصال المنتظم المشتقة ,ار فى 2 نستنتج أنه إذا كانت 0< ع » فإنه توجد 
0 < ( 8)8 بحيث أنه إذا كانت (ع 8 ) > | م٤ |١‏ » فإن 
ع < to)|‏ )م - )£ |fr(x,‏ 
لجميع × فى [8 ,©] . إذا فرضنا أن £ وم٤‏ تحققان هذا الشرط ونستخدم نظرية القيامة المتوسطة 
٩ - ۲۷ (‏ ) لنحصل على ٤,‏ ( الى ر مما تتوقف على × وتقع بين # » ٤0‏ ) بحيث أن 
(ط ؤ)ء](ما f(x, £) > f(x, to) = (t~‏ 
بضم هاتين العلاقتين » نستنتج أنه إذا كانت ( )8 > | وغ - غ | > 0 » فإن 


f(x, ©) = fxs to) _ f(x to) 


tt 


لجميع × ف [8 ,4] . باستخدام ( ٠م‏ - ه ) » نحصل على التقدير 


حك 


(x, f 0 - £, 1) ax‏ أ 5 (fo, a‏ انظ وام 
e(b— a)‏ = 
الذى يثبت معادلة ( ٠ - ۳١‏ ) وهو المطلوب إثباته 


۹1 


يدخل أحياناً البارامتر + فى نبايات التكامل كا فى الدالة المراد تكاملها . تعر النتيجة 
الآثية هذه الإمكانية . سوف نستفيد فى برهانها من حالة خاصة جداً لقاعدة السلسلة ( الى سوف 
تدرس ف الفصل السابع ) والى سوف تكون مألوفة للقارىء . 

9 -م صيغة ليبئز . نفرض أن ,كرو ر متصلتان فى 7 إلى ٩‏ وأن قو دالتان قابلتان 
التفاضل عند الفترة [© ,6] وطما قم فى [5 ,] . إذا كانت © معرفة فى [4 ,6] بأنها 


يمنا 
f(x, 2 dx‏ 8 = )ب 31.9( 


فإ © ها مشعقة لكل ۲ فى الفترة [4 ,6] التى تعلى بالقانون 
DEO=fECD, Dat(D+ f f 0 ds‏ ,89 )1 - 0" 31.77) 


0 


البرهان . نفرض أن 27 معرفة عند (4 ,۷ ,ا) بأنها 
Hu o, 0= f f, 0 dx‏ 


إذا كانت ا و » تنتميان إلى [ط ,ه] » وكانت ٤‏ تنتمى إلى [4 ,6] الدالة م المعرفة 
فى ( 5-01 ) هى المحصلة المغطاة فى الصورة (/ .(4)» ,(11)8)1 = (4)© . بتطبيق قاعدة 
السلسلة نجد أن 
¢'(t) = 8,)8)0(, a(t), 08') 0 + H.(8(t), a(t), t£)a’(t) + 15,)8)0(, a(t), t)‏ 
وحسب نظرية التفاضل ( ۴١‏ - ۷ ) يكون 
f(u, 4(, ‘Ho(u, u, (= - 2), t)‏ - ( ,0 رنا)يط 
ومن النظرية السابقة » نجد أن 
Hr(u, vu, = [fe f) dx‏ 
إذا استخدمنا التعويض (8)1 = » و (0)4 = لا فنحصل على القانون ( ۳١‏ - ۷) 
وهو المطلوب إثبساته 

إذا كانت ر متصلة فى 2 إلى ۸ وكانت ۶ معرفة بالقانون ( 9 - 4) » فقد 
برهنا فى نظرية 1م« - ٦‏ أن ۴ متصلة ومن ثم تكون قابلة لتكامل ر مان فى الفثرة [4 ,6] . 
نوضح الآن أن هذا الغرض للاتصال يكون كافيا لتأكيد آنه يمكننا إبدال تركيب التكامل . 
هذا يمكن التعبير بلغة القوانين كا يلل 


(31.8) IEE 0 dx} d= NEES ar} dx 


۴۱ - 4 نظرية تبادل . إذ! كانت گر متصلة فى 2 وغاقي فى ٩‏ » القانون ( 1-م ) 


البرهان . نظرية  - +١‏ ونظرية القابلية التكامل .م - ۲ تدللان على أن كلا من 
التكاملين المكررين الظاهرين ( ۳۱ - ۸ ) موجود » يبى فقط إثبات تساوهما . حيث أن 
ر متصلة بانتظام فى 2 ء وإذا كانت 0 < ع فإنه يوجد 0 < (8)8 » بحيث أنه إذا كانت 
(8)8 > ]× ×| (ع)ة > | سم ][ فإنع > |( , *#)ثر —(,×) /|. نفرض 
أننا اختر نا # كبيرة جدا حيث أن (ع)8 > «/(» - () » (8)8 > ۸إ( 4) ونقم 
D‏ إلى ” مستطيلات متساوية بتقسيم كل من [5 ,4] » [4 ,6] إلى 8# من الأجزاء المتساوية . 
عند . . . ,1 ,0 = تر نفر ضر. 

x = a +(b - /ز(ه‎ 4 =c+(d-—c)j/n 


يمكننا كتابة التكامل الموجود على يسار #١(‏ - م) على صورة حاصل جمع 


2 2 8 {f f(x 0 3 dt 
بتطبيسق النظرية الأولى القيمة المتوسطة .م - 5 مرتين » نستنتج أنه يوجد عدد × فى‎ 
وعدد )ا فى [غ -#] نحيث أن‎ [x;-ı, x] 
f {fe ax] a= fert, Oo, =x = 
ومن ثم يكون لدينا‎ 
dr Pb 50 
ا‎ 0 f(x, 0 a} di= 3 02 f(x, 00 = x(k - kk) 


و باستخدام نفس طريقة الاستدلال التكامل الموجود فى الطرف الأمن من ( ۴١‏ - ۸(“ 

ينتج الوجود للأعداد × فى [ر× وx]‏ 46 فى [fk-ı k]‏ بحيث أن 
ad n n‏ 8 
È Û ret. Dos =s- = «0‏ سمه {fees aj‏ 

ما أن كلا من × و × تنتمی إلى [ر× ر-ب×] وآن )ا م٤‏ تنتمى إلى [ا و-4] 
فنستنتج أنه من الاتصال المنتظم للدالة ر أن حاصلى الجمع المزدوجين ومن ثم مختلف التكاملان 
المكرران على الأكثر بالمقدار (ه 4)(ه )ع . ما أن 0 < ع وهى اختيارية » 
فإن تساوى هذين السكاملين يكون مؤكدا إثباته . 

وهو المطلوب إثباته 


۹۲ 


نظرية التمثيل اريزز*» : 

سنختتم هذا الباب بنظرية عميقة الى » مع أنبا سوف لا تستخدم فیا يل » تلعب دورا هاما 
فى تخليل دالى . 

سيكون من المناسب أولا جمع بعض نتائج أتبعناها من قبل أو تكون نتائج مباشرة لما قد 
أثبتناء . 

نفرض أن [6,5] = ل خلية مغلقة فى ۴ » ونفرض أن (0)7 تدل على فراغ متجه 
لكل دوال متصلة فى / إلى 8 » ونفرض أن إإ؟ا| هو العمود على (7)© المعرف بأنه 

fll = sup ع : )م‎ € J} 
دالية خطية فى (7)© هى دالة خطية ۴ ج (3)© : © معرفة فى فراغ متجه (7/)© ؛ و إذن‎ 
G(afı + Bf2) = aG(fı) + 86 (f2) 

لمي 8 به فى 8 و أن راز ,رر فى (7)© . يقال لدالية خطية © فى (7)© أنها موجبة إذا كان 


لكل (3)© ©/ حيث 7ع« ,0 <(×)؟ » يكون 
للحاداك 


يقال لدالية خطية © فى (7)© أنها محدودة إذا كانت توجد 0 < 24 محيث أنه 
|G(f| = M fll‏ 
fe C(I) gak‏ 


وم - ٠١‏ . مفترض إذا كانت ج دالة متزايدة باطراد فى ل وإذا كانت € معرفة 
عند © فى (7)© بأنها 


)31.9( -مه‎ | fdg 
. ©)7( فإن © دالية خطية موجبة محدودة فى‎ 


البرهان , ينتج من نظرية ۲۹ - ه (أ) ونظرية .م م أن © دالة خطية فى 
(7)© ومن مفترض .م - ه أن © محدودة بالمقدار (ه)ع (ط)ع = 34 . إذا كانت 
كر تنتمى إلى (7)© وكانت 0 < (×) f‏ عند ع × » فإنه بأخذ 0 = + فى قانون ( 4-8٠‏ ) 
نستتج أن 0 < (/ر) © . وهوالمطلوب إثياته 


() يمكن حذف بقية هذا الباب عند القراءة الأولى ٠‏ 
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سنوضح الآن المكس أى أن » كل دالية خطية موجبة محدودة فى (7)© تكون مولدة 
بتكامل رمان - اشتلتجز بالنسبة إلى دالة ما متزايدة باطراد يم هذه هى صورة من « نظرية 
تمشيل ريزز » المشهورة . الى هى إحدى أحجار الزاوية لموضوع ( تحليل دالى ) وها حالات عامة 
وتطبقات كثيرة بعيدة الآثر . وقد برهنت النظرية بواسطة الرياضى الجرى العظم فريدرك 
ريرز© , 
١١ - ١‏ نظرية ثيل ريزز . إذا كانت © دالية خطية موجبة محدودة فى (20)0 
فإنه توجد دالة متزايدة باطراد يم فى ل فى بحيث أن 


)31.9( o0= fs dg 
. ٥)7( لکل فی‎ 


البرهان . سوف نعرف أولا دالة تزايدية اطرادية ج وبعد ذلك توضح أن ( ۴۱ - 4) 
تظل صحيحة . 


يوجد مقدار ثابت 24 بحيث أنه إذا كانت (##)ور ك (×)ر >0 لكل × فى ل فإن 
G)f( = Gf) = M fl‏ > 0 . إذاكانت £ أى عدد حقيق بحيث أن 8 > 1> هم » 
وإذا كانت ۸ عدداً طبيعيا كبير أكيراً كافياً » فنفرض أن »,ب هی الدالة ( أنظر شكل 1+ ) 
فى (07© المعرفة بأنها ٠‏ 


> 1 ده 1 > (ع«اميب 
1/7 +) ع =1-n(x-—0), t<x‏ (31.10( 
t+1/n<x sb‏ ,0= 


من الواضح ساہقاً أنه إذا كانت وم ك ٭ » فإنه لكل ٤‏ حيث 5 > ٤‏ > 4 يكون 
qan (x) = 1‏ = (<اميب = 0 
أى أن المتتابعة (¥ € 6)4..(:7) متتابعة أعداد حقيقية ومتناقصة محدودة حيث تتقارب 


لعدد حقيى . نعرف (4)ج بأن تكون مساوية هذه اللهاية . إذا كانت 5 > 5 > > هم » 
neN‏ فإن 


0 = n(x) = (<اءءب‎ = 1 


ومن ثم ينتج أن ()8 ك (٤)ع‏ . نعرف 0= (4)ع وإذا كانت .روب تدل على الدالة 


(#) فريدرك ريزز )11202-188٠(‏ كان رياضيا مجريا لامعا » كان أحد المؤسسين للتوبولوجى 
والتحليل الدالى . هو أيضا عمل مساهمات حسنة فى الجهد والارجوديك ونظرية التكامل . 
1 
1o‏ 


| 
| 
1 
ا 
ا 
ا 
ا 


a 4t t+1/n E 


(شكل وم-ى) رمم تخطيطى للدالة Qun‏ 


7 ,x(=1).م‏ © فنضع (رري)0 = (8)6 . إذا كانت 8 > ٤‏ > © وكانت 
۸ كبيرة كبرا كافيا فإنه لكل × فى ل يكون 
Çın(X) = Qa. (x) = 1‏ = 0 
ی أن (ط)ع = (ميم)© > (..ب)6 > 0= (م)ع . هذا يوضح أن (ط)ع ك (٤)ع‏ ک (8)4 
ويكل تركيب الدالة المأزايدة باطراد بم . 
إذا كانت ع متصلة فى ل وكانت 0 < 8 » فيوجد 0 < ( 8)8 » محيث أنه إذا كانت 
(8)8 > | ”×| وأن عرب » فإن ع >|(ر)يمر- (*)ير | ما أن ثر قابلة 
للتكامل بالنسبة إلى ج » فيو جد تقسيم ,م الفترة ل محيث أنه إذا كانت © تكر يرا للتقسم ,۲ » 
فإنه لأ حاصل جمع ر يمان اشتلتجز » يكون 
0 
fae-s(:f e |<e‏ ] | 
الآن نفرض أن (م , ... ,ب ,ها) = ۴ تقسم الفترة ل لنقط ميز ة تكون تكريرا للتقسيم رط 
حيث أن (8)8 4> را - 4) مناه ونفرض أن # عددا طبيعياً كبير | لدرنجة أن 
ل -] 2/n < inf‏ 
حينئذ تكون الفتر ات المتعاقبة 
[fo t+ 1/n],..., [f= tk +1/R],..., [tu fn]‏ 31.11( 
< فقط م أى نقط مشتركة » ( أنظر شكل ٣-۴١‏ ) . لكل ,... ,1 = £ تتقارب المتتابعة 
المتناقصة ((..ب)6) إل (ي٤)ع‏ ومن ثم نفترض أن + كبير ة لدرجة أن 


(لار|| (e/m‏ + (ذ)ع = (ميم)© = )8(4 (31.12) 


7 


۹¥ 


(شکل ١م-‏ 4) رسا الدالتسان * و ار 


ta+1/n 


22+ 


t+1/n 


واحدة » فيجب أ 


إما لفثرة أو لفتر 


تین فى (١م‏ - )١١‏ . إذا كانت × تنتمى 
أن تحصل على )٤(‏ رات (×)* ر > وم > × کو أو نحصسل على 


إلى فترة 


عنصر * فى ل ينيع 


f(Denn(x)+ بق‎ f(DfPun (x) - Pan (x)} 


f(x) 


(31.13( 


الآن نعتبر الدالة * كر معرفة فى ل يأنها 


( شکل ١0-م)‏ رمسم تخطيطى للدالة 


عي وى 


Pu 


ا = × > (1/۸) + kı‏ لبعض 7۸ ,. . . ,1,2 = K‏ ويكون فى هذه الحالة ‏ (6)] = («)*/ 
(انظر شكل ١م‏ - 4) . وإذن 
|f()—f*(x)|< e‏ : 
إذا كان المنصر × تنتمى إلى فتر تین فى ( ٠ )۱١ ۴۳٢‏ فإن 1/۸+ 2 > × > بج لہعض 
80-1 ,... ,1 حال ونستلتج أن . 
Pun (x)}‏ -1](سمة)] + (ت)مييب 0 )] = ()* ] 
إذا أشرنا لتعريف الدالة ب فى ( وم - ١١)ء‏ فنجد أن 
fe)‏ - ع:)# (رسية)] + (( - f(x) = ])()1- n(x‏ 
بماأن (8)6>إدة-ع| و (8)8>|»-×| فنستنتج آن 
f(x) - f(te+)| n(x — (‏ | + )) - )م =1( [F(x)= f(&)|‏ = 7*0 - («)ر| 
ع = <e{1— n(x = f) + n(x — t«.)}‏ 
نتيجة لذلك » نحصل على التقدير . 
ع = F=f = sup {f()—f*(x)|:x € J}‏ 
ما أن © دالية خطية حدودة فى (7)© فينتج أن 
|G(- 00*(| = Me‏ (31.14) 
حسب الملاقة ( وم - ۱١‏ ) نجد أن . 
Ilfllr‏ «تشع > الماع - )4( {g8‏ - (لمديب) © - لميم)ة )| 
عند 7# ,... 2 ,2 د # . باستخدام © للدالة * ر المعرفة بالدالة ( وم - م8١)‏ ونتذكر 
أن 0 = (0)ع ٠»‏ نحصل عل 


> | للسمع - (هاوانم Ê‏ ديه | 


لكن الد الثانى من الطرف الأيسر هو حاصل جمع ريمان - اشتلتجز (ع f,‏ :)5 للدالة f‏ 
بالنسبة إلى ج بالتناظر للتقسيم 2 الذى هو تكرير ااتقسيم .۶ وإذن نحصل على 


1 ظ‎ [reese |+Isee: f زات -رع‎ > 28 


ذه -ههر] | 


أخيرا » باستخدام علاقة ( وم - )١4‏ » نجد أن 
+<[ هاه -هة ل ]| | (31.15) 


۸ 


عا نأ 0 < 8 اختيارية والطرف الأيسر من ( ٠١ - #١‏ ) لا يتوقف عليها فنستنتج أن 


0 
c= | fas‏ 
وهو الطلوب إثباته 
من الهم » لبعض أغراض »> معرفة أن هناك تناظرا أحاديا بين داليات خطية موجبة 
محدودة فى (7)© ودوال متزايدة باطراد عمودية معينة . و مكن التأكد من أن تركيبنا لتوضح 
أنه ينتج دالة متزايدة ۾ بحيث أن 0 = (»)ع وأن م متصلة من المين عند كل نقطة داخلية 
للفتر ة ل ,هذه الحواص الإضافية » يوحد تناظر أ حادى بين داليات موجبة ودوال متزايدة . 


تمرينسات : 
١م‏ -(أ) إذا كانت 0 < 6 » وضح مباشرة أن 
lim | e dx =0‏ 
أى النتائح هذا الباب تستخدم ؟ 


۴١‏ - (ب) إذا كانت 2> >0 وضح آن کار 
dx =0‏ "ته | im‏ 3 
ماذا يحدث إذا كانت 0 = ؟ ر 


1-)ج( ناقش lim fo nx(1 ~ x)" dx‏ 
دم -(د) إذا كانت 0< » وضح أن 
ax, =0‏ قل | im‏ 
ماذا يحدث إذا كانت 0= ي ؟. 


١«-(ه)‏ بفرض أن “(عم+1)حهم-(*)يم عند ×٤]0,1[‏ » ويفرض أن 
0 = (*«)يمر عند 0 = × وأن 1 = (×) کر عند [0,1)>* أثبت (7 جح (1.)0 لمي 
[0,1]× وان 


f reo ax > f foe) dx 


۱ - (و) بفرض أن مه =(×).1 عند ×٤]0,1[‏ وبفرض آن 0 = (×)۸ 
أثيت أن 


۹۹ 


f h(x) dx =‏ ستاععة k(x)‏ ]-0 
-١‏ (ز ) نفرض أن (برع) متتابعة لدوال متزايدة فى [8 ,] والى تتقارب بانتظام إلى 
دالة ع فى [5 ,ه] . إذا كانت دالة متز ايدة كر قابلة للتكامل بالنسبة إلى ,ريم لكل ۸٤۸‏ أثبت 
أن ر تكون قابلة للتكامل بالنسبة إلى ج وأن 


| fae = lim f dg. 
(ح) أعط مثالا لتوضح أن الاستنتاج فى المثال السابق ر ما يفشل إذا كان التقارب‎ - ٣١ 
J t“(log ¢)” dt = 2/(a +1)" (ط) إذا كانت 0 < ب وضح أن‎ - م١‎ 


]4, 5[ × ]6, 4[ متصلة فإن عند (4 ,×) فى‎ f (ى) بفرض أنثر و مشتقتها الحزئية‎ - "١ 
إلى‎ ٩ - م١ استخدم نظرية التبديل‎ 


معد فى []] 


وفاضل للحصول على برهان آخر لنظرية ١م‏ - ۷ . 

١‏ - (ك) استخدم النظرية الأساسية ٠١‏ - م لتوضيح أنه إذا كانت متتابعة (,/) لدوال 
تتقارب فى ل لدالة ر وإذا كانت المشتقات (,م/) متصلة وتتقارب بانتظام فى ل لدالة بم 
فإن ”ر موجودة وتساوى ع ( هله النتيجة تكون أقل عموما من نظرية ۲۸ = ه » 
لكن من السبل إثبانها ) . 

"١‏ +([) نفرض أن (...,...,مىم4 هى سرد لأعداد قياسية فى 1 . نفرضص 
أن رر معرفة بأن تكون مساوية للواحد الصحيح إذا كانت (.,... ,)6× ومساوية 
صفرا خلاف ذلك . حينئذ ,ركز قابلة لتكامل رمان فى ع والمتتابعة (2/) تتقارب باطراد لدالة 
ديرشلت غير المتصلة الى تكون مساوية واحدا صتيحاً فى @ 10 ومساوية صفرا فى © 11 ». 
ومن ثم الهاية الاطرادية لمتتابعة دوال قابلة لتكامل رمإن لا تحتاج لكونها قابلة لتكامل 
رمان . 

۳١‏ -(م) بفرض أن ج دالة ثابتة متزايدة باطراد فى [ط ,ه] = ل . إذا كانت گر 
أى دالة قابلة الشكامل بالنسبة إلى بم فى ل » فإننا نعرف .|| ر || بأنها 


هه [fl‏ - ءانا 
وضح أن « الخواص للعمود » الآتية تكون صميحة . 
f‏ 


(Î)‏ 0< ناما 

(ب) إذا كانت 0 = (×) ثر لحميع 7× ء فإن 0= اگا| ؟ 

(ج) إذا كانت ce‏ » فإن [cl fll,‏ لاك 

)3( لمارا = Mlk fz‏ * 
لكن » من الممكن أن يكون 0 = || ر بدون کون 0 = (×) ر لحميم ×٤3‏ (هل 
هذا ممکن أن يحدث عند × = («)ع ؟) . 

۴١‏ -(ن) إذا كانت ع متزايدة باطراد فى ل › وإذا كانت ۸6۸ و گر“ 
دالتين قابلتين للتكامل بالنسبة إلى ع » فإننا نقول أن المتتابعة (0/) تتقارب فى المتوسط 
( بالنسبة إلى ج ) فى حالة كون 


0 جرم f~‏ 
( الدلالة هنا ھی كا فى الثّرين السابق ) . أثبث أنه إذا كانت (.) تتقارب ف المتوسط 
إلى م » فإن 
ESE‏ 


أثبت أنه إذا كانت (,/) منتابعة لدوال قابلة للتكامل وتتقارب بانتظام فى ل إلى ىء 

فإنها تتقارب أيضاً فى المتؤسط إلى ر . فى الحقيقة يكون 
g(a} lf. = fly‏ - (م)ع! = lf - fll‏ 

لکن ٠‏ إذا كانت ب تدل على الدالة فى مثال ١-۴۳١‏ » وإذا كانت .(1/۸) = :8 
فإن المتتابعة (.8) تتقارب فى المتوسط [ بالنسبة إلى × = (×)ع ] إلى الدالة صفر » لكن 
العقارب ليس منتظما فى 1 . 

۴۱ -(س) بفرض أن × = (×)ع فى [2 ,0] = ل وبفرض أن (1) متتابعة لفترات 
مغلقة فى ل بحيث أن (1) طول ,1 هو 1/۸ > (لذ) 0-:..01لط > (كلة) كل 
نقطة × ى ل تنتمى إلى كثير لانهال من .1 . نفرض ير معرفة بأنها 

fh(x)=1, xel, 
=0, xl 

أثبت أن المتتابعة (.) تتقارب ف المعوسط [ بالنسبة إلى × = (×)ع] إلى دالة الصفر 
فى اء لكن المتتابعة (,) لا تتقارب بانتظام . فى الحقيقة » لا تتقارب المتتابعة (,/) عند 
أى نقطة . 

١م‏ -(ع) بفرض أن م متزايدة باطراد فى [8 ,4] = / إذا كانت 8 و ثر قابلتين 


۰1 


للتكامل بالنسبة إلى ع فى J‏ إلى 2 تعر ف حاصل الضرب الداخلى (۸ وك )للدالتين ۸ , كر . بالقانون. 
fek dg)‏ | =( 
أثبت أن كل المواص لتعريف ۸ - + تكون متحققة ماعدا (13) . إذا كانت 8 = ار 
هى دالة الصفر فى ل » فإن 0 = ( ررر ) » لكن » رما يحدث أن 0 = (كرركر) لدالة كر 
لا تتلاٹی فى أى مكان نی ل . 
١‏ - (ف) عرف lla‏ “زا بأنها . 
{f reo ase}‏ حاما 


محيث أن 2 ۴ ٠=)‏ ااا . أثبت متباينة اشفار تز 
Kf | = fll lhl‏ 

( نظرية ۸ - ۷ ٠‏ نظرية م - ۸) : وضح أن الحواص الممودية م - ه تظل 
قائمة » ماعدا أن 0 = || || لا تدل على أن 0 = (×) f‏ لكل × فى ل . أثبت أن 
g(a)}"* IIflle‏ - رم)ع) = رارزا 

١‏ -(ص) بفرض أن "١١‏ وأن م و ثر قابلتان العكامل فى ل بالنسبة إلى دالة 
متزايدة ج فنقول أن المتتابعة (,/) تقتر ب فى متوسط تربيع ( بالنسية إلى ع فى ل ) إلى ر إذا 
كانت 0 اگ f.‏ 

)١(‏ وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقاربية بانتظام فى 4 ء فالها أيضا تقر ب فى متوسط 
قربيع إلى نفس الدالة . 

(ب) وضح أنه إذا كانت المتتابعة تقترب فى متوسط تربيع فإنها تقترب ف المتوسط إلى 
نفس الدالة . 

(ج ) وضح أن تمرين ١م‏ - س يبرهن أن التقارب فى متوسط تربيع لا يدل على تقارب 
عند أى نقطة للفترة ل . 7 

(د) إذا أخذنا » فى تمرين وم - س » .1 طوها 1/2 وإذا وضعنا .۸ط » 
فإن المتتابعة (80) تتقارب ف المتوسط » لكن لا تتقارب فى متوسط تربيع » إلى دالة الصفر . 

وم - (ق) أثبت أنه » إذا كانت المشعقة النونية f"‏ متصلة فى [6 ,4] ء فإن صورة 
التكامل لنظرية تايلور 7١‏ - ه والنظرية الأولى القيمة المتوسطة ٠١‏ - 4 يمكن استخداءها 
ل#صول على صورة لاجر انج للباق الممطاة فى ۲۸ = ١‏ . 

و" -(ر) إذا كانت [4 , 6] د رل .[8 ,6] = ول وإذا كانت كر متصلة فى 32ر3 


1.۲ 


إلى ۳ وكانت ع قابلة لتكامل ر يمان فى رل » فإن الدالة ۴ » المعرفة فى وى بأنها 
عه F(D= f0, De(x)‏ 


متصلة فى وك . 


۴١‏ - (ش) بفرض أن م دالة متزايدة فى [ط ,ه] = رل إلى ٭ ونفرض أنه لكل م 
ثابتة فى [4 ,6] = ول » يكون التكامل 


F(D= (fex. 9 ds 


موجود . إذا كانت المشتقة الحزئية f.‏ متصلةفى رل × رل » فإن المشتقة “م موجودة 
فى رل ومعطاة کا يى . 


F(O= ff, dst) 


۴١‏ -(ت) بفرض أن [6 ,4] = رل و [4 ,6] = ول. وبفرض أن القيمة الحقيقية 
لدالة م تكون اطرادية فى , ل وأن # اطرادية فى رل » و أن ر متصلة فى رل × إل . عرف 
© فى وى + #6 على ول بالتعريفين 


G()= ا‎ f(x, dg(x),  H(x)= [tes £) dh(t) 


ثبت أن © قابلة للتكامل بالنسبة إلى ۸ فى وف » وأن ٨‏ قابلة للتكامل بالنسبة إلى م 
فى ل وأن 


|| G(t) dh() = fe dg(x) 
. مكنا لتأكيد هذه المعادلة الأخيرة فى الصورة‎ 
[ {fes o asco} ance = |) | فهر‎ anc} asc) 
-(ث) بفرض أن رلو ول ,گ كاف تمرين وم ات. إذا كانت ب فى‎ ۳١ 
(أى أن ء ب دالة متصلة فى ل إل ۴ ) بفرض أن (ب)7 دالة معرفة فى. ل‎ ٥)70 
بالقانون‎ 
TeX = | fC, 06) dx 


أثبت أن ۲ هى تحويل خطى فى ( ٥)7‏ إلى (د ٥)7‏ مى أنه إذا كانت لي ,ب » تنتميان 
إلى (70)© »ء فإن 


نكن 


(!) (7)0 تنتی إلى (00© . 

(ب) T(Y)‏ + (م)1 - رل+ T(e‏ 

(ج) ce7)9(‏ = (ب)7 عند جرع . 

إذا كانت 33 »,3 0€ ,):0 ,1/)5) مناه - 234 . فإن 7 محدودة می أنه 

)د( [Toll = M loll,‏ عند (,0)3ء ب 1 

۴١‏ -(خ) بالاستمرار فى دلالة القّرين السابق » وضح أنه إذا كانت 0 < ۴ » فإن 
"23 ترسل المجموعة 

8, ع م)-‎ C():llell, = r} 

إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (رل)٥‏ ( أنظر تعريف ۲۸ - )١‏ لذلك » 
إذا كانت (.ب) أى متتابعة لدوال فى ,8 » فإنه توجد «تتابعة جزئية (.ب) بحيث أن 
المتتابعة ((.,©10) تتقارب بانتظام فى يل . 

١م‏ -(ذ) بفرض أن ل و دل معرفان كا سبق وبفرض ان / متصلة فى ر×۴ 
إلى # . إذا كانت ب فى (:7)© > ونفرض أن (ج)5 هى الدالة المعرفة فى ول بالقانون 

عه fKe(), D‏ ]| -0)(م)5 

وضح أن (3)0 تنتمى إلى (:7)© » لكن »> ف الحالة العامة » 5 ليست تحويلا خطيا 
بمعنى مرين ١م‏ - ث . وبالرغم من ذلك ثبت أن ؟ ترسل المجموعة ,8 فى تمرين ۴١‏ - اخ 
إلى فئة متساوية الاتصال بانتظام لدوال فى (ر )€ . أيضاً ء إذا كانت (.©) أى متتابعة فى 
,8 » فستوجد متتابعة جزئية حيث أن ((.,م)5) تتقارب بانتظام فى ول (هذه النتيجة هامة فى 
نظرية المعادلة العكاملية غير الخطية ) . : 

“٣١‏ (ض) وضح أنه إذا عرفنا © و © و Go‏ عند كر ى C)(‏ بأنها 

for) dx,‏ |2- هات ,160 - قاءت 
=¥{f(0)+ f(D}‏ )يه 

فإن ر و €1 و م6 داليات خطية موجبة محدودة فى ٣)‏ . اعط دوال معزايدة باطراد 
دع و ع وم تمثل هذه الداليات اللطية كتكاملات ريمان اشتلتجز . وضح أن الاختبار 


الدوال بع ليس محددا وحيداً ما لم يكن 0(=0) ع وأن بع متصلة من المين عند كل 
نقطة داخلية من 1 7 


مشروعات : 
۴١‏ (2) هذا المشروع يثبت الوجود لل وحيد لمادلة تفاضلية من الرئبة الأول 
تحت وجود شرط لبشتز . نفرض أن 0>۸ مفتوجة ونفرض أن © جب ©:/ متصلة 


وتحقق شرط لبشتر : || ۸ ك |( ر ,×) گے (يز ,×) | یع نقط ('ر ,٭) ,(ر ,٭) 
فى © . نفرص 1 خلية مغلقة 


1), y):|x—a| = a, |y -b| > 8} 


محتوية فى ۵© ونفرض أن 8 ك »84 ۰ حيث 24 ك | (نز ,×) | عند 1ع (0,7) 


(1) إذا كانت [»+ه,ه- ]1 فإننا نرف 8 = (*)مج عند x3‏ وإذا 
كانت nN‏ ء فتمرف 


(x)= b+ [re (0)) dı 


عند × . أثبت بالاستنتاج أن المتتابعة (.ب) معرفة جيدا فى ل وأن 


len(x)~b| > 8 () 

زه "اه = كل د ا -مب - )مها 
لكل [€× . 

(ب) أثبت أن كلا من الدوال .ب معصلة فى لل وأن المتتابعة (,ب) تتقارب بانتظام 
فى ل إل دالة م . 


(ج ) استنتج أن الدالة م متصلة فى ل ء وتحقق 8 = (») © » وأن 
له ((0)م b+ f(t,‏ = رام 
لمميع برج × . استنتج أن م قابلة التفاضل فى ل و تحقق 
for xe J 1‏ ((*«)ب (x) = f(x,‏ 
( د): إذا كانت ل متصلة فى ل و تحقق 
Y(x))‏ )رع )ال بطع رمال 
عند كل ×٤7‏ أثبت أن 
xes‏ عمط له [fe WD)‏ جه ان 
(ه) إذا كانت ب كا فى (ج ) وكانت و كا فى ( د ) » آثبت بالاستنتاج أن 


f.0 


نه اوس leew) = K | f le(D=‏ 
"ا رال ما کے 
ومن م !۸" رال - ما = رال - با » ومن ذلك ينتج أن (×) ل = (×) 
لكل ×٤]‏ 
الباب الثانى والثلاثون ‏ تكاملات غير معينة ولا نهائية : 
كان يوجد ف الأبواب الثلاثة السابقة فرضان دامان : كنا نتطلب كون الدوال محدودة 
وكنا نتطلب كون نطاق التكامل مدمجا . إذا أسقطنا أيا من هذين الفر ضين فإن نظرية التكامل 
القادمة لا تستخدم بدون بعض التغيير » مما أنه عدد من التطبيقات الحامة الى يكون فا من 
المستحسن الماح لأحد أو كلتا هذه الظواهر الحديدة . سنشير هنا إلى التغييرات الى بمكن 
إجرازها . 
دوال غير محدودة : 


نفرض أن [5 ,ه] = ل فترة فى ۸ ونفرص أن كر دالة حقيقية القيمة ومعرفة على الأقل 
عندءا × تحقق 8 ك × > © . إذا كانت ثر قابلة لتكامل رمان فى الفترة [8 ,6] لكل ¢ 
تحقق ۵ 5 © > ۾ » ونفرض أن : 


)32.1( r= [f 
. سنعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى [ط ,ه] = ل بأنه نهاية المقدار ي[ عندما 4 ج‎ 
موجود لكل © ى‎ )١ - ۴۲ ( تعریف . نفرض أن تكامل رمان فى‎ ١ - ؟”‎ 
8)8( < 0 نفرض أنه يوجد عدد حقيق 7 بحيث أنه عند كل 0 < م يوجد‎ . )4,5[ 
7 بحيث أنه إذا كانت ( 8)8 + © > » > فإن ع > |7 من | . فى هذه الالة نقول أن‎ 
هى العكامل غير المعين للدالة كر فى [8 ,ه] = ل وأحيانا نرمز للقيمة 7 هذا التكامل غير‎ 
المعين بأنه‎ 
b b 
)32.2( 1 or by ا‎ f(x) dx 
. مع أنه من المعتاد بكثر ة عدم كتابة إشارة + فى الد الأسفل‎ 
. أمثلة . (أ) نفرض أن الدالة ر معرفة فى [8 ,4) ومحدودة فى هذه الفترة‎ ۲ - "+ 
إذا كانت كر قابلة لتكاءل رمان فى كل فترة [6,8] حيث 8 ك © > © ء فإنه من السبل‎ 


o 


ملاحظة (تمرين ۳۲ -أ) أن التكامل غير المعين ( ۳۲ - ۲ ) موجود . أى أن الدالة 
(×/1) هذه = (×) كلما تكامل غير معين فى الفترة [ 1 و 0] . 
(ب) إذا كانت ×/1 = (×) ٣ر‏ عند × فى الفترة [1 ,0) وإذا كانت © ف الفترة 
[1 ,0) فينتج من النظرية الأساسية ٠١٠‏ - ۸ ومن حقيقة كون كر هى المشتقة للوغاريم أن 
معو ده هها-1 f=log‏ ]| =1 
ما أن © 8ه! يصبح غير محدودة عند 0<- © » فإن التكاءل غير المعين للدالة كر فى الفترة 
[0,1] غير موجود . 


(ج) نفرض أن “+ >-(*)/] عند × فى [1 ,0) . إذا كانت 0> عفإن الدالة متصلة 
لكا غير محدودة فى [ 1 و 0) . إذا كانت 1 - كج » » فإن ر هى مشتقة للدالة . 


E 1 a+1 
80+1 * 
أن‎ ۸ - ۴٠ ينتج من النفلرية الأساسية‎ 
2 
متك ده‎ _ +1 
م‎ dx - 1س‎ 22 


إذا كانت © تحقق 0 > .و > 1س ٠‏ فإن 0 جا“ عندما 0 جم ويكون للدالة كر تكامل 
غير معين ومن الناحية الأخرى » إذا كانت 1 > » فإن '**© ئيس ها نهاية محدودة عندما 
e+ 0‏ ومن ثم فإن الدالةكر ليس ا تكامل غير معين . 

تتعلق المناقشة السابقة بدالة غير معروفة أو ليست محدودة عند النقطة الطرفية اليسرى للفترة . 
من الواضح كيفية معالجة السلوك الماثل عند النقطة الطرفية الينى . أحيانا مم أكثر بالالة الى 
يكون فها الدالة ليست معرفة وليست محدودة عند نقطة داخلية للفترة » ونفرض أن م هى نقطة * 
داخلية الفتر ة [ط ,4] ونفرض أن كر معرفة عند كل نقطة الفتر ة [8 ,4] ماعدا ر ما عند مر . 
إذا كان كلا التكاملين غير المعينين 


ا 


موجودين فإننا نعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى الفترة [5 ,] بأنه حاصل جمعهما و مفهوم 
النباية » نعرف التكامل غير المعين للدالة كر فى الفثر ة [8 ,4] بأنه 


)32.3( ie [f dx + Jim, 1 f(x) dx 
من الواضح أنه إذا كانت هاتان اللهايتان موجودتين » فإن الهاية الواحدة‎ 


¥ 


2.4) im {ff fe ax+ ا‎ f) dx} 

موجودة أيضاً وطهما نفس القيمة . لكن » وجود الهاية ( ۴۲ - 4 ) لايتضمن و جود ( ۴-۴۲) . 

فثلا » إذا كانت ار معرفة عند 0× ,[1 ,1-]ع × بأنها 1/3 = (×) ر »> فإنه من السبل 
ملاحظة أن 


»زف مرج ١‏ (-نالجا م ()'] + را ”] 


لكل ع تحقق 1 > ع >0 . لکن ء قد رأينانى مال ( ۳۲ - ؟) (ج ) أنه إذا كانت 
3 = ء فإن التكاملين غير المعينين 


0- 1 
| 1 dx, | ا‎ dx 
0+ 


-1 × x 


غير موجودين . 
الشرح السابق يوضح أن الہاية فى ( ۳۲ - ؛ ) رما يكون موجوداً بدون كون اللهاية 
فى ( ؟م - ۴ ) موجودة . عرفنا التكامل غير المعين ( الذى أحياناً يسمى تكامل كوثى ) للدالة كر 
المعطى بالصيغة ( ۳۲ - م ) . اللهاية الموجودة فى ( 8م - + ) مهمة أيضاً وتسمى بالقيمة 
الأساسية لكوشى للتكامل ويرمز له بالرمز 
0 
ax‏ وار (CPV) f‏ 
من الواضح أن دالة لما عدد محدود من نقط ليست معرفة أو محدودة عندها يمكن معالجتها تجزء 
الفترة إلى فار ات جزئية ذه النقط كنقط طرفية . 
تكاملات لا نهائية : 
من المهم على امتداد التكامل لدوال معينة ٠عرفة‏ ى فئات غير محدودة مثال ذلك» إذا كانت ر 
معرفة فى إه < <«: ۸ )x>‏ إك ۸ وكانت قابلة لتكامل ر مان فى [© ,»] لكل ۾ < © » 
فنفرض أن ي[ هو التكامل الجزئى المعطى بأنه 
r= [f‏ (32.5( 
سنعر ف الآن « التكامل اللانباقٌ » للدالة كر عند © < × بأنه الثباية التكامل م عندما © تزداد . 
٣ - ۴‏ تعريف . إذا كانت / قابلة لتكامل رمان على [© ,©] لكل © < © » فنفرض 
أن م7 أنه التكامل الجزف المعطى بالصيغة ( ۳۲ - ه ) . يقال لعدد حقيق 7 أنه تكامل لانها للدالة 


۰۸ 


عر على لإ < *: ×) إذا كان يوجد لكل 0 < ع ء عدد حقيق (46)8 بحيث أنه إذا كانت 
(ع)24 < ء فإن ع > |7 # | فى هذه الحالة ترمز إلى ۲ بالرمز 


629 [rT o“ [oa 


يجب ملاحظة أن تكاملاتلانبائية تسمى أحياناً « تكاملات غير معينة من النوع الأول » 
نفضل المصطلح اخالى » الذى يرجع إلى هاردى*) » لأنه أسبل ومواز للاصطلاح المستخدم 
فى حالة المتسلسلات اللانهائية . 

٣م‏ - ع أمثلة . () إذا كانت ×/1= (*)ثر عند 0 < 4 < × فإن التكاملات 
الجرئية هى 

L= | عه ل‎ =logc-log a 


ما أن 6 108 تصبح غير حدودة عندما + جع فإن التكامل اللانهائ للدالة كر غير موجودة . 
(ب) نفرض أن *«-(*)/ عند 0 < 4 < × وأن 1- كد» . إذن 


1 
a+1 


إذا كانت 1 - < » » فإن 0 < 1 + »© والتكامل اللانهان لايوجد . لكن ء إذا كانت 
1-> ي » فإن 


+1 _ «+1 
(c a") 


دعل عير | r=‏ 


a+1 


a 
21 


ك حم 


(ج ) نفرض أن *-6-(*)/ عند 0 < × بإذن 
(1-*ه6)- = [e dx‏ 
ومن ثم التكامل اللاہای للدالة ار فى إ0 < × : ×) موجود ويساوى الواحد الصحيح . 


من الممكن أيضاً اعتبار التكامل لدالة معرفة فى كل ۸ . فى هذه الحالة نتطلب أن كر 
تكون قابلة لتكامل رمان على كل فترة محدودة فى 8 وتعتبر الهايتين 


(32.78) ٤ f(x) dx = Jim, r dx, 
(32.7) ro» dx = im م[‎ dx 


() جيفرى هاردى ( ۱۸۷۷ ۱۹٤۷‏ ) كان أستاذا بكمبردج وكان عميد الرياضيات الانجليزية 
لوقت طويل ٠‏ قدم مساحمات كثيرة وعميقة الى التحليل الرياضى ٠‏ 


۹ 


من السبل أن نرى أنه إذا كانت كلا هاتين الهايتين موجودتتن لقيمة واحدة للمقدار » فإن © 
كلتا المبايتين موجودتان لكل قم © . فى هذه الخالة نعرف التكامل اللاتهائى للدالة كر على الفراغ 
۸ بأنه حاصل جمع هذين التكاملين اللاهائيين 


(32.8( [r dx = lim, [r dx + lim, 0 dx 
و کا فى حالة التكاملات غير المعينة يكون وجود كلتا الهايتين فى ( ۴۴ - م ) متضمتا‎ 

و جود النهاية 
fC) dx + 1 f) dx} = lim 1 100 dx‏ 1 ا lim‏ )32.9( 


وتساوى ( م -۸ ) » ( ۴۲ - 4 ) . تسمى الباية فى ( ۳۲ - ٩‏ ) » أن وجدت » غالباً 
بالقيمة الأساسية لكوثى للتكامل اللامان على الفراغ ۴ ويرمز له بالرمز 
(CPV) ffe) ax‏ (32.10) 


لكن » و جود القيمة الأساسية لكوثى لا يتضمن و جود التكامل اللانہای ( ۳۲ - ۸ ) يلاحظ 
هذا باغتبار × = (×) ر » لذلك 
x dx =}(c?—-c)=0‏ : 


لجميع © أى أن القيمة الأساسية لكوثى التكامل اللانهان عند × = (×) ار موجودة وتساوى 
الصفر » لكن التكامل اللانهان لهذه الدالة غير .وجودة » حيث لايوجد أى من التكاملات 
اللانهائية فى ( + - ۷) . 
وجود التكامل اللانهائى : 

سنحصل الآن على شر وط قليلة لوجود التكا.لى الاما فى الفئة (© < × : +د] . هذه النتائج 


يمكن استخدامها أيضا لتعطى شروطاً للتكامل اللاہای فى الفراغ © » حيث أن الأخير يشمل 
اعتبار التكاملات اللانمائية على الفعتين ([2<* : ×) و إه ك × : + ندون أول معيار كوثى . 


۴ - ه معيار كوشى . نفرض آن ر قابلة التكامل على [6 ,4] لكل » < ء . إذن التكامل 


اللانهاق 
1 


مو جود إذا وإذا فقط کان يوجد لکل 0 < ع ۰( 8 )>1 نحيث أنه إذاكانت( ع )۸ < e‏ < 8 فإن 


1. 


<e 


الرهان . ثبت ضرورية الشرط بالطريقة العادية . نفرض أن الشرط متحقق ونفرض أن ,1 


(32.11( 


تكامل جز معرف عند ۸N‏ © 7 بأنه 
Ff‏ عط 


يلاحظ أن (,1) هى متتابعة كوشى لأعداد حقيقية . إذا كانت (ے1) سنا = ٠1‏ 
و كانت 0 < ع » فإنه يوجد ( ع )لل بحيث أنه إذا كانت ( 8 )۸<۷ » فإن ع > ام - ]| . 
نفرض أن :1 +((287)8 + ۾ ,(ع)1) مده = (834)8 وأن (74)8 < » . إذن يوجد عدد 
طبيعى ( 8 )27 < ۸ بحيث أن © > ٭ + © ك ( )1 لذلك يعطى التکاءل الجزئی ے1 کا يل 


]+ ]ده 
ونما ينتج أن 2> |۸ -1| وهو المطلوب إثباته 
فى الحالة المامة حيث 0 < (×) كر لجميع © < × تمدنا النتيجة الآتية باختبار مفيد . 
٠ - ۲‏ نظرية . نفرض أن 0 < (×) ر لكل » < × وأن ر قابلة للعكامل على [© ,2] 


لکل » < » . إذن التكامل اللانہا للدالة گر موجود إذا ج إذا فقط كانت الفئة (© > ©:ء1) 


محدودة . فى هذه الحالة 
a)‏ ع f:‏ | أمسدر ا 


البرهان : الفرض بأن 0 < (×) ر يدل على أن 1 دالة متّز ايدة بإطراد العدد ‏ . لذلك » 
يكون وجود .1 ذا مكافاً حدو دية (4 < : .1 


۴۴ - ۷ اختبار مقارنة . نفرض أن ج و كر قابلتان للتكامل على [4,6] لكل © < 6 
وأن (#)م ك |(×) | لكل ۾ < × . إذا كان التكامل اللانباق للدالة بم موجوداً »فإن التكامل 
اللانهائ للدالة كر موجود وأن 

|] >18 


البرهان . إذا كانت 8 > © > ۾ ء فينتج من مفترض (.م - ه) أن | ۶ | قابلة للتكامل 


عل [۵ ,ء] وأن 
f= fs‏ > | ]| 


۲1۱ 


ينتج من معيار كوثى ( ۳۲ - ه ) أن التكاملين اللاهائيين للدالة كر ء |/ | موجودان وبالإضافة 
إلى ذلك نجد أن 
rls f= fe‏ 


وهو المطلوب إثيساته 
"٠‏ - م اختبار مقارنة للهاية . نفرض أن ع و كر موجبان وقابلان للتكامل على [© ,4] 
لکل ۾ < وأنه 


)32.12( im #0 


حينئذ يكون كل من أولا أحد من التكاملين اللانهائيين ۾ ”ل f,‏ ”ثا موجود . 
البرهان . وحسب الملاقة ( ۳۲ - ٠۴‏ ) نستنتج أنه توجد أعداد موجبة 8 > 4 » 
© < كد بحيث أن : 
Ag(x) = f(x) = Bg(x) for x= K‏ 
اختبار المقارنة ( ۳۲ - ۷ ) وهذه العلاقة يوضحان أن كلا من أولا أحد من التكاملات الهائية 
RR 8‏ موجود . ما أن كلا من ج و ر قابلة التكامل فى [ ,ة] » فينتج المطلوب . 
وهو المطلوب إثباته 


۴ - 4 اختبار ديرشلت . نفرض أن ر متصلة عند © < × ونفرض أن التكاملات الجزئية 
2-64 ]ا 


محدودة.» وأن م تتناقض بإطراد إلى صفر عندما + ج × . إذن التكامل اللانماق م7 ”ل 


موجود . 


البرهان . نفرض أن 4 حداً للفئة ( < © :| 1 | . إذا كانت 0 < ع » فتفرض 
(8) × عیٹ أنه إذا كانت (ع) كل < × ۰ فإن 4 8/2 > (×)ې > 0 . إذا كانت 
(5)8 < » < 5 » فينتج من تمرين ( ٣۰‏ - ن ) أنه يوجد عدد يّ فى الفترة [6 ]٥,‏ بحيث أن 


هه -1] 


حسب التقدير 
0 
هد === |r|‏ 


1۲ 


ينتج أن 


حك 


| [fe 


عند م < 85 و کان كلا مہما يزيد عن المقدار ( 8) . إذن مکنا استخدام معيار كوثى 
(0م-ه) 1 وهو المطلوب إثباته 


۲م د ٠إ‏ أمثلة . (أ) إذا كانت (× + 1/)1 = (×) گر و 1/82 > (×)ع عند 
0 < 4< + فإن (ند)ع > (×) ر > 0 . ما أننا قد رأينا حالا فى مثال ( ٤ - ٣۲‏ ) (ب) 
أن التكامل اللانهاقف بل (×/1) ٠”‏ موجودة فينتج من اختبار المقارنة ( 8م - 7 ) أن 
التكامل اللانباق دك ((2: + 1/)1) “+1 موجود أيضاً ( يمكن توضيح هذا مباشرة بملاحظة أن 


Êş ax = Are tan نه‎ Are tan 1 
1 


و أن 7/2 ج 6 A-8‏ عنسا + جاح ) 

(ب) إذا كانت ۸)×(=e*‏ و * م (+*)يم ء فإن (×) ع ك (*) ۸ ك 0 عند 
1 < × . لاحظنا فى مثال ( 8م - 4 ) (ج ) أن التكامل اللانائى بر *-م "م موجود » 
ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة ( ۷-۳۲ ) أن التكامل اللانهاق بر ””ء “10 موجود أيضا . 
هذه المرة » يكون حساباً مباشراً للتكاملات الجزئية ليس مكنا ع باستخدام دوال أساسية . 
لکن » سيرى فيا بعد أن هذا التكامل اللانہای يساوى ل1 


(ج ) نفرض أن 0 < م ونعتبر وجود التكامل اللانباق 
او × “si‏ 1 


إذا كانت 1 < ص » فإن الدالة المراد تكاملها يكون المقدار 1/7 مسيطراً عليها » وقد لاحظنا 
فى مثال ( ۳۲ - ؛ ) (ب) أنه تقارب . فى هذه الحالة بدل اختبار المقارنة على أن التكامل 
اللانبان يتقارب . إذا كانت 1 > م > 0 ؛ فإن هذا الاسندلال يفشل » لكن > إذا وضعنا 
د طاو = (٭) كرء 1/۶ = (×)م فإن اختبار ديرشلت ( ۹-٣۲‏ ) يوضح أن التکامل 


اللا ہا موجود . 


(د) نفرض × تنذه = (٭) كر عند 0 < × ونعتير تكامل فریسنل(۵) 


() أوجستن فريسنل ( 1۷۸۸ س 1۸۲۷ )4 كان فرنسياً فيزيائيا رياضيا » وساعد فى اعادة 
اثبات النظرية الموجبة للضوء التى قد قدمتقبل ذلك بواسطة هيجينز ٠‏ 


1۲ 


2 
1 sin x? dx 
0 


من الواضح أن التكامل على [1 ,0] موجود » لذلك سوف تختبر فقط التكامل على (1 < × : 6 .. 
إذا أجرينا التعويض 2 = £ واستخدءنا نظرية تغير المتغير ( ١8 - #٠‏ ) > نحصل على 


المثال السابق يوضح أن التكامل الموجود فى الطرف الأبمن يتقارب عند هدج ؛ ومن 
ينتج أن دك © دزو “17 موجود . ( يحب ملاحظة أن الدالة المراد تكاملها لاتقتر ب من صفر 
عندما +٥٥‏ ج × ) 


(ه) نفرض أن 1 < » ونفرض أن (1)0 معرفة بالتكامل 
Pa) - (exe dx‏ (32.13) 


لإثبات وجود هذا التكامل اللانبائى » نعتير الدالة 1/۶ = (×)ع عند 1 < × . وحيث أن 


5 8 E 5 كير‎ 
lim دي‎ [im = =0 


xe+o X xe @ 


ينتج أنه إذا كانت 0 < = فإنه توجد ( ۸)8 بحيث أن 


*  forx > K(e) 


بما أن التكامل اللانہای ج × جل موجود » فنستنتج أن التكامل ( ۳۴ - ١١‏ ) يتقارب 
أيضاً . الدالة الهامة المعرفة عند 1 < © بالقانون ( ۳۲ - ١‏ ) تسمى دالة جاما . سنبين حالا أنه 
إذا كانت 1 > » » فإن الدالة المراد تكاملها أى ٠×‏ تصبح غير محدودة فى جوار 0 = × 
لكن » إذا كانت » تحقق 1 > » > 0 » فقد رأينا فى مثال ۴۲ - م (ج ) أن الدالة 
+ "بز لما تكامل غير معين على الفترة [1 ,0] . بما أن 1> *-0>6 لجميع 0 < × » فقد 
أثبعنا حالا أن التكامل غير المعين 


O<ex < ex 


1 
ب ع 1 
+0 


موجود عند 1 > > 0 . ومن ثم » بمكننا مد التعريف لدالة جاما المعطاة لكل 0 < ن بتكامل 
على الصورة ( ۴۲ - ٠۳‏ ) بشرط تفسيره كحاصل جمع 


1 e “x? dx +] e “x? dx 
0 


لتكامل غير معين و تكامل لالا 


15؟ 


تقارب مطلق : 

إذا كانت ٣ر‏ قابلة لتكامل رمان فى [© ,4] لكل © < م » فينتج من نظرية ( 0 - 4 ) 
(1) أن || » القيمة المطلقة للدالةر » تكون أيضاً قابلة لتكامل ر مان فى [6 ,4] عند © < 6. 
ينتج من اختبار المقارنة ( ۴۴ - ۷ ) أنه إذا كانت التكامل اللانباق 

عه اميا ب[ (32.14) 
موجود » فإن التكامل اللاتمالق 

)32.15( 1 ""f() dx 
. ) ٠١ - 78 ( موجود أيضاً ويكون محدداً بالقيمة المطلقة‎ 

١١ - ۴‏ تعريف . إذا کان التكامل اللاہائی ( ۳۴ - ١4‏ ) موجودء فنقول أن كر 
قابلة للتكامل مطلقاً على (© < × : د » أو أن التكامل اللانباق ( ۴۲ - ٠١‏ ) متقارب 
تقارباً مطلقاً , 

قد لاحظنا أنه إذا كانت ر قابلة التكامل مطلقاً على ( © < × :× ٠‏ فإن التكامل 
اللانٰہائی ( ٠١-5‏ ) موجود . المكس ليس › صميحاً » لکن › كا يلاحظ باعتبار التكامل 


[2 a, 
a x 
(ج ) . » لكن » من السهل ملاحظة أنه فى كل‎ ) ٠١ - + ( أثبتنا التقارب لهذا التكامل فى مثال‎ 
توجد فترة جزئية طوها 0 < 8 الى فبا‎ ]1, )k +1([, فثرة 2ع‎ 
|sin x| > } 


( فى الحقيقة » بمكن أخذ 27۸/3 = ط ) . لذلك » نجد أن 


1... 1 21د E E‏ ا sin x‏ 
إل +. g++.‏ + 5 1 04 |2 2 
وإذن ينتج أنظر ( ٠١ - ٠١‏ (ج ) ) أن الدالة #درعر ذه (م) ۴ر ليست قابلة التكامل مطلقاً 
فوق إ7 < × 6 
نلاحظ أن اختبار المقارنة ( «م - ۷ ) يثبت فى الحقيقة التقارب المطلق للتكامل اللانباق 
للدالة كر على الفترة (60+ ,ه] 


flo 


تمارين : 


< -(أ) بفرض أن ثر دالة حقيقية القيمة محدودة فى الفترة [8 ,ه]‎ ٣ 


ل وأن گر قابلة 


للتكامل فى [6 ,ء] لكل © < ء . أثبت أن التكامل غير المعين للدالة كر نى ل موجود . 
٣‏ - (ب) بفرض أن ثر قابلة للتكامل فى [8 ,6] لكل © < » وأن التكامل غير المعين 


اا٣‏ موجود . 


صحيحا . 


۲ -(ج ) نفرض أن كرو ج قابلة للتكامل فى [5 ,6] لجميع (0 ,ه)اء > 


وضح أن التكامل غير المعين 1.7 موجود » لكن العكس ريما لا ايكون 


. إذا كانت 


(2)م ك | (×) | عند [6.ه]- ×٤7‏ وإذا إذا كانت ع ها تكامل غير معين فى ل » فإن 


الدالة عر يكن :لما تكامل غير معيق. , 


؟-(د) ناقش التقارب أو التباعد التكاملات غير المعينة الآثية : 
d×‏ ' 

e © eray )( 
log x ' xdx 

| (د) ەت‎ E 
log x 

aer 6) | 1 (ھ)‎ 


۲ -(ه) حددقم ووم 
[eax ax (1)‏ 
(ج) [os ×)” dx‏ 


٣‏ - ( و) ناقش انتقارب أو التباعد التكاملات الآتية 


الى عندها تتقارب التكاملات التي 
(ب) عه [rin «0١‏ 
x)" dx (2)‏ م 


. أى التكاملات تتقارب مطلقاً : 


أ ا 5 لل 
x(1+ >)‏ ا 9 1ت / 

sin )1/(‏ × وھ مه 
(ج) عه َ 1 (د) عن e‏ 
)۸( چ | )2( بر :2 للع ب لل 


۲-(ز ) لأى قم ١‏ وام تتقارب التكاملات الآتية ؟ 

٣ Tg 4x (Î) 

0 ( * پر ل 1 
ج : 


11 


sin x 
x“ 


dx 


(ب) 
(د) dx‏ 


Ez 


؟ . لأى قم يكون التقارب مطلقا ؟ 


1 
3 


۲ -(ح) إذا كانت ر قابلة التكامل فى أى فتّرة [ء ,0] عند 0 < 6 > أثبت التكامل 

۴ ”ا اللانهائ موجود إذا وإذاً فقط كان التكامل اللانهاقق م :1 موجوداً . 

۴ - (ط ) اعط مثالا يكون فيه التكامل اللانهائقى /*12 موجوداً لكن فيه الدالة ر 
ليست محدودة فى الفئة (0 < ×: +«) . 

+ - (ى) إذا كانت كر إطر ادية وكان التكامل اللانمائى f‏ ٥إ‏ موجوداً » فإن 0 < (*) × 


علد 6+ جدير 


الباب الثالث والثلاثون ‏ تقارب منتظم وتكاملات لا نهائية : 
من المهم فى تطبيقات كثيرة اعتبار تكاملات لانبائية فيا الدالة المراد تكاملها تعتمد على 
بارامتر . ولمعالجة هذه الالة بسهولة نذكر أن » المفهوم لتقارب منتظم للتكامل بالنسبة إلى 
البارامتر له أهية أولى . سنبحث أولا الحالة الى فيها البارامتر ينتمى إلى فترة [8 ,ه] = ل . 


١ - ۴‏ تعريف . نفرض أن كر دالة حقيقية القيمة » ومعرفة عند (1 ,×) حيث 4 < × » 
8 > + > » . نفرض أنه لكل + ف الفترة [8 ,»] = ل يكون التكامل اللا ہا 

683.0 F(t) = f(x, ©) dx 
,2/)8( موجوداً . نقول أن هذا التقارب منتظم على ل إذا كان يوجد لكل 0 < م عدد‎ 
ححيث أنه إذا كانت (2/)8 < مو ءع؛ » فإن‎ 


م 


|F- f(x, 0 dx 


المييز بين التقارب العادى للتكاملات اللانبائية المعطاة فى ( ١ - ۴٣‏ ) والتقارب المنتظم 
هو أن (8 )14 يمكن اختياره حيث لايتوقف على القيمة # فى ل . سنترك للقارىء كتابة التعريف 
لتقارب منتظم للتكاملات اللامبائية عندما ينتمى البارامتر £ إلى الفعة إه < : #] أو إلى الفثة ١‏ . 


من المفيد وجود بعض اختبارات للتقارب المنتظم للتكامل اللائهاق . 


۴۴ - ۲ معيار كوشي . نفرض أنه لكل 7٤ع‏ » يكون التكامل اللانمائى ( ۴۴ = )١‏ 
موجوداً . حينئذ التقارب يكون منتظماً فى ل إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع عدد ( ع ٤)‏ 
بحيث أنه إذا كانت (8) < © < ذو 5ءع: » فإن 


<€ 


(33.2) | f fes 0 dx 


نر ك البرهان كتمرين . 


1¥ 


مم م اختبار 34 لقير اشتر اس . نفرض أن ثر قابلة لتكامل رمان على الفتر ة [6 .8] 
لكل © < » وكل [٤؛‏ . نفرض أنه يوجد دالة موجبة 84 معرفة عند © < © محيث أن 
M(x) fot x=a,teJ‏ > إن [f(x‏ 
وبحيث أن التكامل اللانهانٌ جل (+«)24 “14 موجود . حينئذ » لكل J‏ » يكون التكامل 

فى ( ۱-۳۲ ) تقاربياً مطلقاً ويكون التقارب منتظياً فى ل . 

البر هان . التقارب للتكامل 

[te Dldx for teJ 
نتيجة مباشرة لاختبار المقارنة والفروض » لذلك » يكون التكامل المنتج للدالة (4) تقارياً‎ 
. مطلقاً عند [ ۲ . إذا استخدمنا معيار كوشى مع التقدير‎ 
6 7 34 
| ا‎ f(x, 1) dx | ا‎ f(x, D| dx = M(x)-dx 

يمكننا بسبولة إثبات التقارب المنتظم فى ل . وهوالمطلوب إثباته 

اختبار 84 لثير اشتراس مفيد عند ما يكون التقارب مطلقاً وأيضاً منتظماً » لكن بحث 


. الحالة الى فيها التقارب ليس تقارباً مطلقاً منتظماً ليس دقيقاً بدرجة كافية . لهذا > نرجع إلى 
اختیار مناظر لاجتيار ديرشلت ( ۳۲ - )٩‏ . 


مم - 4 اختبار ديرشلت . نفرض أن أ متصلة فى (4 ,) عند » < × وعند + فى الفترة ل 
ونفرض أنه يوجد مقدار ثابت 4 بحيث أن 


| | f. ax 


forc =a, tej‏ مع 


نفرض أنه لكل ع » تكون الدالة (£ ,)م متناقصة بإطراد عند © < × وتقثر ب إلى 0 
عنذما + ج × بانتظام حيث 'رجح].. إذن التكامل 
F(D= [foe 90): © dx‏ 
يتقارب بانتظام فى ل . 
البرهان . نفرض أن 0 < ع ونختار K)8(‏ عيث أنه إذا كانت ( ۸)8 < × وأن 


tej‏ » فإن 8/24 > (1 ,)ب . إذا كانت (5)8 < < 5 » فينتج من تمرين 
( ۳۰ ن ) آنه يوجد لكل [ ۲٤‏ » عدد (5)4 فى الفترة [ظ ,6] محيث أن 


718 


[fos Des 9 ar =e(e, 0| f0: 9 dx 
فتحصل على‎ ٠ ۲٤7 لذلك ۰ إذا کان ( ۸)8 < < ثم وكان‎ 
| [fes D(x, t) dx | = ن)م‎ (ZA <e 
وإذن ینتج انتظام التقارب من معيار كوثى ( ۴۴۳ - ۲ ) . وهو المطلوب إثباته‎ 
ه أمثلة . (أ) إذا كانت ر معطاة بالتعيير‎ - ۴ 


f, 0=, x=0, teR 


وإذا عرفنا “7< +1)- (*)24 » فإن ( )4 > |( ,»)ير | » ما أن التكامل اللانہای 
للدالة 34 فى الفترة (+ ,0] موجود » فينتج من اختبار 84 لقير اشتر اس أن التكامل 
اللانہای 


يتقارب بانتظام عند .tER‏ 5 
(ب) نفرض أن. × ٥×‏ = (4 ,×) گر عند 0 < × »> 0 < ٤‏ . يلاحظ أن التكامل 
[ex ax‏ 
0 
يتقارب بانتظام عند £ ف الفترة [8 ,0] لأى 0 < 8 . لكن ٠»‏ التقارب ليس منتظماً فى 
(0 = :2ع .(انظر تمرین «م-أ). 
(ج) إذا كانت × صو 2ه = (م ,)ير عند 0 < × و 0 < 1< + » فإن 
م * e‏ ع |( f(x,‏ 
إذا وضعنا “م = (ن)2/4 » فإن اختبار 2/4 لقير اشتراس يثبت أن التكامل 
[e sin x dx‏ 
تقار ب بانتظام عند 0< ب < ٤‏ وحساب بسيط يثبت أنه يتقارب إلى *-(2 + 1) . ( لاحظ آنه 
إذا كانت 0 = ع ء فإن التكامل لايتقارب أبداً ) . 
( د ) اعتبر التكاءل اللانہای 


> ein 
پې × لد عدي أ‎ fort < 0 
0 x 


3۹ 


حيث نفسر الدالة المراد تكاملها بأنها تساوى واحداً صحيحاً عند 0 = عر . ما أن الدالة المراد 
تكاملها يسيطر عليهاء فیک إثبات أن التكامل على × > 8 يتقارب بانتظام عند 0 < + . لايستخدم 
اختبار 24 لقّير اشتراس هذه الدالة المراد تكاملها . لكن إذا أخذنا × طلأهة = (ه ,)ير 
و ×| = ٤(‏ ,)ب ء فإن فروض اختبار ديرشلت تكون متحققة . 
تكاملات لا نهائية تتوقف على بارامتر : 

نفرض أن الدالة متصلة عند (4 ,×) ومعرفة عند © < × وعند 4 فى ألفتر ة [8 ,ه] = ل . 
وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن التكامل اللاتهاق 

(33. F(D= [e 0 dx 

موجود لكل جع . سنوضح الآن أنه إذا كان هذا التقارب منتظماً » فإن ۴ تكون متصلة 
فى ل ويمكن حساب تكاملها بتبادل تر تيب التكامل . سنثبت نتيجة ماثلة المشتقة . 


۴ - 8 نظرية . نفرض أن ار متصلة فى (4 ,) حيث © < × وأن + تقع فى الفترة 
[8 ,ه] = J‏ وأن التقارب فى ( ۳۳ - ١‏ ) يكون منتظماً فى ل . حينئذ ۴ متصلة فى آل . 


البرهان . إذا كانت ۸٤‏ » نفرض أن ۴ معرفة فى / بأنها 
f(x, O dx‏ ا 105 
ينتج من نظرية ( ۴۱ - ٩‏ ) أن ۴ متصلة فى ل . بما أن المتتابمة (۴) تتقارب بانتظام إلى ۴ 
فى ل » ينتج من نظرية ( 74 - ١‏ ) أن ۴ متصلة فى ل . وهو المطلوب إثباته 
۴ - ۷ نظرية . تحت الفرض للنظرية السابقة > يكون 
ar} e‏ 5 انا dt=‏ دا 
الى مكن كتابتها فى الصورة 


G3.3) < E 0 dx} d= ١ [fes 0 ar} dx 


البر هان . إذا كانت بيرم معرفة كا فى البر هان السابق » فينتج من نظرية ( ٩ - "١‏ ) أن 


ae} dx‏ 0 انم 0 مم 


حيث (۴) تتقارب بانتظام إلى ۴ فى 4 > حينئذ نظرية ( ۴۱ - ۲ ) تيت أن 


1. 


8 8 
im | F(t) dt‏ = يه F(0‏ 1 
بربط العلاقتين الأخيرتين ؛ نحصل على ( ۴۲ - م ) وهو المطلوب إثباته 
۴ - م نظرية . نفرض أن ر ومشتقاتها الجزئية ,كر متصلة فى (4 ,*) عند 4 < × ٠‏ م 
فى الفترة [8 ,»] = ل . نفرض أن ( مم د ١‏ ) موجودة لكل ج84 وأن 
عه 169 | C=‏ 
بقار ب بانتظام فى ل . إذن ‏ تكون قابلة التفاضل فى ل وأن © = #/ .. بالرموز : يكون / 
[fe 0 dx = 2 (%1) dx‏ 0 
البرهان . إذا كانت ۾ ۴ معرفة عند عع بأنها 
F,(t)= [fe f) dx‏ 
فينتج من نظرية ( و" - ۷ ) أن يرم قابلة للتفاضل وأن 
ffs 9 dx‏ - زط 


من الفرض نجد أن المتتابعة (۴) تتقارب فى / إلى ۴ وأن المتتابعة (”,ر) تتقار ب بانتظام فى ل 
اال © . ينتج من نظرية ( ۲۸ -"ه ) أن ۴ قابلة التفاضل فى ل وأن © = ۴ , 
٠‏ وهو المطلوب إثباته 


مم - 4 أمثلة . (أ) نلاحظ أنه إذا كانت 0 < غ » فإن 
e”a‏ =1 
t 0‏ 


وأن التقارب يكون منتظماً عند 0 < مخ < £ . إذا كامكنا كلا الطرفين هذه العلاقة بالنسبة إلى £ 
على فر ة [8 ,©] حيث 8 > » > 0 واستعملنا نظرية ( ۴۴۳ - ۷ ) » نحصل على القانون 


dt = fer ar} dx‏ 1 ]1 - (ه/8) ا 


ع8-ى _ ر + 

e =e 

dx‏ 1 ج 
x‏ 0 


( لاحظ أن الدالة المرّاد تكاملها الأخيرة بمكن تعريفها بأن متصلة عند 0 = ± ) . 
(ب) بدلا من التكامل بالنسبة إلى ٤‏ » نفاضل فنحصل رسمياً على . 


لسن 


38 
2 xe * dx 


ما أن هذا التكامل الأحير يتقارب بانتظام بالنسبة إلى 4 » بشرط 0 < وع < 4 » فإن القانون 
يظل ععيحاً عند 0 < 4 . بالاستنتاج نحصل على 


بالإشارة إلى تعريف الدالة جاما » المعطاة فى مثال ( ۴۲ - ٠١‏ ) (ه) » تلاحظ أن ` 
T(n+1)=n!‏ 1 

(ج) إذا كانت 1 < » عدداً حقيقياً و كانت 0 < × » فإن *8 11ي تجعير 
ومن ثم تكون “×= (»)؟ , دالة متصلة عند (× ,») . وبالإضافة إلى ذلك» يلاحظ أنه يوجد 
جوار للمقدار » الى يكون فيه التكامل 


T(a)= 1 عير‎ dx 
0 


. تقاربياً بانتظام . ينتج من نظرية ( مم + ) أن الدالة جاما تكون متصلة عل الأقل 
إذاكانت 1 < » . (إذا كانت 1 ك » > 0 » فإن نفس الاستنتاج يمكن إجراؤه » لكن حقيقة 
کون التكامل غير معين عند 0 = عد يحب أن يؤخذ فى الاعتبار ) . 

( د) نفرض أن 0 < ۲ » 0  <‏ ونفرض أن ۴ معرفة بأنها 

5 ملو ب عد‎ UX 
F(u) e Rt dx 


إذا كانت < £ » فإن هذا التكامل يتقارب بانتظام عند 0 < » وإذن يكون كذلك التكائل 
0 !| مل f‏ 


F'(u)= ا‎ e“ cos ux dx 


و بالإضافة إلى ذلك » يثبت التكامل بالتجزىء أن 
e [u sin UX - 1 COS 1‏ 1 


م 
ت -- 
1 تع [ e ™ cos UX dx‏ | 


0 x=0 


إذا فرضنا + ج ۸ » نحصل على القانون 
7 ٍ + 
cos ux dx = z3? u=>O‏ ™ € ,| -ممم 
لذلك ء يوجد مقدار ثابت © بحيث أن 


F(u) = Arc tan /ن)‎ (+ © for دن‎ 60 


PY’ 


خساب الثابت © » نستخدم الحقيقة الى تقول أن 0 = (۴)0 وأن 0 = (0) هها معلل . 
ونستئتج أن 0 = © . ومن ثم » إذا كانت 0 < 4 و 0 <4 » فإن 


dx. 


ع | = ر Arc tan‏ 
x‏ 0 
(ه) الآن نجمل 0 < س ثابتة فى القانون الأخير ونلاحظ › كا فى مثال (۴۳-ه) (د) 
أن التكامل يتقارب بانتظام عند 0 < / أى أن الهاية متصلة عند 0 < / . إذا فرضنا أن + 0 ج م 
نحصل على القانون اهام 


)33.4( 3= sin 4X qy, 0 7 


تكاملات لا نهائية لمتتابعات : 


نفرض أن (,/) متتابعة لذوال حقيقية القيمة الى تكون معرفة عند © < بد . سنفرض أن 
التكاملات اللانهائية ./ “12 موجودة جميعها وأن ((«)مر) دنا - (*)/ انمرنا موجودة 
لجميع © < × . نرغب فى أن نتمكن من استنتاج أن التكامل اللانهائى للدالة ر موجود وأن 


)33.5( [rims 


برهنا فى نظرية ( "١‏ - ؟ ) على أنه إذا كانت (,م) «تتابعة لدوال قابلة لتكامل رمان تتقارب 
بانتظام فى فترة [ء ,©] إلى دالة كر » فإن ير تكون قابلة لتكامل ريمان وأن التكامل للدالة ر هو 
المهاية لتكاملات الدالة ,كر . النتيجة المناظرة ليست بالضرو رة صحيحة فى حالة التكاملات لانجائية » 
سنلاحظ فى آمرین ( مم ى ) أن الدالة النبائية لاتحتاج إلى تكامل لانهائى ها . و بالإضافة إلى ذلك 
ر يما يفشل التساوى حی إذا کان التكامل اللانائى .وجوداً و كان لكل من الطرفين فى (#«مه) 
معى » ( "مرين ۴۳ - ك ) . بالمثل » الامتداد الواضح لنظرية التقارب الحدودة ( ٣ - «١‏ ) 
٠‏ رما تفشل لتكاملات لانجائية . لکن ٠‏ توجد نتيجتان مفيدتان هامتان و تعطيان شر وطاً تظل تحتها 
معادلة ( ۳۳ - ه ) صعيحة . سنستفيد لبرهتهما من نظرية التقارب المحدودة ( ۳١‏ = "م ). 
النتيجة الأولى هى حالة خاصة من النظرية المشبورة الى ترجع إلى ليبيج ( حيث أننا نبحث حالة 
تكاملات رمان اللانبائية » فإننا نحتاج لإضافة الفرض بأن الباية قابلة للتكامل فى المالة الأكثر 
عموماً لنظرية ليبيج للتكامل » يكون هذا الفرض الإضاق غير مطلوب ) . 
٠١ - ۴‏ نظرية تقارب مسيطرة. نفرض أن (بكر) متتابعة محدودة لدوال حقيقية 
القيمة » وأن ((*)2,) تا (*)م 2 » لكل ۾ < × وأن ير و ر »> N‏ ”م قابلة 
لتكاءل رمان فى [© ,4] لكل ۾ < ¿ ونفرض أنه توجد دالة 4 ها تكامل على © < × وأن 


x> a, عند لقعم‎ |f.(x)| = M(x) 


YY 


حينئذ /ر لها تكامل عند © < × وأن 
البرهان . ينتج ن اختبار المقارنة ( «م - ب ) أن التكاملات اللانهائية 
E fS‏ 


موجودة . إذا كانت 0 < ع فنفرض × تكون مختارة نحيث أن ع > fM‏ الى منها ينتج أن 


kile + | 


ما أن ((2)./) صرذا > ()م لكل [£ ,ه] © × فينتج من نظرية التقارب المحدودة 
(رعسم ) أن مگ صا =۴ . وإذن نجد أن 


frre 

الذى يكون أقل من 38 عندما # تكون كبيرة كبرا كافياً وهو المطلوب إثباته 
م - ١١‏ نظرية تقارب إطرادية .. نفرض أن (,ر) متتابعة محدودة لدوال موجبة فى الفئة 

e < »(‏ : «) المتزايدة بإطراد معی أن («)سمر ک («)ر عند © ” وأن 4 < × وبحيث 

أن ٣ر‏ و كل ير لها تكامل على [© و ©] لكل © < » . إذن الدالة النبائية كر ا تكامل على الفئة 

1ه < × : + إذا وإذاً فقط كانت الفعة e” hre N}‏ عدودة . فى هذه الالة 


[i=l] 


هى أيضاً متز ايدة بإطراد . إذا كان للدالة كر تكامل على الفئة (© < × : ) » فإن نظرية التقارب 
السيطرة ( حيث ر = 4 ) تثبت أن 


و بالعكس » نفرض أن الفئة لتكاملات لانهائية محدودة ونفرض أن & هى الأعلى هذه الفئة . 
إذا كانت » < 0 » فإن نظرية التقارب الإطرادية ١م  -‏ تعبت أن 


r. =o (fr)‏ إجه-ى.] 


ما أن 0 < f‏ › فينج أن 5> ff, = f" f.‏ ومن ثم RfsS‏ 


E neN 


+28 


جسب نظرية ( ۴۲ - ١‏ ) يكون التكامل اللامائ للدالة كر موجوداً وأن 


4 


a 
ميه-‎ (=f r. 
وهو المطلوب إثباته‎ 
: تكاملات لا نهائية مكررة‎ 
حصلنا فى نظرية ( مم - ۷) على تتيجة بررت تبادل ترتيب التكامل عل المنطقة‎ 


(8 ك 1ك »,+ ك ه:(,)) . من المرغوب فيه أيضاً إمكانية تبادل ترتيب التكامل 
لتكامل لانہای مكرر . أى أن » نرغب فى إثبات المتساوية 


)33.6( ٌ 1 ا‎ 000 dx} d= ا‎ 7 [fes 0 di} dx, 


تحت فروض مناسبة . كان نتيجة ذلك أن شرطاً بسيطاً يمكن إعطاؤه حيث يغبت أيف] التقارب 
' المطلق للتكاملات . لكن ء لكى نبحث التكاملات اللانجائية المكر رة الى لاتكون «الضرور ة تقار بية 
مطلقة » نحتاج إلى مجموعة أكبر تعقيداً من الشروط . 


١8 - ۴‏ نظرية . نفرض أن ر دالة موجبة معرفة عند (/ و×) وتحقق ك < 1 , < ×. 


:نفرض أن 
ax} dt‏ 06 ا 1 - برق (free 5 a}‏ 683.7 


لکل ۾ < ظط وأن 


83.7) 11 [fe 0 a} d= [fre 0 ar} dx 


لكل » < 8 . إذن ء إذا كانت أحد التكاملين المكررين فى معادلة ( ۴۴ - ١‏ ) موجوداً » 
فإن الآخر يكون موجوداً أيضاً ويكونان متساويين 


البرهان . نفرض أن التكامل الموجود فى الطرف الأيسر من ( ۴۴ - 5 ) موجود . 
مما أن ر موجبة » يكون 


f(x, Dax = f fes Û dx‏ ا 
لكل © < 8 و »  <‏ . لذلك » ينتج من اختبار المقارنة ( ۴۲ - ۷) » أن 


1 f(D dx} di = [re 0 ax} dt 


Yo 


باستخدام علاقة ( م - ۷ ) » نستنتج أن 


a} dx > | 9) ax} dt‏ 9 ان 


لكل © < 5 . وبتطبيق نظرية ( ۴۲ - ١‏ ) نجد أنه يمكننا أخذ الأباية عندما »+ ج طا ٠‏ وإذن 
التكامل المكرر الآخر موجود أيضاً ويكون 


{fee ar} ax = f (e ı) dx} dt 


إذا كررنا هذه المناقشة واستخدمنا معادلة ( ۴۴ - 47) » نحصل على المتباينة العمكسية لذلك » 
يحب أن تظل المتبايئة صحيحة وهو المطلوب إثباته 

۴۴ - م١‏ نظرية ٠.‏ نفرض أن - متصلة عند 0 < 1 ,4 < × وأنه يوجد دالتان موجبتان 
۷ و 24 بحيث أن التكاملين اللانمائيين 27 “12 و 24 “12 موجودان . إذا ظلت المتباينة 

(33.8( |f(x, إل‎ = M(X)NCS), XxXz=a, )< » 

صعيحة » فإن التكاملين المکر رین فى ( ۳۳ - 5 ) موجوادن ويكوئان متساويين . 

البر هان . نفرض أن ع معر فة عند <£ ,©<مد بأنها (/) 27 (عد) 34+( ,عد) 8)x,1(=/‏ 
بحيث أن 

0 = g(x, tf) = 2M(xX)N(D 
بما أن ۸ محدودة فى كل فثرة [8 ,»] » ينتج من المتباينة ( ۴۳ - ۸ ) و اختبار 244 لقير اشتر اس‎ 
عم - م) أن التكامل‎ ( 
J sen ax ش‎ 

موجود بانتظام عند [8 ,بم] عع . باستخدام نظرية ( ۷-٣۴‏ ) » نلاحظ أن معادلة (م«-/”) 
تظل صديحة ( حيث ر حل يلها ۾ ) لكل » < 8 . أيضاً اختبار المقارنة ( 7-5 ) يثبت أن 
التكاملين المكررين فى (-5) موجودان ( بعد كتابة م بدلا من ر). نستنتج من نظرية ١1-11‏ 
أن هذين التكاملين المكررين:للدالة ج متساويان . لكن هذا يثبت أن التكاملين المكررين للدالة كر 
موجودان ومتساويان . وهو المطلوب إثباته 

النعائج السابقة تبحث الحالة الى يكون فيها التكاملان المكرران تقاربيان تقارباً مطلقاً . 
الآن تقدم نتيجة تبحث حالة تقارب غير مطلق . 

مم - ع (انظرية . نفر ص أن الدالة كر حقيفية القيمة ومتصلة فى الفترة (4 ,6) عند © < ع » 
0 < ۽ وآن التكاملين اللانهائيين 


لسن 


33.9) [rena rena 


تتقارب بانتظام عند © < × » » < + » عل الترتيب . وبالإضافة إلى ذلك » نفرض أن م 
مەرفة عند ,© < 8 ,۾ < × بأنها 


8 
Fx, B)= | f 0 dt‏ 
ونفرض أن التكامل اللانهائى 
[Fes 8) dx‏ (33.10) 
يتقارب بانتظام عند © < 8 . حينئذ كلا التكاملين اللانهائيين المكررين موجودان ومتساويان . 


البرهان . ما أن التكامل اللانمائى ( مم - ٠١‏ ) يكون تقاربياً بانتظام عند » < 8 » إذا 
كانت 0 < ع فإنه يوجد عدد ٩‏ < م4 بحيث أنه إذا كانت ي4 < 4 فإن 


83.10 | [Fes 8) إجعة‎ Fu, 8) dx | 2 
لكل » < م نلاحظ أيضاً أن‎ 
[Fos 8) dx = f (ffe 5 ai} dx 


= [free 9 dx} dı 
نستنتج أن‎ » ) ٩ - ۳۴۳ ( حسب نظرية ( ۳۴ - ۷ ) والتقارب المنتظم التکامل الثانى فى‎ 
jim, f Fos B) دعة‎ [ {ffe إنة‎ ax 
ومن ثم يوجد عدد » < 8 بحيث أنه إذا كانت 8 < ,8 < ر8 » فإن‎ 
(33.12( | [Fes B2) dx - “F(x, BD) عه‎ <e 
بربط ( ۳۳ - ۱۱) ء (۱۲-۴۳) > نلاحظ أنه إذا كانت 8 < رم < رم ء فإن‎ 
| [Fee B2) dx - [Fs 80 dx | <3 


ومنها ينتج أن ناية جل (8 ,۴)۸ ”4 موجودة عندما + ج 8 بعد استخدام نظرية (۷-۴۳۳) 
للتقارب المنتظم للتكامل الأول فى ( ۴۳ - ه ) » نجد أن 


يفف 


im, 1 (x, 8) dx = im, 1 f(x, ar} dx 
دهع | عر‎ 


= {fies f) dx} dt. 


مما أن كلا الحدين الموجودين فى الطرف الأيسر ( م" - ١١‏ ) طا نہایتان عندما +١‏ ج 8 
فنستنتج بالوصول إلى الباية » أن 


| [f ree 0 a} dx -] | 9 dx} dt | < e 


إذا فر ضنا أن مه+ ج 4 » نحصل على تساوى التكاملات غير المعينة ا مكررة . 
وهو المطلوب إثباته 


النظريات المعطاة أعلى والمسوغة لتبديل تر تيب التكامل مفيدة غالباً » لكن مازالت ترك مجالا 
فسيحاً لبر اعة . وتستعمل مر ار لار تباطها بنظريات التقارب الإطرادية أو المسيطرة ( 88 )1١-‏ 
زعم ر). 


م - و١‏ أمثلة . (1) إذا كانت 9م -(/,خ)/ ء فإنه مكنا أخذ 
e e N)1( = e‏ = ()2 ونستخدم نظرية ( ٣۴‏ - م١‏ ) لنستنتج أن 


/ 0 فعس‎ sin xt dx] d= | 0 e" نه‎ xt dt] dx 
0 0 0 0 


(ب) إذا كانت ** ع = (غ ,)ع عند 0 < × » 0 < £ ء فتوجد متسقة عند اعتبار 
المطين 0 دم و 0 x=‏ . لكن ١‏ إذا كانت 0 < »,0 < 4 و #4 <م و 2120 
فنلاحظ أن 


~—ax/2 2/ه-ى‎ 


ا ے ۷2 ع انان 


إذا وضعنا ٠*٣‏ = (»)۸4 و 12ء = () » فإن نظرية ( مم - ٠۴‏ ) تثيت أن 


Cera a= fea) 


(ج) اعتبر الدالة ‏ 000 ميرك (بر ,)م عند 0< رو 0< 4»<* . إذا 
وضعنا ”° e‏ ب (ر)N‏ و × -()2 فيمكننا تبديل تر تیب التكامل على × ك © » 
ترك 0 . ما أن 


(2)1+92م- e+e‏ کے 


3 


5 
ا ہے مق 2+ 
| قرت - عله 5 1 


A 


فينتج أن 
* م مم 5 40 دي مه 5006 
xe” dy) dx‏ م4 | d=‏ 26 
0 


' إذا غير نا المتغير بريد ما جد أن ٠‏ 


1 xe” dy = | e dt=I 
0 0 


1 هدي مو 
dy‏ ع 2e“‏ = ا 


وإذن ينتج أن 


إذا جملنا 0 ج 4 فنجد أن التعبير الموجود فى الطرف الأيمن يقترب إلى 272 . تلاحظ فى الطرف 
الأيسر أن الدالة المراد تكاملها تكون مسيطرة بالدالة القابلة للتكامل :-(2ن + 1) . باستخدام' 
نظرية التقارب المسيطرة ٠‏ نحصل على 


=i || = 212‏ 1+7 كر = 
لذلك نجد أن 4/ = 72 , الى تنتج اشتقاقاً القانون 
er dx = Wr‏ 
(د) إذا كاملنا بالتجزىء مرتين » نحصل على القانون 
e” sin x dı = cos a +”, sin a‏ (33.13) 
إذا كانت 0 < » < برو 0 < » < × فإنه يمكننا المناقشة كا فى مثال (ب) لإثبات أن 
a dy‏ ر ا + a dy‏ و 1 
dx‏ عو | d=‏ إده sin x‏ 0 ا 


نريد إيحاد النهاية عندما 0 + © . وهذا يمكن إجراؤه بوضوح ف التكامل السابق و نحصل 
على يرك (×/× وزو >-م) "ثم . ومن حقيقة كون 4 008 7٠ع‏ مسيطرة بالواحد الصحيح 
عند 0 < «راء وكون التكامل توك ((ر +2)1/)1 .وجودا > فيمكننا استخدام نظرية 
التقارب المسيطرة ( م - ٠١‏ ) لنستنتج أن 


.. (e cosa dy 
n j Try WY ا‎ 1+ 


۹ 


التكامل الثنى أكثر مشقة قليلا لأن نفس الفط من التقدير يوضح أن 


ye sina ا‎ 
1+” | 1+2 


والدالة المسيطرة ليست قابلة للتكامل » ومن ثم يحب علينا عمل أفضل من هذا . بما أن “كن » 
ك | 4 هأة | عند 0 <,لة » فنستنتج أن بز/1 ك | » صز ۲7| » وما نخصل على تقدير أدق 


ye_ sina 1 
1+y | 1+y 
37 ¥ 


يمكننا الآن استخدام نظرية التقارب المسيطرة لأخذ الهاية تحت علامة التكامل » لنحصل على 
dy =0‏ ا 1 lim‏ 


0م 
قد وصانا إلى القانون 
sin x‏ 2 وه 
0 


Br ~ Are tan a = = 
a 1+y x 


dx 


نريد الآن أن تأخذ النهاية عندما 0 ج ك . لابمكننا هذه المرة استخدام نظرية التقارب المسيطرة 
لأن مه × دزو "× ليس مطلق التقارب . مع أن التقارب**”ء إلى الواحد الصحيح عندما 
0ج إطرادى » فإن.حقيقة كون ‏ 2أ5 تأخذ كلما الإشارتين تثبت أن التقارب للدالة المراد 
تكاملها الداخلية ليست إطرادياً . خسن الحظ ء قد رأينا سابقاً فى مثال ( مم - ه ) (د) أن 
التقارب التكامل يكون منتظماً عند 0 < » . حسب نظرية ( «م - ١‏ ) » للمرة الثانية يكون 
التكامل متصلا عند 0 < » ومن ثم حصل على القانون الآ 


)33.14( لكلل‎ dhe 


تمرينات : 


مم - (أ) أثبت أن التكامل ب ×٥‏ :1 يتقارب بانتظام عند ٤‏ فى فترة [8 ,0] لكن 
سوف لاتتقارب بانتظام عند 0 < 1 . 
مم - (ب) أثبت أن التكامل 


| e عه‎ 

0 x 

تتقارب بانتظام عند 1 < + » لکن لا يتقارب تقارباً مطلقاً عند أى من هذه القم للمقدار م . 
مم - (ج) لأى قم للمقدار ٤‏ تعقارب التكاملات اللانهائية الآتية بانتظام . 


۰ 


س کي مس م 


x +t x +t 
|| “مكبر‎ cos ix dx (3) 1 e” cos tx dx (e) 
0 0 
4 پر سی‎ 2) ١ | "ے٣ ينل‎  )ه(‎ 
6 × 0 


«م (د) استخدم قانون ( ۴۳ - ١4‏ ) لإثبات أن كو( 38 )1 
۳ - (م) استخدم قانون ( ۱٤-۳۴‏ ) لإثبات أن = بل "٠‏ عند 0 < 8 , 
حقق التفاضل و أثبت أن 


سا شه 
r‏ 


ا سيم ]| 
21 > € و 


م (و) أثبت الوجود للتكامل به ×(-1) بإ (لاحظ أن الدالة المراد تكاملها 
يمكن تعريفها بأنها متصلة عند 0 = × ) . أحسب هذا التكامل 


(1) بإبدال 2< بالمقدار 2ه ثم التفاضل بالنسبة إلى 4 » 
(ب) بتکامل ي *- *:1 بالنسبة إلى 4 . حقق كل اللطوات 
۲۲ -(ز) بفرض أن ۴ معطاة عند ۲٤۴‏ بأنها 
F(D= [er cos tx dx‏ 
فاضل بالنسبة إلى 4 ثم كامل بالتجزیء لتثبت أن (1/2(/1)4-) = (1) ۴٣‏ . حينئذ أوجد 7 
بعد تغيير متغير ‏ أثبت القانون 
cos tx dx = Walc N c>0‏ زو 3 
۳ (ح) بفرض أن © معرفة عند 0 < ٤‏ بأنها 
o = f e" dx‏ 
فاضل ثم غير متغير ات لتوضيح أن  26)۲(‏ = ()'6 . حينئذ أوجد (4)© وأثبت القانون 
Wg e‏ بول بلقتم 17 ا 
۴۲ (ط) استخدم ( ٠-٣‏ ) » وقوائين حساب الثلثات الأولية » والمارسة لإثبات أن 


1 


2 2 a =1, a>0, (i) 
0 


3 1 
0, 4-0, 
=-1, a<0 
| sin x cos aX gx =1, || > 1 (ب)‎ 
FT Jo x 
= |al=1, 
=0, la|>1 
2 (sin x sin ax ري‎ _1, ,a+1 ( 
9 وه1ح د ءيق‎ jaj<1 (ج‎ 
1 21 
4 lal>1 
2 TT 
ا‎ 3 


۴ - (ى) عند ٤N‏ ۸ نفرض أن ٠‏ معرفة بأنها 


(x)= 1/x, 1sxsn, 
=0, x>n 


أثبت أن كل ١‏ ها تكامل عند 1 < × والمتتابعة (,/) محدودة » متزايدة باطراد » 
وتتقارب بانتظام إلى دالة متصلة ليست قابلة للتكامل على (1 < ×: ۸ ع ») 
مم - (ك) بفرض أن .8 معرفة بأنها 
g(x) > 1/n, Osx > 0,‏ 
x>n?‏ ,0= 


أثبت كل ,رع لها تكامل عند 0 < × والتتابعة (رع) محدودة وتتقارب إلى دالة ع ها تكامل 
على 0 < × » لکن ليس صحيحا أن 


هل التقارب اطرادى ؟ . 
سم < (ل) إذا كانت 07 +»)/2-2)-62)م 2 ء أثيت أن 
نلعم for‏ <يهإعون [fre‏ 
fre Datjax<0 for B>1‏ 
ومن ثم » استنتج أن 
۲ 


1 1 0 1 1 f 2 ax} diz ffe 5 إنه‎ dx. 


مم -(م) استخدم مناقشة مائلة إلى الى فى مثال ( ٠١-۴۴‏ ) (ج ) وقوانينا من مرينات 
۴ (ز)ء **(خ)ء لإثبات 


“cost 
Tye” 
× < 0, مم - (ن) باعتبار التكاملات المكررة للدالة بر زي 0627م على الربع 0 < بر‎ 
أثبت القانون‎ 
مو م ا کی‎ 
تيج‎ d= f ary 0 


. (ه)‎ ) ٠١ - ۳۳ ( هذا المشروع یدرس دالة جاما » الى قدمت فى مثال‎ )»( - ٣۳ 
تذكر أن ۳ معرفة عند × [0< ×: ۸ »)د۲ بواسطة التكامل‎ 
(x)= [er dt 
۲۵( = ۷7 قد رأينا توا أن هذا التكامل يتقارب عند م ع × وأن‎ 

(1) وضح أن '1 متصلة فى ۲ . 

(ب) أثبت أن رع - (د+ع)1 عند ۴× (إرشاد : كامل بالتجزیء فى الفار ة 
))2 

(ج)( أثبت أن إم ع (1+هع1 2 عند neN‏ 

( د( أثبت أن 1 = x(x)‏ ,ميسلا . ومن ثم ينتج أن ۳ ليست مدو دة على مین 0 = ٭. 

( ه) أثبت أن ١‏ قابل للتفاضل فى وأن المشتقة الثانية تكون دائماً موجبة . (ومن ثم تكون 
'1 دالة محدبة فى ه) , 

(و) بتغيير المتغير + أثبت أن 


(x)= 2] وی‎ ds = uf وي‎ ds 
0+ 0+ 


عم - (8) نقدم دالة بيتاً لأويلر . نفرض أن (لر,×)8 معرفة عند لزو× ى 
P={xeR:x <0(‏ بأنها : 


B(x y)= fera ~7 dy 


ا 


إذا كانت 1 < ر و 1 < × » فإن هذا التكامل يكون معيئاً » لکن إذا كانت 1 > × > 0 أو 
1 .> ر > 0 فإن التكامل يكون غير معين 
(1أ) أثيت تقارب التكامل عند ر ,× فى ۲ . 
(ب) أثبت أن (× ,ر)8 = (ر ,»)8 
(ج ) أثبت أنه إذا كانت ر ,× تنسيان إلى 2 » فإن 
BES 2f in )™-(cos "7 dt‏ 
و : 3 
B(x, y)= age du.‏ 
(د) بتكامل الدالة الموجبة 
f u) = e 1q‏ 
على [0 <= u” = 22, 1= 0, u‏ + :ي)) م مقارنة هذا التكامل بالتكامل على المربعات 
الداخلية والحارجية » استنبط القائون الهام 
لم رم B(x,‏ 
( ه) أثبت قانوني التكامل الآتبين : 


ma 

/ (in x)" ع مسن‎ (n) 2° 

VrF(n+1)___2۰4۰6۰۰۰(2%) 

2r(n+) 103-05-7. )28+1( 

۳ () - هذا المشروع والمشروع الآق يعطى قليلا من خواص تحويل لابلاس0*؟ : 

وهى هامة: لكلتا الرياضيات النظرية والتطبيقية . لتبسيط المناقشة » ستركز اهامنا للدوال 

المتصلة ر المعرفة فى (0 < 8:٠‏ >؛) إلى الفراغ ۸ . تحويل لابلاس لدالة كر هو الدالة ر المعرفة 
عند العدد الحقيق ى بالقانون ١‏ 


1 a2 
1 (sin x)’ dx = 


f) = ef(:) di 
£)f( بالرمز‎ f طالما يتقارب هذا التكامل . أحياناً للدالة‎ 
نفترض أنه يوجد عدد حقيق © بحيث أن ©» > | (4) | عندما 4 تكون كبيرة كيرا‎ )1( 
ل 1877 ) © كان الابن لفلاح نورمائدى »> ثم أصبح‎ 1۷۲٩ ( سيمون لابلاس‎  رييب‎ )#( 
: أستاذا فى المدرسة العسكرية فى باريس وانتخب لاكاديمية العلوم‎ 


هو مشهور بعمله فى الميكانيكا السماوية والاحتمالات . 


۳٤ 


كانيا . حينئذ التكامل الذى يعرف تحويل لابلاس م يتقارب عندما 6 < ك . وبالإضافة إلى 
ذلك » فإنه يتقارب بانتظام عندما .م +ع < إذا كانت 0 < 5 . 


(ب) إذا كانت ر تحقق شرط كوبا محدودة المذكور فى جزء (أ) » فإن أ تكون متصلة 
وها مشتقة عند © < ك وممطاة بالقانون 


(= ورم[‎ dt 


[ أى أن المشتقة لتحويل لابلاس للدالة كر هى نحويل لابلاس للدالة (6) ئ = ()8 ] . 
(ج) بالاستنتاج » أثبت أنه تحت شرط الحدودية فى () يكون للدالة لما مشتقات من كل 
الرتب عند © < ى وأن 
at‏ سه f‏ - "1 
(د) نفرض أن ۾ و ار دالتان متصلعان حيث تحويل لابلاس لما هما أى الدالتان ۾ و f‏ 


تتقاربان عند مى < ى ع وإذا كانت ظ و © عددين حقيقيين فإن للدالة عط + ره تحويل 
لانلاس يتقارب عند وى < ى ويساوى هم + ه 


(ه) إذا كانت 0 < ۾ » وكانت (/©) گر =(1)ع » فإن ۾ تتقارب عند ریه < ى وأن 
f(a)‏ - 80 
بالمثل » إذا كانت (4/4)ر (1/4) = (۸)1 » فإن ۸ تتقارب عند ©/وى < 5 وأن 
h(s) = f(as)‏ 
(و) نفرض أن تحويل لابلاس / للدالة أ موجود عند وى < 8 ونفرض أن ر معرفة عند 
0 > + بأنها مساوية للصفر . إذا كانت 0 < 8 وكانت (85-غ)ثر >-(/)ع ٠‏ فإن ۾ 


تتقارب عند ر8 < ى وأن 
§(s)=e"f(s)‏ 
بالمثل»إذا كانت )٤(‏ ثر ۶ء = ۸)٤(‏ لأى مقذار حقيق 8 » فإن # تتقارب عندما م + ود<ى 
وأن 
f(s—b)‏ = )م 
٣٣‏ (8) - هذا المشروع استمرار للمشروع السابق ويستخدم نتانجه . . 


() -أثبت الجدول القصير الآ لتحويلات لابلاس 


fo 


فترة التقارب 160 10 


1 1/5 قو‎ <0, 
و‎ n!/s™ s>0, 
e“ (sa) s>a, 
te“ ` ره < و "ل - )لم‎ 
. a 
sin at للشدم‎ 
ةو‎ a all s, 
cos at ثبي‎ 
ara all s, 
a 
sinh at وس‎ s>a, 
h 5 
cosh at به < و سم‎ 
sin 4 
= Arc tan (1/s) s>0. 


0 


(ب) نفرض أن “كرو كر متصلتان عند 0 < ۲ وأن / تتقارب عندما وى < ى وأن 
0ح () »تك عند »+ +۲ ليع وى < ى . إذن يكون تحويل لابلاس للدالة "ر موجوداً 
عند مک يكون 

Ts) =sf(s)— f(0). 

( ارشاد : كامل بالتجزیء) . 

(ج ) نفرض أن "رو ' رو أ متصلة عند 0 < م وأن f‏ تتقارب عند مى< 5. بالإضافة 
إلى ذلك نفرض أن 0)'["-م6 و (0/”-© تقترب من 0 عندما دهع لكل وى < ى 
إذن يكون تحويل لابلاس الدالة “/ر موجوداً عند وى < ى ويكون 

f(s) =s°f(s)—sf(0)— f'(0) 
فإن التكامل‎ ٠ (د) إذا لاحظنا أن كل أو جزء الدالة المراد تكاملها هو تحويل لابلاس‎ 
يمكن حسابه أحياناً بتغيير ترتيب التكامل . استخدم هذه الطريقة لساب التكامل‎ 
لسر‎ 
0 5 
1 (ه) من المرغوب حل المعادلة التفاضلية‎ 
y()D+2y()=3sin) y(0)=1 

نفرض أن هذه المعادلة لها حل بز بحيث أن تحويل لابلاس لحل بر » ”ر موجودان عندما 8. 
تكون كبيرة كبرآً كافياً . فى هذه الحالة يحب أن يحقق تحويل بز المعادلة 

29(s) = 4/)5 - 1(, s>1‏ + (2)0 - (و) لاو 
الى مہا ينتج أن 
Î‏ 


5+3 
(s+2)(s—-1) 


استخدم كسوراً جزئية وال جدول فى (1أ) لحصول على *م- =( )ر » الذى يمكن إثباته 
مباشرة كحل للمعادلة التفاضلية 
(و) أوجد الل للمعادلة 


(s5) = 


y"+y'=0, y(0=a, 0‏ 
باستخدام تحويل لابلاس 
( ز ) أثبت أن معادلة تفاضلية متجانسة خطية معادلات ثابتة بمكن حلها باستخدام تحويل 
لابلاس . والأسلوب الاصطلاحى لتحليل دالة قياسية إلى كسور جزئية . 


TY 


الفصبل الساد س 
التشلسلات اللانهائية 


مختص هذا الفصل بإثبات النظريات الأكر أهمية فى نظرية المتسلسلات اللانمائية . و بالرغم 
من و جود نتائج هامشية قليلة هنا » فسنوجه انتباهنا إلى الفرو ض الأساسية . يرجم القارىء إلى 
مقالات أكثر شولا لنتائج وتطبيقات متقدمة . 

سنقدم فى الباب الأول النظريات الأساسية المتعلقة بالتقارب المتسلسلات المائية فى الفراغ 
سوف نحصل على بعض نتائج لها طبيعة عامة وتساعد فى إثبات التقارب لمتسلسلات وتحقق مارسة 
خاصة المتسلسلات . 

سنعطى لى باب ٠١‏ بعض ر اختبارات » مألوفة التقارب المطلق للمتسلسلات و بالإضافة 
إلى ذلك فإن كلا من هذه الاختبارات ينتج تقديراً كياً ختص بسرعة التقارب وذلك لفان 
تقارب المتسلسلات الى تطبق هذه الاختبارات علها . 

مدنا الباب الآقى ببعض اختبارات مفيدة التقارب الشرطى > ويزودنا مناقشة قصيرة 
للمتسلسلات المزدوجة وحاصل ضرب المتسلسلات . 

نقدم فى باب ۳۷ الدراسة لمتسلسلات الدوال ونثبت الحواص الأساسية لمتسلسلات القوى 
بيا فى الباب الأخير من هذا الفصل سنثبت بعض النتائج الأساسية لنظرية متساسلة فور ييه 


الباب الرابع والثلاثون ‏ تقارب متسلسلات لا نهائية : 
فى مقررات أولية » « تعرف » متسلسلة لامائية أحياناً بأنها « تعبير فى الصورة 
txt HXH‏ ريع . (34.1) 
هذا « تعريف » ينقصه وضوح ء لكن ء بما أنه لايوجد قيمة خاصة مكنا ربطها قبل هذا النظام 
من الر موز لتدل على إجراء عدد لانها من عمليات الجمع بالرغم من و جود تعريفات أخرى مناسبة » 
فسنعتبر المتسلسلة التهائية مثل المتتابعة الحواصل جمع جزئية . 


. 


١ - "4‏ تعريف . إذا كانت (ي×) = > متتابعة فى الفراغ "۸ > فإن المتسلسلة 
اللاهائية ( أو ببساطة المتسلسلة ) المولدة بواسطة ل هى المتتابعة (ج5) = 3 المعرفة بواسطة 
Sı= X1,‏ 


sa=s+x2 (=x +x), 


ولع« + +٠٠١‏ يع + sk FX, (=x;‏ = وق 


إذا كانت 5 تتقارب » فنشير إلى 05فا بأنه حاصل جمع المتسلسلة اللابهائية . تسمى' 
العناصر يرد الحدود وتسمى العناصر ٠‏ بر5 حواصل جمع جز ئية هذه المتسلسلة اللالبائية , 


من المناسب استمال التعبير ( 4 - ١‏ ) أو أى من أحد هذه الرموز 
ÈÙx»‏ د IS‏ 


كل يشير إل المتسلسلة اللانهائية المولدة بواسطة المتتابعة () = + وأيضا لتشير إلى لصفا أ 
فى حالة كون هذه المتسلسلة اللانبائية تقاربية . بالمارسة الحقيقية » الاستعال الزوجى هذه الرموز 
لايؤدى إلى إبام » طالما كان من المفهوم وجوب إثبات تقارب المتسلسلة . 


ويحب على القارىء الاحتر اس منعاً للاهام بين الكلمتين ( متتابعة ) » « متسلسلة » . وبلغة 
غير رياضية تكون هاتان الكلمتان قابلثين لتبديل كل مهما مكان الأخرى » لكن » فى الرياضة » 
لايكونان مار ادفين حسب تعريفنا » تكون متسلسلة لاجائية هى متتابمة 8 خصلنا عليها من 
. متتابعة معطاة ل طبقاً لعملية خاصة ذكرناها أعلاه . توجد طرق أخرى كثيرة لتوليد متتابعات . 
جديدة و « حواصل جمع » ملتصقة المتتابعة المعطاة × . يحب على القارىء أن يبحث فى كتب 
على المتسلسلات التباعدية » المتسلسلات المقادبة » قابلية المتسلسلات لجع على أمثلة لمل هذه 
النظطريات . 


. توجد كلمة أخيرة عن مسائل رمزية . مع أننا نفهرس غالبا العناصر المتسلسلة بأعداد 
طبيعية » يكون » من المناسب أحياناً بدرجة أكثر أن نبدأ من 0 =2 » من 5 =1 › 
أو من #6 = 7 فى مثل هذه الحالة سترمز للمتسلسلات الناتجة أو الحواص جمعها برموز مثل 

ْ Û Û x. J x 
. 8” عرفنا فی تعريف ( ۱۲ - ۲ ) » حاصل الجمع وباق الطرح لمتتابعتين  7 ,د فى‎ 
فقد عرفنا المتتابعتين‎ ٠ 2“ با مئل » إذا كانت © عدداً حقيقياً وإذا كانت س عنصراً نى‎ 
عل الترتيب . نخر الآن المتسلسلات المتولدة‎ > 8R ۴ كاه فى‎ = (x), )# . )م‎ 
. بهذه المتتابعات‎ 


۹ 


4س - 8 نظرية . (أ) إذا كانت المتسلسلتان (<) 2 › (70) < تقاربيتين فإن 
(xn + yn)‏ > تتقارب وأن حواصل الجمع تكون مرتبطة بالقانون . 

(xn + yn) = Z (xn) + Z (yn)‏ ره 
نتيجة مشابهة تظل صحيحة المتسلسلة المنتجة بواسطة ¥ س ى . 

(ب) إذا كانت المتسلسلة (,«) 5 تقاربية » © عدداً حقيقياً » « عنصراً ثابتاً من ۴° » 

فإن المتسلسلتين (م.ده) 2 7300٠0 ,(٠‏ تتقاربان ويكون 
«١ ZL (%)‏ د رد Z (x)= e (n), (Ww ١:‏ 

البر هان . تنتج هذه النتيجة مباشرة من نظرية ( ١ - ٠١‏ ) ومن تعريف ( )١ - ۳٤‏ . 

وهو المطلوب إثباته 

ر ما يكون متوقعاً أنه إذا كانت المتتابعتان (,») = × » (,بو) = ۷ تولدان متسلسلتين 
تقاربيتين » فإن المتتابعة (رر ٠ ۷ = )» ٠‏ 6 تولد أيضاً متسلسلة تقاربية . وللاحظة أن 
هذا لايكون داماً صعیحا نأخذ (1("//7-)) =۷ = × فى الفراغ ۴ . 

الآن نقدم شرطاً ضرورياً بسيطاً لتقارب متسلسلة . ومع ذلك فهو ليس كاف . 

0-4 مفترض . إذا كانت (.×) < تتقارب فى ٩”‏ فإن 0 = (×) قتعلا . 

البرهان . من التعريف نجد أن » التقارب للمتسلسلة (+) = يعنى أن (ء) 11۳ 
موود . لكن 3 يما أن 

lim (x) = lim (s,) — اim فإن 0 = (ر_يى)‎ × = sS —~ S1 

وهو المطلوب إثباته 

النتيجة الآتية » ها أهمية كبيرة بالرغم من أنها محدودة فى مجال”. 

4” - 4 نظرية . نفرض أن (ر×) متتابعة لأعداد حقيقية موجبة . إذن المتسلسلة (م*)ة 
تتقارب إذا وإذاً فقط كانت المتتابعة (م5) = 5 لحواصل جمع جزئية محدودة . فى هذه 
الحالة يكون 

2 مود‎ = Him (s«) = sup {s«} 
البرهان . بما أن 0 < × » فإن المتتابعة لحواصل جمع جزئية مت أيدة باطراد‎ 
كتوق كرو‎ SS. 
نجد أن المتتابعة $ تتقارب إذا وإذا فقط كانت‎ » ) ١ - ١5 ( حسب نظرية التقارب الاطرادى‎ 
ا وهو المطلوب إثباته‎ 


4. 


. مما أن معيار كوثى الآقى هو بالضبط صياغة ثانية لنظرية ٠١ - ٠١‏ »2 فسوف نحذف 
پر هاه . 

#4 - ه معيار كوشى للمتسلسلات . تتقارب المتسلسلات (<) 2 فى 27 إذا وإذا 
فقط كان يوجد لكل عدد 0 < 8 عدد طبيعى ( 8 )34 بحيث آنه إذا كانت ( 8 )84 < ۸ < 7۸ 
فإن : 

(lsa = sall > || يبك + م‎ ٠ °+ xw|| < ع‎ 

مفهوم التقارب المطلق يكون غالباً ذو أهمية عظمى فى دراسة المتسلسلات ٠»‏ كا سنوضح 
فما بعد . 

4م - 5 تعريف . الفرضن أن (×) = × متتابعة فى ۴ . نقول إن المتسلسلة 
(.») < تقاربية تقارباً مطلقاً ( أو تقاربية مطلقة ) إذا كانت المتسلسلة (||,«|]) < تقاربية 
ف الفراغ © . 

يقال للمتسلسلة أنها تقاربية مشروطة إذا كانت تقاربية ولكن ليست تقاربية مطلقة . 

من الم كد أنه لايوجد تمييز بين التقارب العادى والتقارب المطلق المتسلسلات الى عناصر ها 
أعداد حقيقية موجبة . لكن » رما يوجد فرق بين التقاربين لمتسلسلات أخرى . 

4م - ب نظرية . إذا كانت متسلسلة فى ”22 تقاربية مطلقة فإنها تكون تقاربية . 

البر هان . من الفرض » تتقارب المتسلسلة ([.||) 2 . لذلك » ينتج من لزوم معيار 
كوثى ( 4م - ه) أنه بإعطاء 0 < ع » يوجد عدد طبيعى ( 24)8 بحيث أنه إذا كانت 
( 1)8 < ۸<" » حينئذ 

ع > xno + lenc + ٠ ٠ °+ xml]‏ 
طبقاً لمتباينة المناث » يسيطر الطرف الأيسر هذه العلاقة على 
ال ]| 
نستخدم الكفاية لمعيار كوثى لنستنتج أن (.») < يحب أن تتقارب . 
: وهو المطلوب إثباته 


٤م‏ - م أمثلة . (أ) نعتير المتتابعة الحقيقية (”) = كر » الى تولد المتسلسلة الطندسية 

(34.2( a+ a ءال‎ aq" +< 

شرط كاف للتقارب هو أن 0 = (”6) 1382 » الى تعطلب أن 1 > |4| . إذا كانت 
mz=n‏ « فإن 3 


1 


a 
1-a 
الى بمكن تحقيقها بضرب كلا الطرفين بالمقدار 2 - 1 وملاحظة الظاهرة التلسكوبية على الطرف‎ 

الأيسر . إذن حواصل المع الجزئية تحقق 


m+1‏ دلجم 
-s| =a. + a | <, m=‏ موا 


(34.3( a+ a+... “ين‎ = 


إذا كانت 1 > |4 ] » فإن0 ج |إ""ه| لذلك يدل معيار كوفى على أن المتسلسلة المندسية 
( ۴ - ۲ ) تتقارب إذا وإذا فقط كان 1 > | »| . نفرض أن0 = ۸ فى ( 6+ - م ) 
وبإيجاد اللهاية بالنسبة إلى 8 نجد أن ( 4م - ؟ ) تتقارب إلى اللهاية (۾ --2/)1 عندما 
4[>1|. 

(ب) نعتبر المتسلسلة التوافقية )1/١( ٠‏ > » المعروفة بألا تتباعه . يما أن 
0 = (1/۸) 1۳ . لامكننا استخدام مفترض ( 4 «) لإثيات هذا التباعد ٠‏ لكى يحب 
تنفيذ استدلال أكثر دقة » الى سيستنتج من نظرية ( #4 - 4 ) . 

سنوضح أن متتابعة جزئية لحواصل جمع جزئية ليست محدودة . فى القيقة » إذا كانت 
2 يم 2 فإن 


1,1 
Sk T>‏ 
وإذا كانت 22 := ر » فإن 
11+2 14ب,-ط1ط11ب!- 
7+ 1=( 2+ ,و <1 ++ =2 +++ = و 


بالاستنتاج الرياضى » نستنج أنه إذا كانت 27 = يم › فإن 


لذلك » تكون المتتابعة الجرئية (..5) ليست محدودة والمتسلسلة التوافقية لاتتقارب . 


(ج ) تدرس الآن المتسلسلة - م الى هى (”1/8) < حيث 1 ك م > 0 ونستعمل التباينة 
الأساسية ۸ > 7ج « عند nEN‏ . من هذا ينتج أنه » عند 1م >0 »› فإن 


5 neN 


وحيث أن حواصل الجمع الجزئية المتسلسلة التوافقية ليست محدودة » فإن هذه المتبايئة توضح أن 
حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (*/1) < ليست محدودة عند 1 5 م > 0 . ومن ثم 
المتسلسلة تكون تباعدية عند هذه القم للعدد م 


۲ 


( د) اعتبر المتسلسلة ‏ م عندما 1 < م . بما أن حواصل الجمع الجزئية أطرادية 2 
فيك أن نوضح أن متتابعة جزئية ما تظل محدودة لكى ثبت التقارب للتسلسلة . إذا كانت 
22-11 سي ء فإن ١‏ = ب . إذا كانت 22-13 = رم » ونجد أن 

+1 +1 > ( + += 
وإذا كانت 23-1 = وي » فتحصل على 
11 
s+ +g" gr r‏ “بيع 
نفرض -“1/2-م ؛ ما أن 1 < ص ء فيلاحظ أن 4>1 >0 . بالاستنتاج 
الرياضى » نجد أنه إذا كانت 22-1 -,#8 » فإن 


ا +421 +<( 


1 
4? 2 47 


r-1 


0<s, <1+a+ a +.۰.+a 
هو الد الأعلى لواصل الجمع الجزئية المتسلسلة -م حيث‎ 1/)1  ©( ومن ثم يكون العدد‎ 
. أن عند مثل هذه القع للمقدار م » تتقارب المتسلسلة -م‎ ) ٠-٣٤ ( م > 1 . ينتج من نظرية‎ 
(ه) اعتبر المتسلسلة ((1/)12+7) < باستخدام كسور جزئية » يمكننا أن نكتب‎ 
E 1 ا كي ال‎ 
هذا تعبير يوضح أن حواصل الجمع الجزئية تلسكوبية ومن ثم‎ 


ا 1 1 3 1 


Teg 2001 1 +1 


ينتج أن المتتابعة (.5) تتقارب إلى الواحد الصحيح . 


اعادة تنظيمات متسلسلات : 


بعبارة غير دقيقة يكون معنى إعادة تنظي المتسلسلة هو متسلسلة أخرى نحصل عليها من المتسلسلة 
المعطاة باستخدام كل الحدود مرة واحدة تماماً » لكن بتغيير التر تيب الذى تؤخذ فيه الحدود . 
مثل ذلك » المتسلسلة التوافقية 


ها إعادة تنظمات 


YEY 


نخصل عل إعادة التنظيم الأول بتبادل الحدين الأول والثاى » والحدين الثالث والرابع إل آخره . 
ًا نمحصل على إعادة التنظم الثانى من المتسلسلة التوافقية . يأخذ « حد فردى » » واحد ثم 
« حدين زو جين » ء « ثلاثة حدود فردية » وهكذا . من الواضح أنه يوجد إعادة تنظمات أخرى 
كثير ة ممكنة عددها لامائ للمتساسلة التوافقية . 

4-4 تعريف . متسلسلة (.) < فى ”۸ تكون إعادة تنظ المتسلسلة (30) 2 
إذا كان يوجد تناظر أحادى ر للمقدار لع على N‏ عيث إن x‏ > ملا 
meN ak‏ 

توجد ملاحظة تسترعى الانتباه ترجع إلى رمان » وهى أنه إذا كانت (م») < «تسلسلة 
تقاربية شرطية فى ۸ تقاربية شرطية ( أى إنها تقاربية لكن ليست تقاربية مطلقة ) وإذا كانت » 
عدداً حقيقياً اختياريا » فإنه يوجد إعادة تنظم المتسلسلة (.)3 الى تتقارب إلى © . فكرة 
البر هان لهذا الغرضص أولية جداً . تأخذ حدوداً موجبة إلى أن نحصل على حاصل جمع جز يزيد 
عن © » حينئذ نأخذ حدوداً سالبة من المتسلسلة المعطاة حى نحصل على حاصل جمع جز لحدود 
يكون أقل من 6.» وهكذا . وحيث إن 0=() زا ٠.‏ فليس صعباً ملاحظة أنه يمكن 
تركيب إعادة تنظم للمتسلسلة بحيث يتقارب إلى © . 

معالجتنا المتسلسلات » نجد فى الحالة العامة » أنه من المناسب التأكد من أن إعادة التنظمات 
لاتؤثر فى التقارب أو قيمة اللباية . 1 

4م - ٠١‏ نظرية إعادة تنظيم . بفرض أن (.×) < متسلسلة تقاربية مطلقة فى 87 , 
إذن أى إعادة تنظم المتسلسلة (») 2 يتقارب بانتظام إلى نفس القيمة . 

البرهان . نفرض أن (.») =× > نفرض ,(,,) < هى إعادة قنظم للمتسلسلة 
(,) © ونفرض أن ع2 دا أعلى لحواصل الجمع الجزئية من (|.:|) > واضح أنه إذا كانت 
ر +٠۰۰+‏ بر = هو حاصل جمع جز المتسلسلة (-() ,2 » حينئظ 

bill+--°+|lyrll = K 

ومها نجد أن («) 2 تتقارب تقاربا مطلقا لعنصر ما بر فى الفراع ۴° نرغب فى 
إثبات أن برح × . إذا كانت 0<:» ونفرض أن (27)6 محيث إنه إذا كانت 


m>n=>N(e)‏ و x+۰“+x‏ عمد فن ع>للءه-ءا|ا ويكون 


2> ع>ااء*]‎ 
k=n+1 


4 


باختيار حاصل جمع جز £ للمتسلسلة (2) < عيث إن 8>|خ-(ا|| وبحيث إن 
کل ا , ل تفع ی ٤‏ . وبإجراء هذا » نختار ‏ < 8 كبيرة لدرجة أن كل غلا 
الى تظهر فى م2 تظهر أيضاً فى .»5 وإذن , 


lx yl = lx - مولا الدد‎ =e + lle +ع > الا‎ D> لاسا‎ +e > 3 


ما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن نر = × , وهو المطلوب إثباته 
تمرينات : 


هم - (آ) نفرض أن (ه) > متسلسلة ممطاة ونفرض أن (.) 2 هى المتسلسلة 
الى فيبا حدودها هى نفس الحدود ف المتسلسلة (به) < » بعد حذف الحدود الى فيها 0= به 

أثبت أن (ه) 2 تتقارب إلى عدد 4 إذا وإذاً فقط كانت (0) 2 تتقارب إلى 4 . 

4م - (ب) وضع أن التقارب لمتسلسلة لاتتأثر بتغيير عدد محدود من حدودها . ( طبعاً » 
رما يتغير حاصل الجمع ) . 

4م - (ج) أثبت أنْ جموعات الحدود لمتسلسلة تقاربية الناتجة بإدخال أقواساً تحتوى 
على عدد محدود من الحدود ء لاتهدم التقارب أوقيمة الباية . لكن » مجموعات حدود فى متسلسلة 
قباعدية يمكن أن تنتج تقارباً . 

هم - (د) أثبت أنه إذا كانت متسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية تحتوى فقط على عدد 
محدود من حدود سالبة » فإئها تكون تقاربية مطلقة . 

هم - (ه) وضح أنه إذا كانت متسلسلة لأعداد حقيقية تقاربية شرطية » فإن المتسلسلة 
لحدود موجبة تباعدية والمتسلسلة لحدود سالبة تباعدية . 


4م - (و) باستخدام كسور جزئية » أثبت أن 


3 1 E 
7217 a if <0) ( 
3 1 1 

20170274 0 


هم - (ز) إذاكانت ,(0©) 2 «تسلسلة تقاربية لأعداد حقيقية » هل 6,3) :2 تكون 
تقاربية دائما ؟ إذا كانت. .0 < به ء هل حح أن (۷4) < تكون دائماً تقاربية ؟ 


4م - (ح) إذا كانت (به) ل تقاربية وأن ,0 < نه » حينئذ هل (,يويه/) × 
تقاربية ؟ 


#4 - (ط) نفرض أن (4) 2 متسلسلة لأعداد موجبة مضبوطة ونفرض أن 


to 


لال ” bı,‏ معرفة يأن تكون «/(يه+-00+يم+ره)-ب8 . أثيت أن (.)2 تکون 
دائماً تباعدية . 

4 - (ى) نفرض أن (.) 2 متسلسلة تقساربية ونفرض أن 5610 .© » معرفة 
بأنها المتوسطات الموزونة أى 


_ a+ 2هي+٠‎ ٠ ١ + مها‎ 


9 n(n +1) 


إذن (.) 2 تعقارب وتتساوى (يم) ۶ . 
#4 - (ك) نفرض أن (.ه) 2 هى متسلسلة لأعداد موجة ومتناقصة باطراد أثبت أن 
(©) 37-1 تتقارب إذا وإذاً فقط كانت المتسلسلة . 
26 0 
تتقارب . تسمى هذه النتيجة أحياناً باختبار تكثيف لكوثى . [ إرشاد : غم الحدود فى مجموعات 
کا فی مثالی ( 4م - ۸ ) (ب › د) ] . 
4 - (ل) استخدم اختبار التكثيف لكوثى لناقشة التقارب للمتسلسلة - م (1/۸7) >< 
84 ¬ (م) استخدم اختبار التكثيف لكوثى لإثبات أن المتسلسلات 
1 
n(log n)(log log n) ’‏ 2 
لكك ل ل SS E‏ 92 
n(log r)(log log r)(iog log log n)‏ 


1 
Zrogn’ 


تباعدية . 
٣٤‏ - (ن) أثبت أنه إذا كانت 1 < © » فإن المتسلسلتين 


1 1 
n(log n) * n(log n)(log log n)’‏ 2 
تقار بيتان 
4 - (س) نفرض أن (به) متتابعة متناقضة باطراد لأعداد موجبة . أثيت أنه إذا 


كانت المتسلسلة (مه) 2 تقاربية » فإنث ‏ 0= lim (na)‏ . هل العكس صميح ؟ 


4؟ - (ع) إذا كانت 0-(يه) سنا فإ () £ و 26.2 +.0) 5 تتقاربان 
معاً أو تتباعدان معا . 


لكان 


الباب الخامس والثلاثون ‏ اختبارات لتقارب مطلق : 
حصلنا فى الباب السابق على بعض نتائج متعلقة بدراسة المتسلسلات اللانهائية > وخاصة 
الحالة الهامة الى فيا تكون المتسلسلات تقاربية مطلقة . لكن » باستثناء معيار كوشى وحقاقة 
كون حدود متسلسلة تقاربية تقترب إلى صفر ء لم نثبت أى شروط ضرورية أو كافية لتقارب 
المتسلسلات اللاجائية . 
سنعطى الآن بعض نتائج حيث يمكن استخدامها لإثبات التقارب أو التباعد لمتسلسلات لانبائية. 
وبسبب أهيتها > سير انتباهاً خاصاً عقارب المطلق . ما أن التقارب المطلق المتسلسلة (,) < 
فى ”2 يكون مكافتاً لتقارب المتسلسلة (|.*|) < لعناصر موجبة فى الفراغ ۸ » فن الواضح 
أن النتائج الى تعبت التقارب لمتسلسلات حقيقية موجبة ها فائدة خاصة . 
يوضح اختبار نا الأول أنه إذا كانت الحدود لمتسلسلة حقيقية موجبة تكون مسيطرة 
بالحدود المناظرة لمتسلسلة تقاربية » فإن المتسلسلة الأولى تكون تقأربية . وتعطى اختباراً للتقارب 
المطلق الذى يحب أن يصوغه القارىء . 
وم - ١‏ اختبار المقارنة . نفرض أن (.») =× و (,رر) =۲ متتابعتين حقيقيتين 
موجبتين و نفرض أنه لی عدد حقيقي × يكون 
Xn E Yn for n < K‏ (35.1( 
حينئذ التقار ب للمتتابعة (.ر) < يضمن التقارب للمتتابعة (.) 2 . 
البر هان . إذا كانت })ع(M ım > n < sup {K,‏ فإن 
ع >> الوط + د Xasi FF Xm S Yn‏ 
الى مها يكون المطلوب إثباته واضحاً وهو المطلوب إثباته 
هم - ۲ نباية اختبار مقارنة . نفرض أن (.2)- 6 و (.()- ا متتابعتين 
() إذا كانت العلاقة 
lim (xa/yn) ¥ 0‏ (35.2) 
صصيحة » فإ (.») < تكون تقاربية إذا وإذا فقط كانت (.۷) 2 تقاربية . 
(ب) إذا كانت النباية فى( ه+ - م ) صفراً و كانت . (20) < تقاربية » فإن (:06 2 
تقاربية . 
البرهان . ينتج من ( هج - ۲ ) أنه لعدد حقيى ما 1< وعدد طبيعى ما ۸ » 
يكون 


4 


Xn = CYn for n=>K‏ ع ملإ(ء/1) 

إذا استخدمنا اختبار المقارنة ( )١ - ۴١‏ مرتين » نحصل على المطلوب إثباته والمذكور فىّ 
جزء (أ) . برهان الجزء (ب) يكون ماثلا وسوف حاف . وهو المطلوب إثباته 
اختبار الجذر والنسبة : 

الآن يعطى اختبار؟ هاماً يرجع لكوثى . 

۴٥‏ ۳ اختبار جذر : (أ) إذا كانت (.<)- #6 متتابعة ى ”2 وكان يوجد 
عدد موجب 1 > ۲ وعدد طبيعى × نحيث إن 

)35.3( lanl" sr for n=K 

فإن المتسلسلة («») < تكون تقاربية مطلقة . 

(ب) إذا كان يوجد عدد 1 < ٣‏ وعدد طبيعى × عیٹ إن 

(35.4) lxnllT=r for م‎ < 

فإن المتسلسلة (.×) (2 تكون تباعدية 

البرهان . (1) إذا كانت ( ۴١‏ - ۴ ) تظل صميحة ء فتحصل على ٠‏ "م > ||| 
الآن عند 1 > + > 0 » تكون المتسلسلة (”7) < تقاربية » كا لاحظنافى مثال ( 4« -م) 
)ع( ومن ثم ينتج من اختبار المقارنة أن Z (x)‏ تقاربية مطلقة . 

(ب) إذا كانت ( هع - + ) تظل قائمة » فإن *7 < اإم×ا| . لك » ما أن 1< مع 
فن الط أن 0 > (أء||) lim‏ وهو المطلوب إثباته 

وبالإضافة إلى ذلك » نجد لإثبات التقارب المتسلسلة (م») < » أن اختبار الجذر يمكن 
استخدامه للمصول على تقدير لسرعة التقارب . هذا التقدير مفيد فى الحسابات العددية وى بعض 
التقو مات النظرية أيضاً . 

هم - 4 نتيجة . إذا كانت م تحقق 1 > م > 0 وإذا كانت المتتابعة (0) = × 
تحقق ( ۳٠١‏ = م) » فإن حواصل الجمع الجزئية n R> KK‏ » تقترب من حاصل الجمع 
(«×) < = حسب التقدير 


)35.5( امد - و||‎ > for n= 1> 


1 


البرهان . إذا كانت × < ۸ < 7 فتحصل عل 


+r" <‏ + ك sl =e t+ > sel +٠ +l‏ كا 


الآن نأخذ الهاية بالنسبة إلى #2 لمصول على ( #8 - ٠‏ ) . وهو المطلوب إثباته 
من المناسب غالباً الاستفادة من التغيير الآتى لاختبار الجذر . 
۴۵ - ه نتيجة . نفرض أن (.») 26 متتايعة فى 87 وضع 
r = lim (xall)‏ ش (35.6) 


طا لما تكون هذه الهاية موجودة . إذن («×) 2 تكون تقاربية مطلقة عند 1 > ٣‏ وتكون 
تباعدية عند 1 < ١‏ . 
البرهان .. ينتج أنه إذا كانت الهاية فى ( هم - ١‏ ) موجودة وأقل من واحد صميح » 
فإنه يوجد عدد حقینی 1م حيث 1 > ٣,‏ > م وعدد طبيعى × عیٹ إن 
lanl" srr: forn=K‏ 
فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تقاربية مطلقة . إذا كانت هذه الهاية تزيد عن الواحد الصحيح » 
فإنه يوجد عدد حقيق 1 < ر٣‏ وعدد طبيعى × محيث إن 
forn=K‏ .م < "لما 
أى إنه فى هذه الحالة تكون المتسلسلة تباعدية . وهو المطلوب إثباته 
هذه النتيجة بمكن تعميمها باستخدام الثهاية الأعلى بدلا من الأهاية . سنتر ل التفاصيل كتمرين . 
بالاختبار الآق يرا جع إلى دالمبيرات (*) 
وم- 4 اختبار نسبة . (أ) إذا كانت (<) =× متتابعة لعناصر ليست أصفارا 
فى الفراغ R۶‏ و کان يوجد عدد موجب 1 > ٣‏ وعدد طبيعى × نحيث إن 


(35.7 ا‎ for n < K 


al °"‏ 
فإن المتسلسلة (-2) 2 تكون تقاربية مطلقة . 
(ب) إذا كان يوجد عدد 1 < ٣‏ وعدد طبيعى 46 بحيث إن 


(35.8 ula, fy, عدم‎ 


eel 


فإن المتسلسلة (.») < تكون تباعدية , 


(*) جين لروند دالمبيرت ( ۱۷۱۷ - ۱۷۸۳ ) کان ابن شیفالیر د ستوشز. أصبح سکر ترا 
للأكاديمية الفر نسية وموجهاً رياضياً لدائرة المعارف . ساهم فى الديناميكا والمعادلات التفاضلية . 


۹ 


البرهان . (1) إذا كانت ( ۴١‏ - ۷ ) تظل صحيحةء فإن مناقشة أولية للاستنتاج تثبت أن 
ااع×اا ”+ > إاسبمء| لكل 1 < م . ينتج أنه عند × < م تكون الحدود المتسلسلة 
مسيطرة محدود متوالية هندسية بعد ضر ها فى ثابت ولتكن (”7) < حيث 1 >: > 0 
تستنتج من اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) » أن (50) < تكون تقاربية مطلقة . 
(ب) إذا كانت ( هم - م ) صحيحة » فإن مناقشة أو لية للاستنتاج - توضح أن 
r” lx‏ > |إسبعد|| عند 1> m‏ 
ما أن 1 < + » فن غير الممكن أن نمحصل على 0= (||م×إ|) ص1 » لذلك لايمكن المتسلسلة 
أن تتقارب . وهو المطلوب إثباته 
ه"- ۷ نتيجة . إذا كانت م تحقق 1>م > 0 وإذا كانت المتتابعة (,<) =× 
تحقق ( ٠٠‏ - ۷ ) عند < م > فإن حواصل الجمع الجزئية تقترب من حاصل لجمع 
s = (xn)‏ حسب التقدير . 
for < K‏ اا > اوا )35.9( 
ار هان . تدل العلاقة ( هم - ۷ ) على أن إل * = اذا عند n> K‏ 
لذلك » إذا كانت ٤‏ < ۸ < ۴ فنجد أن 
+٠ ° °+ xml‏ الصدد|| > || xw‏ +° ° °+ مذ > sn = sll‏ 


اص > ادا )™"+...+ (r+‏ < 
: ومرة أخرى نأخذ الهاية بالنسبة إلى 7# لنحصل على ( هم - و ) . وهو المطلوب إثباته 


۸-۴٠‏ نتيجة . نفرض أن (.») =× متتابعة فى ۸ ونضع 


=m) 


طالما وحدت الهاية . إذن المتسلسلة (,<) < تكون تقاربية مطلقة عند 1 > م وتباعدية 
عند 1< م. : 

البر هان , نفرض أن الهاية موجودة وأن 1 >م . إذا كانت ,م تحقق 1 > ,۶> >٣‏ 
فعندئذ يوجد عدد طبيعى × بحيث إن 


عا < :د for‏ ,> لعا 


فى هذه الحالة تثبت نظرية .( ٠١‏ - 8 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . إذا كانت 1 < م » وإذا 


fo. 


كانت وم تحقق # > يم > 1 » فإنه يوجد عدد طبيعى × بحيث إن 


for n= K‏ ,داكا 
n‏ 


وفى هذه الحالة يوجد تباعد للمتسلسلة . وهو المطلوب إثباته 


اختدار راب : 


إذا كانت 1 = ١‏ » فإن كلا من اختبارى النسبة والجذر يفشل والمتسلسلة إما أن تكون 
تقاربية أو تكون تباعدية . [ أنظر مثال هم - م١‏ ( د) ] . يكون من المفيد لبعض أغراض 
الحصول على صيغة أكثر دقة لاختبار النسية حالة الى فيها 1 = ١‏ . النتيجة الآثية » الى ترجم 
إلى راب » تكون عادة مناسبة . 
4-۳٠‏ اختبار راب . (أ) إذا كانت (ب) = متتابعة لمناصر غير صفرية 
من الفراغ ”80 و كان يوجد عدد حقيى 1 < © وعدد طبيعى × بحيث إن 
 forn = K‏ 1-4 ع lul‏ (35.10) 


فإن المتسلسلة (م:) 2 تكون تقاربية منتظمة . 
(ب) إذا كان يوجد عدد حقيق 1 ك © وعدد طبيعى × بحيث إن 


2 جم 
ell = 1,  forn=K‏ (35.11) 


فإن المتسلسلة (») 2 ليست تقار بية مطلقة . 
البر هان . () نفترض أن العلاقة ( هم - ٠١‏ ) تظل قائمة » فنحصل على 
llxxll for k= K‏ )1 -ه)- |ءد ||( - k xall = (k‏ 
ينتج أن 
[lxxjl> 0 for k= K‏ )1 ح |lxxıll = (a‏ ع (k—1)jlxxll=‏ )35.12( 
الى مها ينتج أن المتتابعة ‏ (إإر.يند| ) تتناقض عند ير ح ) . جمع العلاقة ( 1٣-۴١‏ ) 
عند K = K,...,١‏ وملاحظة أن الطرف الأيسر يكون تلسكوبياً » نجد أن 
Dlx! +٠ ٠ °+ [xxl‏ حه) = r [xall‏ -|مدا|(1-ع1) 
(0) .جوزيف راب ( ۱۸۰۱ - ۱۸۰۹ ) ولد فى أكران ودرس فى زيورخ . اشتغل فى کل 


من المندسة والتحليل . 


o1 


ما يوضح أن حواصل الجمع الجزئية من (.«|) < محدودة زيثبت التقارب المطلق للمتسلسلة 
(xn)‏ > 
(ب) إذا كانت العلاقة ( هم - ١١‏ ) تظل قائمة عند ع < م » فما أن 651 » 
(r — 1) xel‏ = |دد| a)‏ ¬( > الدد|| n‏ 
نجد أن المتتابعة (|..«|| ۸) تتزايد عند ٤‏ <۸ ء ويوجد عدد 0 < بحيث إن 
n=>K‏ متك > |lxn+ıl|‏ 
بما أن المتسلسلة التوافقية (1/8) .2 تتباعد » إذن («×) < لايمكن أن تكون تقاربية مطلقة . 
وهو المطلوب إثباته 
يمكننا أيضاً استخدام اختبار راب للحصول على معلومات عن سرعة التقارب . 
ه«- ١١انتيجة‏ . إذا كانت 1 < 6م وإذا كانت المتتابعة ‏ (.») =× تحقق 
( ه#- ٠١‏ ) ع فإن حواصل الحمع الحزئية تقترب من حاصل جمع ى للمتسلسلة (6 2 
حسب التقدير 


(35.13( ااا گے > إإاءد - واا‎ for n=>K 


البرهان . نفرض أن عد > ”< م" ويجيع المتباينات الناتجة من (0- ٠١‏ ) عند 
...2+1 - 2خ نحصل عل 
٠ ١ xl)‏ °+ السذد|)(1 جه) > الصمرا| n xall - m‏ 
ومن ثم نجد أن 


الا سكل > ااا +۰۰ ٠‏ + اما ك اام = ا 


بأخذ النباية بالنسبة إلى 2 ء نحصل على ( و#-م( ) . وهو المطلوب إثباته 
فى التطبيق لاختبارات راب » ر ما يكون مناسباً استخدام الصيغة الآنية و الأقل حدة للهاية . 
١١-۴٠‏ نتيجة . نفرض أن (,.) = × متتابعة لعناصر غير صفرية من الفراغ مج[ 
و نضع 
((لتتعا- )م )مده (35.14) 
nll‏ 
طالما وجدت هذه الماية . حيةةذ تكون (.») < تقاربية مطلقة عند 1 < © وليست تقاربية 
مطلقة عند 1 > © . 1 


oY 


البرهان . نفرض أن الهاية ( هخ - ١4‏ ) موجودة وتحقق 1 < © . إذا كانت ,© 
أى عدد حيث 1 < ,© < 4 » فإنه يوجد عدد طبيعى × حيث إن 


17 < م for‏ (لنكا- )»> به 
إذن » ينتج أن 
for n <1‏ نهب ا 
و تكد نظرية ( وم - 4 ) التقارب المطلق للمتسلسلة . بالمخل نتناو ل الحالة الى فيا 1 > » 
ستحذف . وهو المطلوب إثباتة 
اختبار التكامل : 
تقدم الآن اختباراً قوياً » ينسب إلى ما كلورين(*) » لمتسلسلة أعداد موجبة . 


وم - ٠۲‏ اختبار تكامل . بفرض أن كر دالة متصلة » متناقصة » وموجبة فى الفترة 
(1 <ع:)) . إذن المتسلسلة ((8)/) < تتقارب إذا وإذا فقط كان التكامل اللاتباق 


: f(D d= اسن‎ |! f0 a) 
موجودا ى حالة التقارب نجد أن حاصل المع الجزثى  ((70) :< = بو وحاصل الجيع‎ 
ععققان التقدير‎ 3 - 322, )f)۸(( 

)35.15( 1 f(D dt = ss, = 0 dt 
فينتج أن‎ » ]/6- 1, K[ البر هان . بما أن ر متصلة موجبة وتتناقص ف الفترة‎ 
)35.16( f= f f( dı = f(k-1) 

يجمع هذه المتباينة عند ,3 ,2 = £ نحصل على العلاقة 

IO 
الى توضح أن كلا أولا أحد من الهايتين‎ 

() کولن ماكلورين ( ۱۹۹۸ - ١745‏ ) كان تلمیذاً لتيوتن وآستاذاً فى أدنيره . و كان 

اموجه للرياضيات البر يطانية فى عصره وساهم فى كل من الهندسة والفيزياه الرياضية . 


for 


lim (sn), im f(0 a) 
على‎ k= 1+1, .. ., ٨0 عند‎ )١١ - ۴ ۵( موجود . إذا كانا موجودين » فتحصل بحم العلاقة‎ 
= 0 dt = صوق‎ - Sn-1 
ومها ينتج أن‎ 
|” كعددد مر‎ | ) dt 


إذا أخذنا الباية بالنسبة إلى 8# فى هذه المتباينة الأخيرة » نحصل على ( 8م ب ١6‏ ) , 
وهو المطلوب إثباته 


سنوضح كيفية تطبيق النتائج فى النظريات (هم - )١‏ إلى إه» - )١7‏ عل المتسلسلة م 
الى قدمناها فى شال ( 4م - م ) (ج) . 

وم - م١‏ أمثلة . (أ) سنستخدم أولا اختبار: المقارئة . مع العل أن المتسلسلة التوافقية 
(/1) = تتباعد » يلاحظ أنه إذا كانت 1 > م » فإن > 2م ومنها 


بعد استخدام اختبار المقارنة ( هم - ١‏ ) > نستنتج أن المتسلسلة . م الى هى (1/۸) :7 
تتباعد عند 1 > مر . 
(ب) اعتبر الآن الحالة 2 = م » أى المتسلسلة (1/87) 5 . نقارن هذه المتسلسلة مع 
المتسلسلة التقاربية [(1 +1/2)08] < الموجودة فى مثال ( 4" - م ) ( ه) . بما أن العلاقة 
1 1 1 
nn) om‏ 
تظل صحيحة والحدود الموجودة على اليسار تكون متسلسلة تقاربية ع فلايمكدنا استخدام نظرية 
المقارنة مباشرة . لكن ء هكن استخدام هذه النظرية إذا قارئا الد النوى من المتسلسلة 
I [1/n(n + D]‏ بالحد ( النوى + )١‏ من المتسلسلة 1/۸7) > . بدلا من هذا نستخدم 
اختبار نهاية المقارنة ( ه” - ۲ ) ونلاحظ أن 
AO RES‏ 1 
n(n+1) n+1‏ خم n(n+D‏ 
ما أن الهاية حارج القسمة هو الواحد الصحيح وماآن [(1/۸)۸+1] 2 تتقارب » فإن 
المتسلسلة (1/82) < تتقارب أيضاً . . 


fof 


(ج) نعتبر الحااة 2 < م . إذا لاحظنا أن .2م < ۶ عند 2 < م فإن 


فبتطبيق مباشر لاختباز المقارنة نجد أن (1/۸) 2 تتقارب عند 2 < م . بالتعاقب » يمكننا 
استخدام اختبار نباية المقارئة ونلاحظ أن ` 

1.1_ #21 

© مير nF n2 n"‏ 
إذا 2 < م » فإن هذا التعيير يقرب إلى صفر E‏ ( ۴ - ۲) (ب) ` 
أن المتسلسلة (*م/1) < تتقارب عند 2 < م . 

باستخدام اختبار المقازنة » لابمكننا الحصول على أى ١علومات‏ تتعلق بالمسلسلة - م عند 

2 > م <1 مالم يمكننا إيحاد متسلسلة معروف صفة تقاربها والى يمكن مقار تجا بالمتملسلة فى 
هذا المدى . 


( د) تفرض اختبازى النسبة والجذر بتطبيقهما على المتسلسلة - م . نلاحظ أن 
م-عم/1 11م a‏ 1 
ركم د ترسو د جر 


من الآن المعروف ( انظر مثال ٠١‏ - ۸ ) (ه) أن المتتابعة 0 تعقارب إلى الواحد 


الصحيح . وإذن تحصل على 
1=) )سن 


ومن هذا نجد أن اختبار الجذر ( فى الصورة الموجودة فى النقيجة هم - ه ) لايمكن تطبيقه . 
بنفس الطريقة » بما أن 


E E ES ون‎ 1 
(n+I "م‎ (n+1)” (1+1/n) 
ود‎ 


وما أن المتعابمة (”(/1+1)) تتقارب إلى الواحد الصحيح » فنجد أن اختبار النسبة 
( فى الصورة الموجودة ف النتيجة ۴٠١‏ - ۸ ) لا يطبق . 

( م) إذا يثسنا + نستخدم اختبار راب للمتسلسلة - م لقي صحيحة للمقدار م أولا > نحاول 
استخدام ثتيجة ( وم - ١١‏ ) . نلاحظ أن ْ 


E يوت‎ 


Yoo 


إذا كانت م عدا صيساً » فإنه يمكننا استخدام نظرية ذات الحدين لحصول على تقدير همد الأخير . 


فى الحقيقة 
E P__pPP-D,...‏ 
1م112 )2 0 1( 
إذا أخذنا اللباية بالنسبة إلى # ٠‏ نحصل على م . ومن ثم توضح هذه النتيجة لاختبار راب 
أن المتسلسلة تتقارب لقم سميحة من 2 < م ( لكن إذا كانت نظرية ذات الحدين معروفة 
لقم غير صعيحة للمقدار م » فيمكن تحسين هذا ) . 
(و) أغيراً » نستخدم اختبار التكامل للمتسلسلة - م . نفرض أن - -0)/ 


وتتذكر أن 
,(1) عه1- 10g (n)‏ = به 1 || 
3 
: 1 أل 
1 *م ‘for‏ (5-1 رح نهم 1 
من هذه العلاقات نرى أن المتسلسلة - م تتقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 
1ك م. 
تمرينات : 


هم - (أ) أثبت التقارب أو التباعد للمتسلسلة الى حدها النونى معطى كا يل : 


1 8 0 
(أ) وبي ووجج ٠‏ ( مسر جين 

(ج ( 8 (د) n/2"‏ 

(n(n+1]™* (و)‎ [n(n+DF™* (ه)‎ 

(-1)"n/(n +1) ( 2 01 رمق‎ 


٠١‏ - (ب) لكل من المتسلسلات التقازبية فى تمرين ( هم - أ ) » احسب الباق فى حالة 
أخذ أر'بعة حدود فقط . إذا أردنا أن نحدد حاصل الجمع ضمن ۰ © 8 حدا يحب 
أن تأعذ ؟ . : 


هم - (ج ) ناقش التقارب أو التباعد المتسلسلات التى حدها النونى ( عندما ‏ تكون 


كبيرة كبر كافياً ) معطى بأنه 
(f)‏ ”مهمع (ب) “لم [log‏ 
(ج ( [log nj e”‏ (د) [og nj logn‏ 
[nlog nF’. (» )‏ )2 و( fn(log n)(log log n)"‏ 


انا 


هم ¬( د ) ناقش التقارب أو التباعد للمتسلسلات الى حدها النوف 


)ع( ا (ب) ثم 
(ج) ‏ "ا - )»( ® (dogn)e‏ 
(ھ) معطم (١‏ “م كر 


وم - ( هم) أثبت أن المتسلسلة 


تكون تقاربية » لكن كلا من اختبارى النسبة و الجذر يفشل فى الاستخدام . 


وهم (و) إذا كان وه عددين موجبين » فإن 


1 
2 
تعقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 1 > م . 
وم -(ز) اختر المتسلسلات الى حدها النونى هو 


92 n! 

2 0 3-0507---25+1( (1) 
2-4۰۰۰ )2n) 2:4٠ (م2)‎ 
FO 0 Fran © 


و" - (ح) المتسلسلة المعطاة بأنها 
EYEE‏ 


تتقارب عند 2 < م وتتباعد عند 2ك . ٠‏ 


وم - (ط) نفرض أن ر( جر متتابغة فى م ونفرض أن ۶ معرفة بأنها 


r = lim sup (xall) 

إذة () > تكون تقاربية مطلقة إذا كانت 1 > م وتتباعد إذا كانت 1 < م . [ الهاية 
الأعلى (,() هتاه دنا د به لتعابعة محدودة لأعداد حقيقية عرفناها فى باب م١‏ . هى العدد 
الوحيد ع ذو الخواص (1) إذاكانت « > فإن ۷ ك وط ميم neN‏ كيبيزة كبر 
کافاً »> (لذ) إذا كانت ير> سد فإن مط > سر لأعداد كفيرة عددها لہا N‏ ۸€ 

هم س (ى) نفرض أن (») =× متتابعة لعناصر غير صفرية للفراغ #0 ونفرض أن 
م معرفة بأنها ([-<|ا/إاد.مدا) 

(أ) أثبت أنه إذا كانت 1 > م » فإن المتسلسلة (.×) (2 تكون تقاربية مطلقاً . 


YoY 


(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تقاربية مطلقة حيث 1 < م . 
(ج) إذا كانت .1<(حت|اا...) ٠‏ أآثبت أن المتسلسلة () 2 ليست تقاربية 
٠‏ - (ك2) نفرض أن (,) = × متتابعة لعناصر ليست صفرية للفراغ 0 ونفرض 
أن © ممطاة بواسطة. ((ا لارا -1)) مناه ساك ۾ 
(1أ) إذا كانت 1 > 4 أثبت أن المتسلسلة (.2) لل ليست تقاربية مطلقة . 
(ب) اعط مثالا لمتسلسلة تباعدية حيك 1 حي .أ 
(ج) إذا كان 1< (0أت لاد -0)1) تصنصنا أثيث أن المتسلسلة () ۶ تكون 
تقاربية مطلقة . 
هم - (ل) نفرض أن X= (x)‏ بحيث أن 0< يد عند لزع »م , أثبت أن المتسلسلة 
(«) 2 تكون تباعدية إذا كان ١‏ 


lim sup (oz » [r1 -(- 1[(> 1 


وم - (م) نفرض أن 0<ير عند يزع ير ونفرض أن مولي جه = (.×/ x,‏ - ۸)1 
حيث 0<م » )k.)‏ محدودة . إذن المتسلسلة (») 2 تتقارب إذا كانت 1 < ي وتتباعد 
إذا كانت 1م . 


۴٠‏ - (ن) إذا كانت 0 < ي > 0 < م » فإن المتسلسلة 
٤ y p+D+2 (p+)‏ 


(q+ 1)(q +2) ١-١ (q+ n) 
. تتقارب عند 1 + م < © وتتباعد عند 1+ 7ك و‎ 
. (س) أثبت أن المتسلسلة !(2501(2/28+1) > تكون تباعدية‎ - ٣٠ 
+= lim inf (ع) نفرض أن 0< .× ونفرض أن (۸ ع0 ا/× ع10(‎ - ۴۵ 
. أثبت أن (,,<)نة تتقارب إذا كانت 1 < م وتتباعد إذا كانت 1 > م‎ 
. (ف) نفرض أنه لا أحد من الأعداد © ,8 ,© ليس عددا صحيحاً سالباً أو صفر؟‎ - ۲٠ 
أثبت أن المتسلسلة فوق اهندسية‎ 
مو‎ ala+1)b(b +) جمى,‎ D(a +2b(b + 6ن‎ +2... 
Tie 2ee+)  3ee+e+2) 
تقاربية مطلقة عند 6 + ۾ < © وتباعدية عند 8 + 4> ع.‎ 


۲٣‏ - (ص) نفرض أن 0< به ونفرض أن (,4) 5 تتقسارب . کون متسلسلة 


Yoh , 


تقاربية (ة) < حيث 0ن محيث أن 0-(رزله) سنا ۽ ومن ثم بين أن (5)6 
تتقارب بسرعة أقل من (بم) < . (أرشاد : نفرض أن (,,4) هى حواصل الجسم الجزئية 
للمتسلسلة (يم) = وأن 4 ھی ايا . عرف b= r‏ د يومد رمدم 
هم - (ق) نفرض أن 0<به ونفرض أن (,م) > تتباعد . كون متسلسلة تباعدية 
(,6) < حيث 0 < رط بحيث أن 0= (هلىة) سنا ء ومن ثم (.ط) < تتباعد بسرعة أقل 
عن (,ه) 2 (ارشاد : نفرض أن ۸<1 پول بهل .طا د ودين ) 
هم - (ر) نفرض أن [...,يم ,)1 ترمز إلى الجموعة لأعداد حقيقية الى 
لايظهر رقم 6 فى الجزء المشرى لا . أثبت أن المتسلسلة (م#/1) = تتقارب إلى عدد أقل من 
0 . إذا كانت (... ,ص ,ردم هى الجموعة الى تنتهى بالرقم 6 » فإن (/1) < تتباعد . 


4 


مشروعات : ' 

» بالرغ, من أن حواصل الضر ب اللانهائية لاتظهر بغالبية مثل المتسلسلات اللانبائية‎ 4 - ۴٠ 
فلها أهمية فى اختبارات كثيرة و تطبيقات . للبساطة » سوف نركز اهّامنا هنا على حوزاصل الفرب‎ 
» اللانمائية الى حدودها 0< .م . إذا كانت (يم)- ۸ متتابعة لأعداد حقيقية موجبة دقيقة‎ 
فإن حاص ضر ب لانهاقٌ » أو المتتابعة لحواصل ضرب جزئية » المولدة بالمتتابعة 4 هى المتتابعة‎ 
المعرفة الها‎ 5- )p( 

Pı = و(مهيه = )يعرم تيم ريه‎ ٠60 
Pn = يهيه > )مهدمم‎ ٠٠١ للإجهنية‎ <۰. 


إذا كانت TT NT‏ 
الضر ب اللانهاقٌ المولد بالمتتابعة 4 قو فى هذه اطالة أن حاصل الضر ب اللانهاق يكون تقاربياً 
ونكتب أما 


+00 م0 * * 01042045 أو (©) 11 Tl a.‏ 
١‏ لدلالة على كلد م وناية ۲ . 
( ملاحظة : المتطلب أن ##0دطم ص[ ليس ضرورياً لكنه تقليدى . لأنه يغبت أن 
خواص معينة لحواصل ضرب محدودة تطبق أيضاً على حواصل ضرب لانهائية ) . 
(أ) وضح أن شرطاً ضرورياً للتقارب لحاصل ضرب لانہا هو أن 1 - (يه) ہنا 
(ب) أثبت أن الشرط الضرورى والكاف للتقارب 
Ila. a. >0‏ هو ازب loz a,‏ ير 


(ج ) حواصل الضرب اللالائية غالبا لما حدود على الصورة ون + 1 = ره . حفظاً 


0۹ 


على تيدنا الدائم » نفرض أن 1-< لكل ۸٤م‏ . إذا كانت 0= » أثيت أن 
شرطاً ضرورياً كافياً لتقارب حاصل الضر ب اللانبائ هو التقارب للمتسلسلة الهائية (يد) ۶ + 
( ارشاد : استعمل نباية اختبار المقارنة مم - 8) . 

( د) نفرض أن 1-<„ . وضح أنه إذا كانت المتسلسلة اللانبائية ‏ (.ل) < 
تقاربية مطلقة » فإن حاصل الضرب الانجائقى (:ه+11)1 يكون تقاربياً . 

(ه) نفرض أنه 1-< وأن المتسلسلة (.ن) < تقاربية . إذن شرط ضرورى 
و كاف لتقارب حاصل الضرب الاما (.ه+11)1 هو التقارب للمتسلسلة اللانبائية 
وہ < . (ارشاد : استخدم نظرية تايلور ووضح أنه يوجد مقداران ثابتان موجبان 
A, 8‏ حيث أنه إذا “كانت Bu? ili |u|<}‏ = (يا+ 1) u-log‏ ع Au‏ 


الباب السادس والثلاثون ‏ نتائج ابعد للمتسلسلات : 

الاختبارات المعطاة فى باب هم كلها ها الخاصية الى تثبت أنه » إذا توفرت فروض معيئة 
فإن المتسلسلة (.») < تكون تقاربية مطلقة . من المعروف الآن أن التقارب المطلق يثبت . 
التقارب العادى » لكن يتضح حالا من فحص دوال خاصة » مثل 


CI)" CD" 
ze, م‎ 


أن التقارب بمكن حدوثه حى ولو فشل التقارب المطلق . لذلك يكوت من المرغوب به 
الحصول على اختبار ينتج معلومات عن تقارب عادى . توجد بكثرة مثل هذه الاختبارات الى 
تسبتخدم 'ماذج معينة من المتسلسلات . رما الاختبارات القابلة للتطبيق فى الالة العامة بدرجة 
كبيرة هی الى تنسب إلى بل ودرشلت . 


لإثبات هذه الاختبارات » نحتاج إلى مفترض يسمى أحياناً قاعدة الجمع الجزق لأنها تناظر 
قاعدة التكامل بالتجزىء المألوفة » فى معظم التطبيقات » تكون المتتابعتان 7 ,لد متتابعتين 
فى الفراغ ۴ ٠‏ لكن النتائج تظل جميحة عند كون ¥ ,۲ متتابعتين فى الفراغ مجر 
ويستخدم حاصل الضرب المددى أو عند كون من ۲ ,ل متتابعة. حقيقية والأخرى 
تكون ى 82 . 


(«) نيلس هرك أبل ( ۱۸۰۲ - ۱۸۲۹ ) كان الإبن لرجل دين نرويحى فقير . برهن عندما 
كان عمره ۲۲سنة فقط عدم إمكانية حل المعادلة من الدرجة. الحامسة بواسطة الجذور ©. هذا 
العبقرى الذى عل بنفسه أيضاً بحث بحثاً بارزا فى المتساسلات والدوال الناقصية قبل موته المبكر 
بمرض السل . 


1. 


وم - ١‏ مفترص أبل . نفرض أن () << فى 2# ()=۷۲ ق88. 
متتابعتان ونفرض أننا نرمز لحواصل الجمع الجزئية («() 2 ( بالرمز (.8) . إذا كانت 


ùjj « mzn 


(36.1) 3 XY = (Xm+1Sm — XnSn-1) + (x - x +1)8; 


البرهان . برهان هذه الثتيجة يمكن إعطاؤه بملاحظة أن رو - رع - ب ومساواة 
الحدود على كل جانب من المتساوية . سنثر ك التفاصيل للقارىء . وهوالمطلوب إثياته 
3 لستخدم مفترض أبل لنستنتج أن المتسلسلة (بري») < تكون تقاربية فى حالة كون كلتا 
المتسلسلتين (,) 5 د (,بر) 5 متباعدتين ٠١‏ 
.م ۲ اختبار درشلت . نفرض أن حواصل الجمع الجزئية للمتسلسلة (,() ل[ محدودة . 
() إذا كانت المتتابعة (,) = × تقترب من صفر ء وإذا كانت 
ابد = [xn‏ (36.2) 
تقاربية » فإن المتسلسلة Z (xayn)‏ تقاربية . 
(ب)فى الالة الخاصة » إذا كانت (م) = × مصابعة تناقضية لأعداد حقيقية موجبة 
وتتقارب إلى صفر » فإن المتتابعة (إ-<) 2 تكون تقاربية . 
. البرهان . () نفرض أن 18> |إوإ| لكل تر . باستخدام ( ۳۹ »)١-‏ نحصل 
مل التقدير ْ 


هلاب - Ê Is‏ + اضسا+ امسطناا > | | )663 
إذا كانت 0-(<) صن[ » فإن الحدين الأوليين الموجودين فى الطرف الأيمن يمكن”' 
جعلهما صغير ين بدرجة اختيارية بأخذ 8 ,ص كبير ين كبر كافياً . أيضاً إذا تقاربت المتسلسلة 
( ۳۹ - ۲ ) ».فإن معيار کوشی يۇ كد أن المد الأخير فى هذا الطرف يمكن جعله أقل من 8 
بأخذ (م)14 < ۸ < بم . ومن ثم يدل معيار كوثى على أن المتسلسلة . (رم×) ۶ تكون 


تقاربية . 
(ب):إذا كانت ... <<× < بعد ء فإن المتسلسلة فى ( 4م - 7 ) تكون تلسكوبية 
وتقاربية . وهو الطلوب إثباته 


4م - م نتيجة . فى جزء (ب) » نحصل على تقدير اللطأ 


XY 52 | = 28‏ ا 
5 2 


1 


حيث 8 هى الد الأعلى لحواصل الجمع الجزئية (رر) 2 . 


البرهان . حصلنا على المطلوب حالا من علاقة ( 9 - ۴ ) . وهو المطلوب إثباته 


الاختبار الآ يقوى الفرض على المتسلسلة («ر) < » لكن يضعف الغرض عل () E‏ 
۹ - 4 اختبار أبل . نفرض أن المتسلسلة (.ن) < تتقارب ىم 
(1) إذا كانت المتتابعة (0) = × فى ۴ عيث أن المتسلسلة 
احم - :| > (36.2( 
تقاربية » فإن المتسلسلة . («(.<) < تكون تقاربية . 
(ب) بوجه خاص » إذا كانت المتتابعة (.×) = × إطرادية وتقاربية إلى × فى ۴ » 


حينئذ المتسلسلة (ملا.<) 2 تقاربية . 


البرهان . (1) من الفرض ٠‏ تتقارب حواصل المع الجزئية رى للمتسلسلة (رر)2 
إلى عنصر ما ى فى ۴ . ومن ثم توجد 8 محدودة خاصة بالفعة (لء K:||ء||)‏ وبأخذ 
مدع نجد أنه يوجد (م),لح میٹ أنه إذاكانت (ع) ,× < ۸ ء فإن 6> | يول , 

الآن الفرض الآن بأن ( ۳۹ - ؟ ) تقاربية يدل على أنه إذا كانت ٤۸‏ م فإن » 

[xn = [xı + (xa¬ x) +° ° ° + (x, - الس‎ 
et 
= بق + اا‎ [xu - xxl 

وإذف 4>|.×| لقيمة ما 0< ۸ . وبالإضافة إلى ذلك » يوجد (ء)ر" عيث أنه إذا 
كانت (و)رلل < ”< »2 فإن 


(36.4 [xas x] = > برد|‎ x | > ع‎ 
j=n 


نفرض الآن [(ع)N‏ ,(ع),N) N)e) = sup‏ بحيث أنه إذا كانت ()ږN‏ > ۸ > m‏ 
فنحصل على 
(Xm Sm = xnsn- ||‏ 
الهم - xas‏ + || كمد - [XmaiSm > Xmas] + Xm ss‏ = 
أأسد ج ذلا | + sll‏ لد - ددا [xml ls, s+‏ > 
(2A + 8‏ = عم + 8ع دوم = 


لذلك » بواسطة مفترض أبل ( ۳۹ - ١‏ ) » إذا كانت N)e(‏ < ۸< فينتج 


1۲ 


5 m 
2 XiYi 2 ED 
i 


j =n 


4 +B)e + 


> 24 + B)e + (Ê وا‎ =| (8 


j =n 
= 2(A+B)s ` 
فى الحطوة الأولى . وهذا يثبت التقارب المتسلسلة (۷×) 2 لأن‎ ) 4 - ۳۹٠ ( حيث استخدمنا‎ 
. ع واختيارية‎ <0 
) ۲ - ۳١ ( (ب) إذا كانت المتتابعة (×) إطرادية وتقترب إلى بر > فإن المتسلسلة‎ 
تكون تلسكوبية وتقترب إما إلى × - + أو إلى ×= ,× . وهو المطلوب إثباته‎ 
: إذا استخدمنا نفس النوذج من المناقشة فيمكننا إثبات تقدير الخطأ الآتى‎ 


.م - ه نتيجة . حصلنا فى جزء (ب) » على تقدير اللطأ 


ابد - [xl lls = sll + 2B |x‏ = إلا 2 XY‏ ا 
متسلسلات متعاقبة ( أو متناوبة ) : 

يوجد نوع هام بوجه خاص للمتسلسلات الحقيقية التقاربية الشرطية » أى الى حدودها تكون 
بالتعاقب موجبة وسالبة . 

كنوه رھ ب اة x= (n)‏ لأعداد حقيقية غير صفرية تكون متعاقبة إذا 
كانت' الحدود ١=1,2,...‏ «×"(1-) أعدادها حقيقية كلها موجبة ( أو كلها سالبة) 
إذا كانت متتابعة (:<) = × متعاقبة » فنقول أن المتسلسلة (.») ,< الى تولدها متسلسلة 
متعاقبة . 

من المفيد أن نضع ,1("2-) = »× ونتطلب أن 2<0( أو 2>0 ) لميع 
.... ,1,2 - م . يمكن دراسة التقارب للمتسلسلات المتناوبة بسبولة إذا أمكن استخدام 
النتيجة الآتية الى برها ليبنتز . 

۷-۹ اختبار متسلسلة متناوبة . نفرض أن (.2) = 2 متتابعة تناقضية لأعداد 
حقيقية دقيقة حيث 0= (,2) «رذ1 . حينئذ المتسلسلة المتعاقبة (,ج"(1-)) < تقاربية . 
وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت ى هى حاصل الجمع ذه المتسلسلة برأن ورد هى حاصل لجمع 
الجر الئونى » فإذن نحصل على التقدير 

بمج = م - |s‏ )36.5( 
لسرعة التقارب 1 


۹Y 


البرهان . هذا ينتج مباشرة من اختبار درشلت ( ۲-۳۹ ) (ب) إذا أخذنا "(1-) = مر 
لكن تقدير المطأ المعلى فى نتيجة ( 55 - م ) ليس دقيقاً مثل التقدير فى ( +7-ه) مكنا أيضاً 
الشروع مباشرة .لتوضيح الاستنتاج الرياضى أنه إذا كانت « < :م » فإن 
إ2n|‏ = |" "(1-(+ °۰° °+ 2a2‏ ل [zn‏ = إءم - موا 
هذا ينتج كلا من التقارب والتقدير ( ۴۹ - ه ) وهو المطلوب إثباته 
۸-۴۹ أمثلة . (أ) المتسلسلة (1(/۸-)) > تسى أحياناً بالمتسلسلة التوافقية 
المتعاقبة » ليست تقاربية مطلقة . لكن » ينتج من اختبار المتسلسلات المتعاقبة أنها تقاربية . 
(ب) با مئل » المتسلسلة («/1(*/0-)) ,3 زقاربية » لكن ليست تقاربية مطلقة . 
(ج) نفرض أن 7ع .ونفرض أن ريخ . إذن » ما أن 
cos kx sin šx = sin (k +})x - sin (k —})x‏ 2 
فينتج أن 
nx] = sin (n + 3)x - sin x‏ وم + sin x [cos x +٠٠ ١‏ 2 
ومن ثم » إذا كانت × ليست مضاعفاً صميحاً للمقدار 2 ٠»‏ فإن 
sin (r + 3)x = sin x‏ 
sin šx‏ 2 
لذلك » إذا كانت (2 ع :#121 ء فإن 


(36.6) COS X +٠٠ 0+ COS NX = 


[cos x +٠٠ ١+ ومع‎ nx| > > 
sin | 


.مكنا حينئذ استخدام اختبسار درشلت -۲۴١(‏ ۲) (ب) لستنتح أن المتسلسلة 

cos ۸×‏ (1/8) > تتقارب لكل (7 ع 2 : جع21) ».د . نلاحظ أن هذه المتسلسلة تتباعد عند 

21 = ع عند بعض 2 ع ) 

(د) نفرض ,أن ۸ ع × ونفرض أن „kez‏ . حينئة ما أن 

2 sin kx sin x = cos (k ~3)x - cos (k + د(‎ 

ينتج أن 
عد( + ٠ ٠ ١ + sin nx] = cos }x - cos (n‏ دعر sin šx[sin‏ 2 

ومن ثم » إذا كانت × ليست مضاعفاً صميحاً للمقدار 27 فإن 


cos 2 - cos (n + })x 


sin x +۰۰ ١ + وزو‎ nx = ت‎ 
2 sin 2x 
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لذلك » إذا كانت (2 ع1 :6121©« ء فإن 


sin x +٠ ٠ ١+ وزو‎ nx| = 


كا سبق ء يثبت اختباردرشلت تقارب المتسلسلة 
Z (1/n) sin nx‏ لجميع x#{2kr:ke Z}‏ 
نلاحظ أن هذه المتسلسلة تتقارب عند ×x=2)7‏ عند جرع ع . 
(د) نفرض أن (.ر) = ۲ متتابعة فى الفراغ 282 عناصرها هى 
yı > (1,0), y2 = (0,1), y= (-1,0),‏ 
. وملا = y4 = (0, -1),..., Jn+4‏ 
لاحظنا حالا أن المتسلسلة (() < لاتتقارب » لكن حواصل المع الجزئية ها ,5 محدودة ٠‏ 
فى الحقيقة يكون 2/ كإإبوإ| . إذن يوضح اختبار درشلت أن المتسلسلة )1/۸(y.‏ > 
تكون تقاربية فى 187 


متسلسلات مزدوجة : 
يكون أحياناً ضرورياً أن نعتبر حواصلجمع لانبائية تعتمد على رقين صميحين . تتطور النظرية 
لعل هذه المتسلسلات المزدوجة باختز الها إلى متتابعات مزدوجة » أى أن كل النتائج فى باب ٠۹‏ 
الخاصة بالمتتابعات المزدوجة يمكن تفسيرها للمتسلسلات المزدوجة . لكن » سوف لانستنتج من 
نتائج باب ١5‏ » وبدلا من ذلك » سوف نركز انتباهنا إلى المتسلسلات المزدوجة التقاربية 
المطلقة » حيث أن هذه المتسلسلات هى الدوذج للمتسلسلات المزدوجة الى تظهر كيرا جداً . 


نفرض أنه لكل زوج (.ة) ف لاإزكالخة عنصر ررد فى الفراغ مم . نعرف 
حاصل ألجمع الجزئی الذى رتبته (7,7) أى Bm‏ بأنه 


وكا فى تعريف ١ - ۳١‏ » سوف نقول أن المتسلسلة المزدوجة (ر×) > تتقارب إلى عنصر 
× فی “2 إذا كان يوجد لكل 0<: عدد طبيعى (2/4)8 عيث أنه إذا كانت 
m < 24)6(‏ وكانت (ع)M‏ <= ^ فإن 

1 lx - sall > e 
سوف نقول أن المتسلسلة المزدوجة (ر×) < تكون تقاربية مطلقة‎ » 5 - ۴١ وكا فى تعريف‎ 
. تقاربية‎ 8R إذا كانت المتسلسلة المزدو جة (|ن:د||) < ف‎ 


To 


نوضح كتمرين أنه إذا كانت المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة » فإلها تقاربية وبالإضافة 

إلى ذلك » المتسلسلة المزدوجة تقاربية مطلقة إذا وإذآ فقط كانت الفعة 
nen}‏ دناس {Ê‏ (36.7) 
Tels‏ 

فئة #دودة لأعداد حقيقية . 

نرغب فى ربط المتسلسلات المزدوجة بالمتسلسلات المكررة © لکن سوف نناقش فقط 
المتسلسلات التقاربية المطلقة . النتيجة الآنية أولية جداً » لكنها تعطى معياراً مفيدا للتقارب 
المطلق للمتسلسلات المزدوجة . 

٩ - ١‏ مفترض . نفرض أن المتسلسلة المكردة |إنم|| ,57,57 تتقارب . إذن 
المتسلسلة المزدوجة (ر») < تكون تقاربية مطلقة . 


البوهان . من الفرض تتقارب كل متسلسلة أرما ,5 ٠‏ إلى عدد موأجب ‏ > زره 
وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب المتسلسلة (به) < إلى عدد 4 . من الواضح أن 4 . حد أعلى 
للفئة ( ۳۹ -۷). وهو المطلوب إثباته 
٠١ - ١‏ نظرية . نفرض أن المتسلسلة المزدوجة (ر») < تتقارب مطلقاً إلى × فى 8 . 
حينذ كلقا المتسلسلتين المكررتين . 
xu‏ ,2 2 اطلام (36.8) 
تتقار بان أيضاً إلى × 


البرهان . من الفرض نجد أنه يوجد عدد حقيقى موجب 4 يكون حداً أعلى الفئة فى 
(۳۹ - ۷ ) . نلاحظ أنه إذا كانت 7# ثابعة » أن 


ه > عا بغ 2 > ||-ذدا بغ 
لكل ٠‏ فى N‏ . من ذلك ينتج أنه » لكل ۸6١‏ ء تتقارب المتسلسلة الفردية (82) 37-10 
تقارباً مطلقاً نعنضر پل فى”72 
إذا كانت 0 < 8 ء فنفرض (ع)24 بحيث أنه إذا كانت (ع)84 = ۸ ,ص ٠‏ فإن 


ع < x||‏ - ممواا (236.9) 


وحسب العلاقة 


3000 95 5 
Sar = DJ, xi 2 X2 +° 0+ 2, Xin 
î . لح‎ 1 


كس 


lim (Sn) = J جره‎ J لل جا جوود‎ Xin 
m 5 i=1 


i=1 
=yi + ل ريو‎ 0+ Yn 


إذا عبر نا إلى النهاية فى ( ۴١‏ - 4 ) بالنسبة إلى 8# ء نحصل على العلاقة 


2 | رمع‎  n>M(e) 
2 


ما يثبت أن حاصل الجمع المكرر الأول فی ( ۳۹ - م ) موجود ويساوى × . يستخدم برهان 


ماثل لحاصل الجمع المكرر الثاف . وهو المطلوب إثباته 
توجد طريقة إضافية لجمع المتسلسلات المزدوجة الى سنعتبر ها » وذلك با جع على الأقطار 
محر + ةق . 


١١-١‏ نظرية , نفرض أن المتسلسلة المزدوجة (ر×) 2 تتقارب مطلقاً إلى 
× فى عجر . إذا عرفنا 


ع Xagk-2 ° ° °F‏ + رعرع = رد 2 = 


itj=k 

فإن المتسلسلة () < تتقارب مطلقاً إلى × . 

البرهان . إذا فرضنا أن 4 هى أعلى الفئة ى ( 5م - ۷ ) فنلاحظ أن 

ش ه = اا > اعا ب 
ومن ثم تكون المتسلسلة () < تقاربية مطلقة ؛ يتبق أن توضح آنا تتقارب إلى × بفرض أن 
0<ع نفرض أن 24 بحيث أن 

A-e<}, Dll =4 

إذا كانت 20 < ۸ ,ص » فينتج أن |إبمدد- .ما لا يكون أكين من حاصل الجمع 
([::د|) < المأخوذ على كل الأزواج (ثر ,غ) الى تحقق أما ص = <i‏ 834 أو » > ز> 34 


إذن ع > یمو - مہا » عند < مہ ,مص . ينتج من هذا أن 6 > ایو | توضح 
مناقشة مشاببة أنه إذا كانت 234 < ۸ فإن 


كد 


مده fk‏ 2 
ومہا ينتج أن > = x‏ وهو المطلوب إثباته 


TY 


حاصل ضرب كوشى : 


فى عملية حاصل ضر ب متسلسلتين قوى وتجميع الحدود طبقاً للقوى » ينتج ٠‏ طبيمياً جدا » 
طريقة جديدة لتوليد متسلسلة من متسلسلتين معطيتين . بهذا الارقباط من المفيد رمزياً أن تأخذ 
الحدود المتسلسلة ذات أدلة ....,0,1,2 


۹ - ۱۲ تعريف . إذا كانت () 2-٥‏ و (;2) 7-٥‏ متسلسلتين لانبائيتين فى الفراغ 
۴ حاصل ضر ہما كوثى هو المتسلسلة (»*) .3 . حيث 
Yo ° 2x FY1 ° Zk-1 ° ° °F Yk ° Zo‏ = بير 
هنا تدل النقطة على حاصل الضر ب القياسى فى 22 . يمكننا بطريقة مشاببة تعريف حاصل ضراب 
كوثى للمتسلسلة فى الفراغ +[ والمتسلسلة فى الفراغ ° . 


ر ما يفشل » مع قليل من الدهشة » حاصل ضر ب كوثى لتسلسلتين تقاربيتين فى أن تتقارب 
لكن ٠‏ يلاحظ أن المتسلسلة 


ا 
تقاربية » لكن الحد النونى فى حاصل ضرب كوثى هذه المتسلسلة فى نفسها هو 


]+ علي جيرج | 


,ما أنه يوجد ۸+1 حداً داخل القوسين و کل جد يزيد عن (1/)۸+2 » فإن الحدود 
فى حاصل ضر ب کوٹی لاتقترب من صفر مما يثبت أن خاصل ضر ب كوثى لايمكن أن يتقارب . 


٠۴ - "6‏ نظرية . إذا. كانت المتسلسلتان رمل ٠‏ ر 370 تتقاربان مطلقأ 2 ,ر 
فى ”2 > فإن حاصل ضرب كوثى لما يتقارب مطلقاً إلى 2 . لر . 


البرهان . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0 > ز,¡ » فنعرض أن ;2 ٠‏ ر = بيد . تدل المعطيات 

على أن المتسلسلتين المكررتين |إن*||ه8 205 تتقاربان . من المفترض ۳۹ - ٩‏ » تكون 

المتسلسلة المزدوجة (:») < تقاربية مطلقة للعدد الحقيق × . باستخدام نظريتى :م - ٠١‏ 
ووم دان » نستنتج أن كلا من ال متسلسلتين 

تتقار بان إلى × . برهنا حالا على أن المتسلسلة المكر ان . نز وأن المتسلسلة القطرية 

كوثى المتسلسلعين )z(‏ ل و (ر) 5 وهو المطلوب إثباته 


TA 


فى حالة1 = 82 فقد برهن مرتنسى(*) على أن التقارب المطلق لأحد المتسلسلتين يكون كافياً 
لإثبات التقارب لحاصل ضرب كوثى . وبالإضافة إلى ذلك وضح سيزاروأن المتوسطات الحسابية 
لحواصل الجمع الجزئية لحواصل ضرب كوثى تتقارب إلى 2ثز ( أنظر آمریی ۴۷ ¬ س ع ) . 
تمرينات : ٠‏ 
.م - (أ) اعتير المتسلسلة 


حيث توخذ الملامات مثى . هل تتقارب ؟ 

5م - (ب) نفرض أن 26# عند ۳٤۸‏ ونفرض أن ۶>۹ . إذا كانت 
المتسلسلة (<«/يه) < تقاربية » فإن المتسلسلة (١۸/ه)‏ 2 تكون أيضاً تقاربية . 

5 - (ج) إذا كانا © يم عددين موجبين مضبوطين » فإن المتسلسلة 


_ „o log n) 
راكد‎ 
تقار بية‎ 
5م - (د) ناقيس المتسلسلات الآتية الى حدها النوف هو‎ 


3 


n 


rp 40 a (1) 
0 
(n+) )( 0 (n+: 202 


وم - (ه) بفرض أن (ي0) > متسلسلة تقار بية لأعداد حقيقية . أثبت ت أنه أما (.) 2 
تتقارب أو أعط مثالا عكسياً » عندما تعرف وط بأنها 


anln (a, > 0) (ب)‎ ١ ليك‎ ( 1 ) 
anln (a =0) )د(‎ a sin n (ج)‎ 
1)لمه‎ + |an|) (و)‎ na, (ه)‎ 


++ س (و) أثبت أن المتسلسلة 


EY E ET 
a e E 


تباعدية . 


(ه) فرائز ( س . ج ) مرتنسی ( 1487-184٠‏ ) تعل فى برلين ودرس فی كراكؤ وفينا 
سام أساساً فى المندسة ونظرية العدد واجير . 


۹ 


م - (ز) أسقط الفرض بأن (.2) متناقصة أثبت أن اختيار المتلسلة المتعاقبة 
(5م - ) رما يفشل . 
لكا ف © إذا كانت ٠867‏ نفرض أن .> معرفة بأنها 


: 11 
م10 + كك 


آثبت أن (.) متتابعة متناتصة لأعداد موجبة . تسى النهاية © هذه المتتابعة بثابت أيلر ويساوى 
تقريبياً 0.577 . أثبت أنه إذا وضعنا 


فإن المتتابعة (,ط) تتقارب إلى 2 ه10 ( ارشاد : 2عم1+ دين 8,2 ) * 
) 
1 - (ط) نفرض أن (.) :2 متسلسلة مزدوجة معطاة كا يل 


m-n=1 qij am=+1 
mn~n=-1  اذإ‎ 2-1 
خلاف ذلك‎ =0 


أثبت أن كلا حاصلی الجمع المکررین موجودان ٠»‏ لکہما غير متساويين وآثبت أن حاصل 
الجمع المزدوج غير موجود . لكن » إذا دلت . (.5) على حواصل الجيع الجزئية » 
فإن (.5) ”ا موجودة . 

7: (ى) أثبت أنه إذا كاتت المتسلسلة المكررة والمسلسلة المزدوجة المتسلسلة (..ه)‎ ~ ۴١ 
موجودتين فإنهما متساويان . أثبت أن وجود اللمتسلسلة المزدوجة لايدل على وجسود المتسلسلة‎ 
المكررة » ف الحقيقة لا يدل وجود المتسلسلة المزدوجة حى على أن 0= (بسه) مهلا‎ 
. لكل سم‎ 

۴۹ - (ك) أثبت أنه إذا كانت 1 < م » 1< © ٠‏ فإن المتسلسلة المزدوجة 


ete) ٠١ لجاع‎ 


تكون تقاربية . 
١‏ - (ل) بتقسيم 1/۸7) < إلى متسلسلتين للأجزاء الفردية والزوجية أثبت أن 


mR n= 


1 
eg 1)‏ تيج 42 
۴١‏ - (م) إذا كانت 1>إه| و 1>إط| ء أثبت أن المتسلسلة 
a+b+a?+b*+a+b*+..-‏ 


1 تقاربية . ماهى الباية 08 


1V. 


۹ - (ن) إذا كانت 2)7 2)7۰ ثقاربيتين » فإن ‏ (7)060 تكون 
تقاربية مطلقة وأنه 
arb, = {ZL af} {Db‏ 5 


وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب ”(.ط+ به) < زيكون 


{XZ (a, +b.) } = {Z بو + (نيه‎ b2? 

5 - (س) أثبت نظرية مرتنس : إذا كانت (.ه) 2 تتقارب تقارباً مطلقاً إلى 4 
كانت (.5) > تتقارب إلى 8 » فإن حاصل غرب كوثى لا يتقارب إلى 4# . 
( إرشاد : نفرض أنه يرمز لحواصل المع الجزئية بالرموز © ,.8 م على الترتيب أثبت 
أنه 0= lim(Cn- A,B.)‏ ,و lim(Caı-A.B)=0‏ .( 

١‏ - (ع) أثبت نظرية سيزارو : نفرض أن (به) < ٠‏ تتقارب إلى 4 وأن 
(.205 تتقارب إلى 8 . ونفرض أن () 2 . حاصل ضرب كوثى لما .. إذا كانت (©) 
هى المتتابعة لحواصل جمع جزئية من (.) 2 فإن . 


L(+ جز + .جين‎ AB 


( إرشاد : اكتب A,B, ++ A,B,‏ = بن + جرت ¢ قسم هذا الجمع إلى ثلاثة أجزاء 3 
واستخدم الحقيقة الى تقول إن 4 + .له و 8+ .8 ) 


الباب السابع والثلاثون ‏ متسلسلات دوال : 


ستقوم الآن مناقشة للمتسلسلات اللانائية لدوال » وذلك بسبب ظهورها المتكرر وأهميها - 
يما أن التقارب لمتسلسلة لانهائية يعامل بفحص المتتابعة لحواصل جمع جزئية فإن الاستفسارات 
الخاصة بمتسلسلات الدوال تكون الإجابة عليها بفحص الاستفسارات المناظرة لحتابعة دوال . 
ولهذا السبب » يكون جزء من الباب الحاضر هو جرد ترجمة لحقائق أثبتناها قبل ذلك لمتتابعات 
ودوال إلى مصطلحات ورموز إلمتسلسلات . هذه هى الالة » مثال ذلك » عند جزء الباب 
المتعلق بالمتسلسلات لدو أل عامة . لكن تظهر فقط فى الجزه الثانى من الباب » حيث نناقش 
متسنسلات القوى » بض صور جديدة بسبب الميزة الخاصة للدوال الى يحتويها . 


الا" ١‏ تعريف . إذا كانت (بf)‏ متتابعة لدوال معرفة فى فئة جزئية 8. للفراغ 1+7 
بقيم فى الفراغ 24 » و كانت المتتابعة الحواصل جمع جزئية (50) المتسلسلة اللانهائية (60) < 
معرفة عند × فى 2 أا 


34 


s(x) = fix), 
s(x) = sı(x) + f(x) [= fı(x)+ fa(x)], 


نقول نى حالة كون المتتابعة (,5) تتقارب فى 2 لدالة ر > أن المتسلسلة اللائهائية لدوال 
۰( تتقارب إلى کر فى 2 . ستكتب غالا 

IM DOM yl f. 
. لار مز إما إلى المتسلسلة أو دالة اللهاية » إن وجدت‎ 


إذا كانت المتسلسلة (|(*),||) :< تتقارب لكل × فى 2 فنقول إن )20 تقاربية 
مطلقة فى 2 . إذا كانت المتتابعة (,ى) تقاربية منتظمة فى 2 إلى ۴ » فنقول إن (0) ,2 
تقاربية منتظمة فى 2 » أو أنها تتقارب بانتظام إلى /ر فى 2 . 

أحد الأسباب الرئيسية للاهتام بمتسلسلات دوال تقاربية مننظمة هى صحة النتائج الآتية الى 
تعطى شروط تغيير ترتيب عمليات الجمع وعمليات أخرى للهايات . 

۴۷ - ۲ نظرية . إذا كانت يرم ٠تصلة‏ فى 7 2 إلى 25 لكل neN‏ وإذا 
كانت (۸) 2 تتقارب بانتظام إلى كر فى 2 فإن كر تكون متصلة فى 2 . 

هذا تحويل مباشر لنظرية ( 4؟ - ١‏ ) للمتسلسلات . النتيجة الآتية هى ترجمة لنظرية 
(۲-۴۱). 

۴-۴۷ نظرية . نفرض أن الدوال لقيم حقيقية N‏ عم ,يم ع قابلة لتكامل 
رمان - اشتلتجز بالنسبة إلى دالة اطرادية ج فى الفبّرة [8 ,ه] = ل . إذا كانت 
المتسلسلة (.) < تتقارب بانتظام إلى كر ىل فإن ۴ أكون قابلة لتكامل رمان - اشتلتجز 
بالنسبة إلى ج وتكون 

07.10 1 <هه]‎ È | fas 

الآن نعيد صياغة نظرية التقارب الاطرادى +١‏ ؛ إلى صورة المتسلسلات . 

۷ - ي نظرية . إذا كانت الدوال الموجبة بم قابلة أعكامل رمان فى الفترة 
[ط ,4] = / وإذا كانت حواصل الجمع ها (70) 2 = ؟ قابلة لتكامل ريمان » فإن 


)37.2( ا‎ f 2 / 0 


¥ 


نعجه بمد ذلك إلى النظرية ال و سو 
نحصل عليها بالتفاضل حداً فحداً للمتسلسلة المعطاة ا . هذه النتيجة هى نتيجة مباشر 


لنظرية م؟ - ه . 
۴۷ - ه نظرية  .‏ لكل .۸6۸ اء نفرغر أن 5 دالة لقم موجبة فى الفترة 
[6,8] = ل ولا مشتقة f4‏ فى ل . نفرض أن المتسلسلة اللانهائية (2/)46 تتقارب 


عند نقطة واحدة على الأقل من الفترة ل وأن متسلسلة المشعقات )f(‏ < تتقارب بانتظام 
فى ل . إذن توجد دالة حقيقية القيمة f‏ فى ل بحيث أن (.) 2 تتقارب بانتظام فى ل 
إلى م وبالإضافة إلى ذلك » تكون ثرالا مشتقة فى ل وأن 


)37.3( 12 


اختبارات لتقارب منتظم : 
ما أننا قد أثيعنا بعض نتائج لتقارب منتظم المتسلسلات » فسنقدم الآن اختبارات قليلة 
بمكن استخدامها لإثبات تقارب منتظم . 

٦ - ۷‏ معيار كوشى : نفرض أن (,) .متتابعة لدوال فى "228 إل “2 . 
المتسلسلة البائية )f.(‏ < تكون تقاربية منتظمة فى 2 إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 
0<ع » ( M4)‏ بحيث أنه إذا كانت (34)8 < « < 7 فإن 

)37.4( مال‎ + fra +° ° ١ fell < ع‎ 

بر هان هذه النتيجة ينتج فى الحال من ( ٠١-۱۷‏ ) » الى هى معيار كوثى المناظر للتقارب 
المنتظم لمتتابعات . 

۴۷ - ۷ اختبار 34 لفيرشتراس . نفرض أن (,/3) متتابعة لأعداد حقيقية ليست 
سالبة عيث أن .24 > «اامما| لكل 761 . إذا كانت المتسلسلة اللانمائية (84) 2 
تقاربية » فإن (5) < » تكون تقاربية بانتظام فى 2 . 

البرهان . إذا كانت #  <‏ » فنحصل على العلاقة 

lf +۰° ++ هااككلا = دزا‎ +-°°°+ fall = م3‎ +٠٠ ١ + ده‎ 

ينتج النص من معيار كوشى ( 4” - ٠‏ ) > > ( بام - 5 ) والتقارب المتسلسلة )M(‏ 2 . 

وهو المطلوب إثباته 

النتيجتان الآتيتان مفيدتان جداً لإثبات تقارب منتظم عندما يكون التقارب غير مطلق . 
نحصل على برهانهما بتعديل برهانى ( ۳۹ د ۲) » ( ۳۹ - 4 ) وست ركان كتمرين 

بم ۸ اختبار درشلت . نفرضص أنة (/) متتابعة دوال فى “8# 2 إل KR“‏ 


¥ 


بحيث تكون جميع حواصل الجيع الجزئية 
العم ` عد 


مخدودة فى نطاق 2 - عمودى . نفرض أن (,©) متتابعة متناقصة لدوال فى 2 إلى 12 
بحيث تتقارب بانتظام فى 2 إلى صفر » حينئذ تتقازب المتسلسلة (2/-©) < بانتظام فى 2 . 

بم - ٩‏ اختبار أبل . نفرض أن (,) < متسلسلة دوال فى ”5>۸ إلى 28 
بحيث تتقارب بانتظام فى :2 . نفرض أن (.) متتابعة اطرادية لدوال حقيقية القيمة فى 2 
ومحدودة ف النطاق 2 - العمودى . حينئذ تتقارب المتسلسلة . (,/,ب) < بانتظام فى 82 . 

بام - ٠١‏ أمثلة . (1) اعتبر المتسلسلة (۸7/"») 3 . إذا كانت 1 > | ×| » فإن 
1/2 > /" ×| . ما أن المتسلسلة(1/23) 2 تقاربية » فينتج من اختبار 24 اشير شتر اس 
أن المتسلسلة المعطاة تقاربية منتظمة فى الفترة [1,1-]. 

(ب) المتسلسلة الى حصلنا عليها بتفاضل المتسلسلة فى ( أ) حداً فحداً ھی (/ ") رل 
لايستعمل الاختبار . 44 لقيرشتراس فى الفترة [1,1-] لذلك لا يمكننا استخدام نظرية 
( بس -ه ). ف الحقيقة » من الواضح أن هذه المتسلسلة المشتقات لا تتقارب عند1 = 

لكن » إذا كانت 1 > 7 > 0 » فإن المتسلسلة الهندسية (7 ")2 .تتقارب . ما أن 
1 0 
عند ك | ×| » فينتج من اختبار س 84 أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تكون تقاربية 
منتظمة فى الفترة [م ,م ع . و 
(ج ) قطبيق مباشر لاختبار س 34 (حيث (1/82 = MM,‏ ) يثبت أن ×۴ ہا (1/7) ددوية 
تقاربية منتظمة لكل × فى 12 . 
( د) حيث أن المتسلسلة التوافقية (/1) تتباعد » فلا مكننا استخدام اختبار- 14 إلى 


ST 


)37.5( 2 (1/R) sin nx 


لكن » ينتج من المناقشة فى مثال ( 5م - م د ) أنه إذا كانت الفترة [ 6,8 ] ل محتواة 
فى الفتر ة المفتوحة (27 ,0) » فإن حواصل المع الجزئية × هلو - 8ل = (*).5 تكون ٠‏ 
محدودة بانتظام فى الفترة ل . بما أن المتتابعة (1/7) تتناقص إلى صفر » فيثبت اختبار درشلت 
( م -م) أن المتسلسلة ( ۷ - ه ) هئ تقاربية منتظمة فى ل . 

(ه) اعتير *-وزم/"(1-)),22 ف الفترة [1 ,0] =1 . بما أن السود لحد التو 
فى / هو 1/5 ء فلا بمكننا استخدام اإختبار فيرشتراس + ويمكن استخدام اختبار درشلت 


4 


إذا أمكننا إثبات أن حواصل الجمع الجرئية (1("67-)) 37 محدودة وبالتعاقب يستخدم 
اختبار أبل لأن ((/1(5-)) < تقاربية والمتتابعة الحدودة (*” ©) تنناقص باطراد فى ۲ 
( لكن ليست تقار بية بانتظام إلى صفر ) . 
متسلسلات قوی : 
سوف نتجه الآن لمناقشة متسلسلات قوى . هذا نوع هام مڻ تاجات دوال وع مخواص 
ليست صحيحة فى حالة متسلسلات عامة لدوال . 
١١‏ تعريف : يقال لتسلسلة لدوال. حقيقية (.) < إنْها متسلسلة قوى حول 
© = × إذا كانت الدالة ١‏ نى الصورة 
n(x) = an(x —c)"‏ 
حيث © و په تنتمى إلى ۴ وحيث .... ,0,1,2 = ۸ . 
لغرض التبسيط لمفهومنا » سنعتير فقط الحالة عندما 0 ح » . هذا لايفقد الحالة العامة » 
مع ذلك» لان التعويض © × = × حول متسلسلة قوى حول © إلى متسلساة قوى حول 0 . 
أى أن ءندءا نذكر متسلسلة قوى » فسوف نقصد متسلسلة فى الصورة 
anx" +° °°‏ + ** ٠ل‏ جارج دوه = anx"‏ 3 )37.6( 
fi“o‏ 
وبالرغم من أن الدوال المذكورة فى ( ۴۷ - + ) معرفة على كل الفراغ ٭ » فليس. من 
RE‏ ا د مثال ذلك » يمكننا باستخدام اختبار 
النسبة ( ٠١‏ - م ) إثبات أن المتسلسلات 


تعقارب عند × فى الفئات 
{O}, {xeR:|x|< 1}, R‏ 

عل الآر تيب . أى أن الفئة الى فيها تتقارب متسلسلة قوى ر ما تكون صغيرة » متوسطة أو كبيرة. 
لكن ٠‏ لا مكن لفئة جزئية اختيارية من 8 أن تكون الفئة الدقيقة الى فيها تتقارب متسلسلة 
قوی © كا سنوضح . 

إذا كانت (.ط) معتابعة محدودة لأعداد حقيقية غير سالبة + فإننا نعرف الهاية الأعلى المتتابعة 
(«ط) بأن تكون الأدنى لأعداد مثل « يث أن « > بط لكل لاع م كبيرة . كرا كافياً . 
يكون هذا الأدنى محدداً وحيدا . ويرمز له بالرمز 

lim sup (bn) 


Vo 


' فإن |عرإن = "*|مه| . هذا يكاقء النص 


أعطيت بعض مميزات وخواص للهاية الأعلى لمتتابعة فى باب )٠۸(‏ » لكن الثى ٠‏ الذى تاج 
لعرفته فقط هو (1) أنه إذا كانت (.8) هنا صا <0 0ل ء فإن نكيم كل لقعم ٠‏ 
كبيرة كبراً كافياً » (لة) أنه إذا كانت (رط) up‏ صنا> w‏ فإن 5١‏ > م قم كثيرة 
عددها لانماق n € N‏ 

۴۷ - ۱۲ تعريف . نفرض أن (",م) < متسلسلة قوى . إذا كانت المتتادمة 
(lanl)‏ محدودة » نضع (""|به|) ناد «نا= م ٠‏ إذا كانت هذه المتتابعة ليست محدودة 


. نضمع + = م . نعرف نصف قطر التقارب المتسلسلة )٠.×"(‏ 2 كا يل 


pers إذا‎ R=0 
0<>مp‎ >+ إذا‎ =1/p 
إذا 0= م‎ = +0 
. ) ۸, R( فر ة التققارب هى الفترة المفتوحة‎ 
. » سوف بر رز الآن التعبير « نصف قطر التقارب‎ 
نظرية كوشى - هادامارد(*) . إذا كان ۸ نصف قطر التقارب لمتساسلة القوى‎ ١8 ا«-‎ 
(”عرم) < » فإن المتسلسلة تقاربية مطلقة إذا كانت ۸ > | *| وتباعدية إذا كانت‎ 
1 .|x|>R 
البرهان .. سوف نتناول فقط الحالة الى فيا مه ل:> ۸ > 0 > تاركين الحالتين‎ 
0 > 1 کتمرینین . إذا كانت ۸ > | ×| > 0 فإنه يوجد عدد موجب‎ 2-0, 2 - + 
» بحيث أن ۸ > | ×| . إذن | × | > م ولذلك ينتج أنه إذا كانت ۸ كبير کہرا كافياً‎ 


(37.7 |anx"| = ce” 
2 فينتج التقارب المطلق للمتسلسلة ("×.ه)‎ ٠» 6 > 1 لكل ” كبيرة كبر كافياً . ما أن‎ 
.)١ = من اختبار المقارنة ( هم‎ 

إذا كانت م/1 - ۸ <|×| » فإنه توجد قم كثيرة عددها للہا ۸N‏ عم الى عندها 
تكون |*|/1< "امه . إذن1<|"عمه| عند قم # كثيرة عددها لانمهاق » ومن ثم 
لاتقئرب المتتابعة ("*ه) إلى صفر . وهو المطلوب إثبائه, 

(*) جاكويز هادامارد ( ۱۹۹۳-۱۸۹۰ )» کان لوقت طويل عدا للرياضيينالفر نسيين 
سمح له بالدخول لمدرسة التكنولوجيا حيث نال أعلى الدرجات خلال القرن الأول . كان غلفاً 
نرى بويتكار لأكاديمية العلوم وبرهن نظرية العدد الأولى فى عام ١845‏ © بالرغم من أن 
هذه النظرية قد أثبتها جاوس قبله بسنين كثيرة » له إسبامات أخرى فى نظرية العدد » التحليل 
المركب ٠‏ المعادلات التفاضلية الجزئية وحى عل النفس . 


شف 


سيلاحظ أن نظرية كوشى - هادامارد لاتنص على ون متسلسلة القوىتتقارب عند ۸= |× | . 
ى الحقيقة » أى شىء مكن بحدث كا يتضح من الأمثلة الآنية : 


37.8( 2 Ika, 2 


ما أن 1-(*"»«)سنا ( ٠‏ - م (ه) ) ء فإن كلا من متسلسلات القوى المذكورة 
ها نصف قطر التقارب مساو الواحد الصحيح . لا تتقارب متسلسلة. القوى الأولى عند النقط 
1+-ير و 1-=× » المتسلسلة الثانية تتقارب عند 1 - = × وتتباعد عند 1 + = × , 
ومتسلسلة القوى الثالثة تتقارب عند كل من 1 x=‏ > 1+ = × . ( أوجد متسلسلة 
قوی فہا 1 = ۸ وتتقارب عند 1 + = × لکن تتباعد عند 1 ا = ×) . 


توضح كتمرين أن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("عدره) (5 هو 
) لمتكا )سنا 
[an+ı|‏ 
بشرط وجود هذه الباية . مراراً » يكون من المناسب أكثر أن تستعمل ( لام ب ٩‏ ) بدلا 
من تعريف ( ۴۷ - ۱۲) . 
يغبت النقاش المستعمل فى برهان نظرية كوشى - هادامارد التقارب المنتظم لمتسلسلة قوى 
فى أى فئة جزئية مدمجة ثابتة من فتر ة التقارب (۸ ,۴ - ) 
١4 - ٣۷‏ نظرية . نفرضص أن .۸ نصف قطر التقارب المتسلسلة ("×:) 2 و تفرض 
أن £ فثة جزئية مدمجة فى فتر ة التقارب (۸ ,۸ ). إذن متسلسلة القوى نتقارب بانتظام فى . 


)37.9( 


البرهان : يثبت الامج المقدار (2 ,۸-) > × أنه يوجد مقدار ثابت موجب ٩>1‏ 
بحيث أن ۸ء > | *| لكل × × › ( لاذا ؟ ) . نستنتج من النقاش الموجود ى 
( ۱۳-۳۷ ) أنه عندما ۸ تكون كبيرة کر كافياً » فإن التقدير ( بام - ۷ ) يظل سميحاً 
جيم 6K‏ × . ما أن 1 > م » فإن التقارب المنتظم للمتسلسلة (" »)2 فى K‏ نتيجة 
مباشرة لاختبار - ۸4 القير شتر اس .حيث “ع - ,2/1 وهو المظلوب إثباته 
١6 - ۴۷‏ نظرية . نباية متسلسلة القوى متصلة فى فترة التقارث . متسلسلة قوى يمكن 
تكاملها حداً فحداً فى أى فترة مديجة محتواه فى فترة التقارب . : 
البرهان . إذا كانت ۸ > | ×| » فإن النتيجة السابقة تؤكد أن ("*مه) < تتقارب 
بانتظام فى أى حوار مدمج عند م محتوى فى (۸, #8 ) . إذن ينتج الاتصال عند ,× 
من نظرية ( ۴۷ - 7 ) ء والتكامل 'حداً فحداً يتحقق من نظرية ( 89 - ۴) . 
وهو المطلوب إثباته . 


YY 


نوضح الآن أن المتسلسلة قوى يمكن تفاضلها حداً فحداً . لا تحتاج كا هو الحال فى حالة 
المتسلسلات العامة » إلى قرض أن المتسلسلة الناتجة من التفاضل تقار بية منتظمة . ومن ثم هذه تكون 
النتيجة أقوى من النتيجة المناظرة لتفاضل المتسلسلات اللانهائية . 

١6-0‏ نظرية تفاضل . يمكن تفاضل متسلسلة قوى يمكن حداً فحدا داخل فارة 
عقارب . نى الحقيقة » إذا كانت 


])0(- 2 دم حیئذ ( "×ږه۸)‎ 2 (anx") 

كلتا المتسلسلتين لما نفس نصف قطر التقارب . 
البرهان . حيث أن 1 -("”*2) صا » فإن المتتابمة ("“|.»۸|) تكون محدودة 

إذا وإذا فقط كانت المتتابمة (”"|.9|) محدودة . وبالإضافة إلى ذلك » يكون من السبل 
ملاحظة أن 

lim sup )| سنا = (* مهم‎ sup (|an|"") 
وإذن » يكون نصف قطر التقارب للمتسلسلتين واحداً » لذاك تكون المتسلسلة السابقة الناتج‎ 
. من التفاضل تقار بية منتظمة فى كل فئة جزئية مدمجة من فترة التقارب‎ 
ه ) لنستنتج أن المتسلسلة السابقة الناتجة من التفاضل‎ - ٣۷ ( حينئذ بمكدنا استخدام نظرية‎ 
. تتقارب إلى المشتقة للمتسلسلة المعطاة‎ 


يحب ملاحظة أن النظرية لا تعطى تأكيداً عند النقطتين الحدودتين لفتر ة التقارب . إذا كانت 
المتسلسلة تقاربية عند نقطة حدودية » فإن المتسلسلة الناتجة من التفاضل ر ما تتقارب عند هذه 
النقطة . مثال ذلك » المتسلسلة ("ع.ه) 35-0 تتقارب عند كل من النقطتين الهائيتين 
1 =× .6 1 عل =× . لكن » المتسلسلة الناتجة من التفاضل 


5 57 2 


mM n. مهس‎ 8+1 


تتقارب عند 1 = × وتتباعد عند 1 + = × . 
وبتكرار تطبيق النتيجة السابقة » نستنتج أنه إذا كانت £ أى عدد طبيمى فإن المتسلسلة 
القوى (/"*×) 25-٥‏ . يمكن تفاضلها حداً فحداً ‏ من المرات لتحصل عل 


ام (37:10) 


وبالإضافة إلى ذلك » تتقارب هذه المتسلسلة تقار باً مطلقاً و منتظا إلى © عند ۸ > | *| 


على أى فثة جزئية مدمجة من فترة التقارب . 


A 


إذا عرضنا 0 = × فى ( ۳۷ - ٠١‏ ) ء نحصل عل القانون الام 
f(0) = k!ax.‏ (37.11) 
٠۷ - ۷‏ نظرية الانفرادية . إذا كانت ("ينيه) 5 »("x×.ط)‏ ؟ 
تتقارب فى فترة ما 0 < م ,(م ,م د) ء إلى نفس الدألة ر > فإن 
dg = bq‏ لجع neN-.‏ 1 
البر هان . توضح ملاحظاتنا السابقة أن !۸ = (0)0) f‏ = ر۸14 عند لالع م . 
وهو المطلوب إثباته . 
بعض نتائج اضافية0» : 
يوجد عدد من النتائج الخاصة بارتباطات جبر ية مختلفة لمتسلسلات القوى . لكن يمكن برهنة 
هذه الى تحتوى على تعويض وتعاكس بسبولة أكثر باستخدام مناقشات من التحليل المركب . 
لهذا السبب سوف لا نتعرض لمذه الأسئلة لكن نكتى بنتيجة فى هذا الاتجاه . وهى لسن الحظ من 
أعظم النتائج المفيدة . 
١8-0‏ نظرية حاصل ضصرب . إذا كانت كرو ع ممعطيتين فى الفترة (م ,م ) 
متسلسلى القوى 
f(«)= 92 anx",  g(x)= 3 bux"‏ 
فإن حاصل ضر ببما يعطى فى هذه الفرة بالمتسلسلة (" )> » حيث المعاملات. (,©) ھی 
ash for n=0,1,2,....‏ ال ديه 
k=O‏ 
البرهان . قد رأينا فى ( لام - ٠١‏ ) أنه إذا كانت م > | ×| » فإن المتسلشلتين الممطيتين 


(*)ي/ و (×)ع تقاربيتان مطلقعان إذا استخدمنا نظرية ( 5 - ١۴‏ ) > محصل على 
الاستنتاج المطلوب : وهو المطلوب إثباته. 


نؤكد نظرية حاصل الضرب أن نصف قطر التقسارب لحاصل الضرب هو على .الأقل 
يساوى م . لکن من الممكن أن يكون كبيراً كا يلاحظ بسبولة . 

قد رأينا أنه » لكى تمثل دالة ار يمتسلسلة قوی فى فترة 7<0 ,(م ,۴) » يكون منالضرورى 
أن كل مشتقات كر موجودة فى هذه الفترة . و ما يشتبه فى أن هذا الشرط كاف أيضا » لكن 


(#) يمكن حذف بقية هذا الباب عند القراءة لاول مرة . 


۹ 


الأمور ليست بهذه البساطة . مثال ذلك » الدالة ر » المعطاة بأنها 
0ع f()=e™,‏ 

=0, x=0 
/0)0(- 0 .مكن إثبات ( انظر تمرين پم ن) أن لها مشتقات من كل الرتب وأن‎ 
» × = 0 ع م . إذا مکن إعطاء ر فى فثرة (7 ,م ) متسلسلة 3 قوی حول‎ 0,1,2. 
ب > کا ہے ا فو ب أن ی ميا ».ما عالت اکچ‎ 

الى تقول إن 0 f)×(‏ عندما x<0‏ . 

توجد » بالرغم من ذلك 3 بعضضن شر وط كافية مفيدة مکن إعطاؤها لكى تضمن إمكانية 


مغيل ‏ متسلسلة قوى . كثال » نلاحظ أنه ينتج من نظرية تايلور ( ۲۸ - ٩‏ ) أنه إذا كان 
يوجد مقدار ثابت 0 < 8 عیٹ أنه 


)37.12( 


8 = رم (37:13) 


لجميع ... ,0,1,2 = ۸و ۲> ]×| o‏ حينتذ !2")0(<:"/0 وكرة تتقارب إلى (0) / 
عند ١‏ > | | . يمكن إعطاء شروط مشاببة ( لكن أقل قوة ) على مقدار المشتقات بحيث تؤدى 
إلى نفس الاستنتاج . : 


نقدم كثال » تيجة مفيدة ودقيقة تر جع إل سر چی برنشتين خاص مفكوك طرف واحد. 
لدالة فى صورة متسلسلة قوى . 


١8 - ۷‏ نظرية برئشتين . نفرض أن ر معرفة ولا مشتقات من كل الرتب فى الفترة 
[۲ ,0] ونفرض أن ار و جميع مشتقاتها موجبة فى الفتر ة [7 ,0] . 


إذا كانت م > × ك 0 » فإن (×) /ر تعطى بالمفكوك . 
e‏ 


البرهان . سوف نستفيد من صورة التكامل للباقى فى نظرية تايلور الممطاة بالعلاقة .)۴-۳١(‏ 
إذا كانت مك × ك 0 » فإن 


67.14) ب - مار‎ O x* +R, 
حيث نجد القائون‎ 
R,= TT 1 (1-s) f(sx) ds 
موجبة فإن‎ ) ١4 - ۴۷ ( ما أن كل الحدود فی حاصل الجمع ا لمو جود فى‎ 


A. 


(37.15( e ml (1-s) f (sr) ds 
بها أن ”۴ موجبة » ”| متزايدة فى [م ,0] » لذلك إذا كانت × فى هذه الفترة » يكون‎ 
237.16( 0 ىت = > م1 ع‎ (1= s)" f (sr) ds 


بربط ( ۱۰-۳۷ ) ء ( ۱۹-۳۴۷ ) + نجد أن )۴ "(/») = R«‏ > 0 . ومن ثم إذا 
كانت: < x‏ > 0 فإن 0= lim (R,)‏ وهو المطلوب إثباته . 


قد رأينا فى نظرية ( ۴۷ - ۱ ) أن متملسلة قوی تتقارب بانتظام فى كل فة جزية 
مدمجة من فترة نقارمها . لكن » لايوجد شرط سابق يدعو للاعتقاد بأن هذه النتيجة مكن امتدادها ا 
النقط الطرفية لفترة التقارب . و بالرغم من ذلك » توجد نظرية لآبل تقول إنه » إذا كان تقارباً 
مكنا عند أى من النقطتين الطرفيتين ٠‏ فإن المتسلسلة تتقارب بانتظام خارجاً إلى هذه النقطة 
الطرفية ٠‏ , 


لتبسيط التصور سوف نفرض أن نصف قطر التقارب المتسلسلة يساوى الواحد الصحيح . 
وهذا لا يفقد الحالة العامة و بمكن دائماً إدراكها حمل ۸/× = “د » الى هى فقط تغيير للمقياس . 


بام - ۲۰١‏ نظرية آبل . نفرض أن متسلسلة القوى (anx")‏ 3-6 تعقازب إلى (×) كر 
عند 1 > | *] وأن (يه)ه-82 تتقارب إلى 4 . حيقذ .تسلسلة القوى تبقارب بانتظام ى 
الفار ة [1 ,0] = 1 ويكون 


)37.17( lim f()= A 


البرهان : يطبق اختبار آبل ( لا و ) 6 حيث مه = (×)ہf‏ وحیٹ "× = (ع«ارب 
لإثبات التقارب المنتظم للمتسلسلة (”مه) < فى ۲ . ومن ثم فإن اللهاية متصلة ى ۴ » ما أنها تعفق 
مع () گر عند 1 > × ك 0ء فتنتج علاقة الهاية ( ۴۷ - ٠۷‏ ) تنتج 5 
وهو المطلوب إثباته . 


أحد الأشياء المشوقة بدرجة كبيرة .هذه النتيجة هو إيعازها بطريقة ربط نهاية لمتسلسلات 
رما تكون تقاربية . أى أنه » إذا كانت (,ط) ,_-5 متسلسلة لا نهاية.» فإنه يمكننا تكوين 
متسلسلة القوى المناظرة ("×,ط) لر . إذا كان المقدار يرط لايزداد بسرعة كبيرة » فإن هذه 
متسلسلة القوى تتقارب إلى دالة (<)8 عندما 1 > | ×| . إذا كانت 8 ج (*«)8 عندما اج× 
فنقول إن المتسلسلة (,5) < هى قابلة لجمع آبل إلى 8 . هذا الأوذج من الجمع يكون مشابياً إل 
( لككن أكثر قوة عن ) طريقة سيز ارو للمتوسط السا المشار إليه فى باب ١9‏ وله نتائج عبيقة 
ومشوقة . مضمون نظرية آبل ( ۷ - ۲۰) يشابه نظرية ( 8-1١‏ ) » وهو يثبت أنه إذا 


۸۱ 


كانت متسلسلة تقاربية من قبل» فإنها تكون قابلة لجمع آبل إلى نفس الهاية. المكس ليس عصيحاً» 
لكن » المتسلسلة "(1-) 22-٥‏ ليست تقاربية لكن حيث أن 


1 > Myr 
TF Ap Dx 
. 3 فينتج أن"(1-) < قابل لجمع آبل إلى‎ 
يحدث أحياء) أنه إذا كانت متسلسلة معرفة بأنها قابلة لجمع آبل »> وإذا تحققت شروط أخرى‎ 

معينة ع فإنة من الممكن البر هنة على أن المتسلسلة تقاربية بالفعل . تسمى نظريات من هذا النؤوع 
بنظريات توبريان وهى غالبا عميقة وصعبة البرهان . هذه النظريات مفيدة أيضاً لأنها تمكن 
الشخص من الانتقال من موذج أضعف للتقارب إلى نموذج أقوى » بششرط تحقق فروض إضافية 

نظريتنا الهائية هى النتيجة الأولى من هذا النوع وقد برهنت بواسطة أ. توبر©) فى 1۸۹۷ . 
وتمدنا بعكس جز لنظرية آبل . 

م - 7١‏ نظرية توبر . نفرض أن متسلسلة القوى (”يد,ه) < تتقارب إلى (<)'ر عند 
1 > |* |ونفرض أن 0 - (ممه) صا . إذا كانت ك > (2)/ تسلا عند س 1 ج × فإن 
المتسلسلة (+0) :3 تتقارب إلى 4 . 


البر هان . من المرغوب فيه تقدير الاختلافات مثل ١ل‏ -(به) ”30 . لإجراء هذا » نكتب 
لمدصنء زمره 8]- مدهي ٠هدته‏ 
بم - 


n=o 


+{f(x)— A}‏ "نيه ردت )يه 
ما أن 1 > × ك 0 » فنحصل(× ۸)1 > )"£+ ۰۰۰+ × + 01( -1) = "×-1 
لذلك رمكننا سيطر ة المد الأول فى الطرف الأيمن بالتعبير بها 3255 (×-1) 
من الفرض 0 = (,۸۵) ذا ومن ثم تفبت نظرية ( ۱۹ - م ) أن 


وبالإضافة إلى ذلك » نحصل على القانون (<)/ دنا > لم 


(#) الفريد توير ( 18334 - تقريبا ) ۱۹٤۷‏ ) كان استاذا بفيئا . له مساهمات أساسية 
فى التحليل . 


AY 


نفر ض الآن أن 0 < ۾ معطاة وتار عدداً طبيعياً اتا × حيث تكون كبيراً بدرجة 
تسح بکون 


4 | إممه‎ <(N+ De: 
(i) lanl <x rT for aln=N; 


(iD |f(xo)= A|< e or x =1 YT 
هذه القيمة لعدد لاه » مد . من (1) و (فة) و (فنة)‎ ) ١8 - سوف نقدر مقدار ( ام‎ 
وحقيقة أن 1 -(1+/3)( --1) نحصل على التقدير‎ 
5 x 
N+11-xo 


N 
Û مه‎ -4| = )1- 0080+ De + +e <38 
n=O 


بما أن هذه يمكن إجراؤها لكل 0 < ع فهذا يثبت التقارب للمتسلسلة (.ه) 5 إلى 4 . 


تمرينسات : 
0م - () ناقش التقارب والتقارب المنتظم للمتسلسلة (/) 5 » حيث (:)./ ممطاة 
کا یل : 
(x +n), (Î)‏ (ب) 0 (nx)7,x#‏ 
(ج( sin (x/n},‏ (د) 0 = (x +1), x‏ 
)4ھ( (-D"(n+x)*,x =0 (») x"(x" +17 ,x>0‏ 


۴۷ - (ب) إذاكانت (به) > متسلسلة تقار بية مطلقة » فإن المتسلسلة (×۸ مأو به) > 
تكون تقاربية مطلقة ومنتظمة . 

۷ ب (ج) نفرض أن (م6) متتابعة متناقصة لأعذاد موجبة . إذا كانت المتسليسلة 
sin nx)‏ ن) Z‏ تقار بية منتظمة .» فإن 0 = (2) دنا 

۷ - (د) أعط التفاصيل لبر هان اختبار درشلت ( 0م - ۸ ) . 

بام - (ه) اعط التفاصيل لبر هان اختبار آبل ( ۴۷ - )٩4‏ . 

با“ - (و) اقش الالتین + دع ,0= R‏ فى نظرية کوشی ‏ هادامارد 
في 

۷+ - (ز) أثبت أن نصف قطر التقارب ۸ لتدلسلة القسوى (":ره) < معطى بأئه 
(/.مه|/اءه|) نا ٠»‏ طلما وجدت هذه الباية . أعط مثالا لمتسلسلة قوى مها هذه الباية 


غير موجودة . 


TAY 


بام - (ح) حدد نصف قطر التقارب المتسلسلة (*:.ه) 5 »> حيث يرك ممطاةكا يلى : 


njn! (ب)‎ 1/n" (Î) 
dlognN™.n=2 (6) : (ج) سا‎ 
n (و)‎ (n2n)! 4 


بام - (ط) إذا كانت 1 -.ه حيث ۸ هی مربع عدد طبيعى وأن 0= به فا عا 
ذلك » أو جد نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("بيه) > . إذا كانت 1 -.5 عندما !0 =۸ 
حيث لاع :” وآن .0= .ط ف) عدا ذلك» أو جد نصف قطر التقارب للمتسلسلة (“+*,ة) 2 ١‏ 

بام - (ى) أثبت بتفاصيل أن )"| sup (la,‏ سينا = lim sup (Ira,|"")‏ 

بوم - (ك) إذا كانت و إمه| ع م>0 كل neN‏ : أوجد نصف قطر 
التقارب للمتسلسلة ("عيه) < 

بم (ل) - نفرض أن ("×ہه) 2= ۴)۸ عند ۸ > |*| ٠.‏ إذا كانت (٭) “رح 
(× )ل لجميع ۸ > | ×| ء أثيت ثبت أن 0 = بره لجميع قم 8 الفردية . 

۷ج (م) - أثبت أنه إذا كانت كر معرفة عند ”>| × | وإذا كان يوجد مقدار ثابث 8 
بحيث أن 8 =|()"۴| | لكل م > |×| وأن 6۸" » فإن مفكوك متسللة تايلور 

CO, 


2-0 
تتقارب إلى (٭) ر عندما ‏ > | × | . ١‏ 
۷م - (ن ن) أثبت بالاستتاج أن للالة المطاة فى قائون ( ۳۷ - ١6‏ ) مشعقات من كل 
الرتب عند كل نقطة وأن كلا من هذه المشتقات تنعدم عند 0 = × .: حينئذ لا تعطى هذه الدالة 
كفكوك تايلور عند 0 = × . 
٣۷‏ - (س) أعط مثالا لدالة تكون مساوية إلى مفكوك متسلسلها تايلور حول 0 - × 
عند 0 < × » لكنها ليست مساوية هذه المفكوك عند 0 > ع . 
بم - )ع( توضح المناقشة اقشة المبينة فى مرين ۲۸ - م أن قانون لاجرائج ج الباق مكن 
استخدامه لإثبات مفكوك ذات الحدين العام 
TOE‏ 
(Ts‏ = )+1( 
حيث × هى فى الفترة .1 > × ك 0 . بالمثل يثبت تمرين ( ۲۸ - ن) . صعة هذا المفكوك 
عندما 0 > × > 1٠ء‏ لكن الاستدلال يكون مينياً على صورة تكوشى قباق وأحيانا أكثر 
تورطاً . يطبق نظرية برنشين على ."(×-1)=(×)ع عند 1 > *« > 0 ممصول عل 
برهان تبادلى ذه الحالة الثانية . . 


TAG 


بم - (ف) اعتير مفكوك ذات الدين عند النقطتين الطرفيتين 1 + = عد . أثبت أنه 
إذا كانت 1 د × » فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < :7 وتتباعد عندما 0 > 71 . 
إذا كانت 1 + = × » فإن المتسلسلة تتقارب مطلقاً عندما 0 < 72 ء تتقارب شرطياً عندما 


0 > سم > 1- »ء وتتباعد عندما 1 - > بم , 


٣۷‏ - (ص) يفرض أن × صغ = (ي)ثر عندما 5/2 > [* | . استخدم الحقيقة الى 
تقول أن ر فردية ونظرية برنشتين لإثبات آن ر معطاة فى هذه الفترة .مفكوك متسلسلة تايلور 
لما حول 0 = × , 1 

بام - (ق) استخدم نظرية آبل لإثبات أنه إذا كانت ("عيه) < =()۶ عند >R‏ اءا | 
فإن 

محم سك (e) dx = È‏ 1 
بشرط كون المتسلسلة الموجودة فالطرف الأمن تقار بيةحتى ولو أن المتسلسلة الأصلية ر ما لا تكون 
تقار بية عند ۸ = × . ومن ذلك ينتج أن 


3" a ) لاف‎ 
12 2 n? 4 n1 


۴۷ - (ر) باستخدام نظرية آبل » أثبت أنه إذا كانت المتسلسلعان (,) £ د (,ه) 2 
تقار بيتين وإذا كان حاصل ضر ب كوثى لما (,) < نتقارب » فنجد أن (,3) 2 ١‏ (يه) < = (,0) > 

۴۷ (ش) - نفرض أن 0 < به وأن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ‏ ("×به) 2 f)»(=‏ 
هو .١‏ إذا كانت (,0) = تتباعد » أثبت أن ٥‏ < (×) ر عند 1< × . استخدم هذه 
النتيجة لإثبات نظرية توبريان الأولية : أى إذا كانت 0 < به وإذا كانت 

A = lim Û anx” 

فإن (مه) 2 تتقارب إلى 4 . 

۴۷ - (ت) نفرض أن (.م).-5 متسلسلة تباعدية لأعداد موجبة بحيث أن نصف 
قطر التقارب المتسلسلة (”»د.م) < يساوى واحداً.أثبت نظرية آبل(*): إذا كانت (,/يه) متاك 5 
فإن نصف قطر التقارب للمتسلسلة ("×يي) < يساوى أيضاً واحداً ويكون 


2 anx" 


(٭) بول آبل ( ۱۸٥١‏ س .118 ) كان تلميذا لهرميت فى السربون.. قدم أبحاثا فى التحليل 
المركب . 


نكا 


( إرشاد : يكن اعتبار الالة الى فيها 0 ح 5 أيضاً استخدم حقيقة أن0 = '[("×م) (5] يسا 

٠م‏ - (ث) استخدم نظرية آبل عندما ("×) 37-5 =(×)م تمصول على نظرية آبل . 

۴۷ - (خ) إذا كانت (.ه) متتابعة لأعذاد حقيقية وكانت 0 = مه > نفرض أن 
يه ۰۰۰4+ ديد وبفرض أن ۸/(,+۰۰۰+,) = بى . أثبت نظرية فروبينوس(**) 
إذا كانت (>) صا - ی فإن 

= ax". 

ملاحظة . بلغة المصطلحات الرياضية لنظرية القابلية جيم » تقول هذه النتيجة أنه إذا كانت 
متتابعة (.ه) قابلة لجمع سيز ارو إلى ك » فتكون أيضاً قابلة لجمع آبل إلى 5 . ( إرشاد : طبق نظرية 
آبل على ("×۸) ,22 -ة زر - 1) = (×)م ولاحظ أن (("×ہه) £ (مم = 1)٠۰,"‏ 
مشروعات : 

۷ ( ©) - ممتد نظرية متسلسلات القوى المذ كورة فى الكتاب إلى متسلسلات قوى مركبة . 

(1) حسب اللاحظات الموجودة فى باب )١7(‏ » تكون كل التعريفات والنظريات ذات 
الدلالة و الصحيحة المتسلسلات فى 87 صحيحة أيضاً للمتسلسلات بعناصر فى ع . بوجه خاص تمعد 
النتائج المتعلقة بالتقارب المطلق حالا . 

(ب) افحص النتائج المتعلقة بإعادة نظام الترتيب وحاصل ضرب كوثى للفئة لرؤية 
امتدادها إلى ع . 

١ج‏ أثبت أن اختبارات المقارئة والجذور والنسبة تمعد إلى © . 

(د) تفرض أن ۸ هو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى المركبة . 

a 

أثبت أن المتسلسلة تتقارب مطلقا إذا كان 2|>۸| . وتتقارب بانتظام فى أى فئة جزئية مدمجة 
all‏ (12>إعا|: 6 {ze‏ 

(ه) نفرض أن چ و ثر دالتان معرفتان عند (>|2|:© 2-26 بقم فى © 
ونفرض أن الدالتين نهايتان فى 2 لتسلسلتين قوی . وضح أنه إذا كانت ۾ و ر تتفقان مم 
DNR‏ فإنهما يتفقان مع كل 2 . 

( و) آثبت أن متسلسلتى قوى فى © بمكن ضر بهما معاً داخل دائرة التقارب المشتركة هما . 

۷ - (8) نعرف فى هذا المشروع الدالة الأسية بدلالة متسلسلة قوى ولإجراء هذا » 
سنعر ضها لأعداد مركبة و كذلك لأعداد حقيقية . 


(#) جورج فروبينوس ( ۱۸٤۹‏ ل ۱۹۱۷ ) كان أستاذا فى برلين وهو معسروف بأبحائثه 
فى الجبر والتحليل . 


مان 


() نفرض أن ير معرفة عند 2٤€‏ بالمتسلسلة 
يلم - 0م 
أثيت ت أن المتسلسلة تقاربية مطلقة لكل €> ± وتقاربية منتظمة فى أى ف فئة جزئية محدودة من © . 
(ب) أثبت أن 8 دالة متصلة فى © إلى © » أن 1 = (5)0 » وأن 
E(z + w) = E(z)E(w)‏ 1 
لقم ۷ ,2 فى ع . ( إرشاد : نظرية ذات الحدين لأجل "(«+2) تظل صصيحة عندما© © ۷ ,2 
و HEN‏ 
( ج) إذا کان ,× عددين حقيقيين » فنعرف E,‏ و E,‏ بأنها E,)x)= E(*)‏ 
د رمع - رويط دمن ثم («)ركرم,ظ - (ررن+ )ع . آثبت أن ,8 تأخذ فقط قہا حقيقية 
لکن .و الا بعض قم غير حقيقية . تعرف © و ک8 فى ۴ إلى ۴ بمايل 
C(y) = Re E,(y), S(y)=Im Ex(y)‏ 
مد #عر أثبت أن 
ا ات 
(ونر) S(yı + ya) = S(yJC(y2)+ C(y DS‏ 


(د) أثبت أن للمتسلسلتين © و 8 المعرفتين فى ( ج ) » مفكوك المتسلسلة الآتيتين 


241 11 -( "10 ح 
101 +20 انان د اسيك 
(ه) أثبت أن 5 - - © و0 =8 . ومن ثم أثبت أن0 = '200+255 = 87 )٥*+‏ 


الى تدل على أن 52 + 02 تساوى الواحد الصحيح تطابقياً . تدل هذه فى الحالة الخاصة على أن 
كلا من 5 و © محدود لقيمته المطلقة بالواحد الصحيح . 
(و) استنبط أن الدالة وه فى © إلى © تحقق Ex(0)=1, E,(y, + yı) = Ex(yı)E(yı)‏ 
ومن ثم أثبت أن 1-().ه| و ()ر1/8 -(ر-ا)يظ لجميع ىه . 
الباب الثانى والثلاثون ‏ متسلسلة فوريير : 
سنعطى الآن تعريف متسلسلة فوريير (*) لدالة قطعية متصلة دورتها 27 . مع أن مناقشتنا 
(*«) ( ج س ب ) جوزيف فوريير ( ۱۷۹۸ ۱۸۳۰ ) كان الابن لخياط فرنسى . تعلم فى دير ٠‏ 
تركه لرتبط فى حركات ثورية ورياضية . رافق نابليون الى مصر فى عام 1۷۹۸ وتعين فيما بعد 
كأكبر ضابط لقسم ابزيريه فى جنوب فرنسا ٠‏ عمل أثناء هذا الوقت فى أعظم موهبته المشهورة + 
وهى النظرية الرياضية للحرارة ٠‏ كان بحثه نقطة بارزة فى رياضيات الطبيعة وكان لعمله تأثير 
يفوق تأثر معاصريه على الادتين حتى وقتنا الحاضر ٠‏ 


TAY 


ستكون مختصرة » فسوف نقدم نظريات التقارب الرئيسية والمرتبطة متسلسلة فوريير . لمذه 
النظريات أهمية ستحق الاعتبار فى التحقيق و تطبيقات فى الفيزياء . 

سنفتر ض فيا يل أن الدالة ۸ جح ۴:R‏ دورة عق ء أى أن («)/ - (ج2 +ع)م لکل 
© ع عد . سنفتر ضص أيضاً أن الدالة كر قطعية متصلة + عى أن » كر متصلة ماعدا إمكانية وجود 
عدد محدود من نقط ,د ,. . . ,دعا فى أى فترة طوطا 27 ء والى عندها تكون للدالة كر ناتيا 
طرف أيسر وأيمن . 

f(x -( - lim f(y ,(ط-‎ f(x; +( - lim f(x; +h). 

يرمز لفئة كل الدوال © + 2 :م ذات دورة تساوى 27۲ وقطعية متصلة بالرمز PC(2r)‏ 

لاحظنا حالا أن هذه الفئة هى متجه فراغ تحت العمليات : 
(f+8)()=f(x)+ g(x), (cf)()=cf(x), xeR‏ 

بسبب دو ر ية الدالة (( f > ۲٤)27‏ يكون من الضرورى فقط فحص کر فى فر ة طوطا 27 2 

فثلا نجد أن 


| هر‎ ax= f مر‎ ax 
. لأى برعم‎ 
سوف متم بالعمودين‎ ٥)2 فى الفراغ ر‎ 
Ifl.=sup (fOOl:x er, حدما للج‎ (f (eax) 
المعرفين جيداً لأن دالة فى (20)27 تكون مدو دة وقابلة لتكامل رمان مكن توضيح كتمرين‎ 


أولى إنه إذا كانت (2) حم عم » فإن 
fl > ¥2 fle‏ (38.1) 
ينتج من هذه المتباينة أن تقارباً فى السود .|.|| ( أى تقارب منتظم ) يثبت تقارباً 
فى العمود || . || ( أى تقارب متوسط المربع ) . لكن » المكس ليس صميحا . ( انظر 
تمريى (١م‏ دح ۰ ۲۸ -ل) . 
١-۴۸‏ تعريف . إذا كانت ٤۲ ٤)27(‏ / ء فإن معاملات فوريير للدالة ار هى 
الأعداد . . . روط رط ,... ,02 وبك وم المعرفة كا يل 


0823 ديه‎ 1 f(D cos ntd, ١ حيط‎ 8 f(D sin nt dt 


فقصد بمتسلسلة فوريير للدالة كر المتسلسلة 


TAA 


(38.3( 3ao+ 3 (an cos nx + b, sin nx) 
n™=1 
لکی نشير إلى ربط متسلسلة فوريير ( ۴۸ - ۴ ) بالدالة ر » نكتب غالبا‎ 
f(x)~}ao+ > (an cos nx + b, sin nx) 
n=l 


لكن يجب التأكيد على أن هذه الكتابة لايقصد بها الإحاء بأن متسلسلة فوريير تتقارب 
إلى (*) كر عند أى نقطة خاصة ‏ . توجد فى القيقة دوال متصلة بدورة 27 والى تكون 
متسلسلات فوريير لا تباعدية عند نقط كثيرة عددها لابا . ( انظر ببرك هبل » صفحة 11م » 


هويت / وروس » صفحة 9٠56م‏ ). 


مم - ١‏ أمثلة . (أ) نفرض أن(26)2 1/06 معرفة فى [*,#- ) بأنها 
1-- (×)رگ عند 0 > × > ۸ — و 1 + = (*)/ عند ۸ + ك × ك 0 . توضح 
كتمرين أن متسلسلة فوريير عند ير هی 
4fsin x , sin 3 sin 5x‏ 
| 
سيبر هن فا بعد أن هذه المتسلسلة لفوريير تقار ب فى الحقيقة إلى كرعندما ۴ > | × | > 0 ٠‏ اكن 
لا تتقارب إلى ار عندما ۸ + ,0 = × ( لماذا ؟ ) . لاحظ أن ير قطعية متصلة » لكنها ليست 
متصلة عند نقط الفعة (2 © 2 : ۸7) 
(ب) نفرض أت (50)2 ع يثر معرفة فى (2 ,٭ - ) بأنها | ×| کے (*)ور . توضح 
كتمرين أن متسلسلة فوريير عند ور هی 
...عقي ços 3x‏ 4 0 


alr FF 


من الواضح أن هذه المتسلسلة تتقارب بانتظام فى © وستثبت أسفل أنها تتقارب إلى د/ر . 


(ج) بفرض أن (50)2 ٤‏ زوجية › أى أن («)ثر = (د-) f‏ لكل ۸ € × . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 - ,5 عند ... 2 ,1 > 8 بيما . 


=2 | f(t) cos nt dt, n=0,1,2,.... 
T Jo. 5 


( لاحظ أن الدالة الموجودة فى (ب) زوجية ) . 


( د) نفرض أن (20)2 e‏ ع فردية › أىأن (٭×)ع ‏ = (× )ع لکل ع × . 
لمثل هذه الدالة تكون معاملات فوريير 0 = ی عند .. . ,2 ,0,1 = ۸ ء با 


b= | g(t) sin nt dt, n=1,2,.... 
T Jo 


A۹ 


( لاحظ أن الدالة الموجودة فى (أ) فردية ) . 

(ه) نفرض أن ر متصلة فى ۸ ودورتبها هى 25 ونفرص أن مشتقلها 'كرهى قطعية متصلة 
فى 2 ( بدورة 27 ) . سوف نربط معاملات فوريير ,© رمه للدالة کر مع معاملات فوريير 
اط ره للاالة "ر عند ... ,1,2 =" . فى الحقيقة > من التكامل بالتجزىء نجد أن 


a= | f(t) cos nt dt 
T جل‎ 


40 cos nt ا‎ f(O(n) sin nt ar]. 


إذا استعملنا الحقيقة الى تقول إن 4 608 (4)كرح ١‏ ها دورة 2 نجد أن الد الأول يتقدم 
وكذلك ,6ه =4 عند ... ,2 ,1 = و . بالل يتضم أن ۸۵~ م( عند ... ,2 ,1ع 
( نلاحظ أنه إذا كانت دار وير هی الدالتان الموجودتان فى (أ) » (ب) فإن (×)'/=(×) ور 
عند [7 ع بر : جبم) »بد > وأن معاملات فوريير للدالتين وكرو كر عند ... ,2 ,1 = 7 
تحقق العلاقات الموجودة أعلى ). 


سوف تحسب فى المفترض الآق مريع المساقة بالتسية للعمود و|] . || من / فى (2) 70 
إلى دالة اختيارية بر1 تكون على الصورة 
ao + 2 (ax cos kx + Bx sin kx)‏ = )1 (38.4) 
ج 
تسمى مثل هذه الدالة أحياناً بكثيرة الحدود المثلثية من درجة 7 . لإجراء هذه الحسابات يكون 
من المفيد و جود هذه ااعلاقات 
(cos kx)? dx = 1 (sin kx)? dx = 7, keN,‏ 0 
k,neN,k# n,‏ . ,0 ع sin kx sin nx dx = 1 cos kx cos nX dx‏ َ 
sin kx cos mx dx = 0, k,m=0,1,2,....‏ !1 
۴-۴۸ مفترض . إذا كانت ٤۲٣)27(‏ ؟f‏ وكانت ,1 كثيرة حدود مثلثية 'من 
درجة 8 [ أى أن » 7 تكون فى الصورة ( ۴۸ - 4 ) ] » فإن 
)2ذ + f~ Tle = fll? - mf tao®+ (aî‏ (38.5) 
b^}‏ ¬ .8( + ثليه = [(au‏ ري + ”مه -مع) أ + 
1= 
حيث عط ,0 تشير إلى أن مماملات فوريير للاالة كر . 


۹۰ 


البرهسان . لدينا 
4نم - هنا | T=‏ 
عه [TOF‏ | حي fT‏ !| 2-ية oF‏ [ = 

من السهل الآن «لاحظة أن _ 1 

1 f(OTAD dt = ao 1 f(D dr+ j a f(0) cos kt dt 

+ 8 3 f() sin kt dt 

> mf daoao+ 3 (axak + b0} 
وبالإضافة إلى ذلك » باستخدام العلاقات المذكورة آعلى يتضح أن‎ | 
8 [TDF dt = flee" + 3 a+ 6۵) 

إذا أدمجنا هاتين العلاقتين مم القانون الأول و جمعنا وطر حنا ((2,ط + ra” + 52-1 (a,‏ 
نحصل على القانون ( م" - ٠‏ ) . وهو المطلوب إثباته . 


ويفسر مفترض ( ۲۸ - م ) « هندسياً » بالتفسير الام الآق : بين كل كثير ات ادود 
المثلثية ر7 من درجة 8 » تكون كثيرة الحدود المثلثية الى تجعل التعبير 1|7 م فى نباية 
صغرى محدودة وحيدة ويحصل عليها باختيار المعاملات ,8 ,ييه كعاملات فوريير عط ريه اللدالة 
Kk = 0, 1, ...,#‏ و ثر . إذا رمزنا إلى هذه كثيرة الحدود المثلثية الى تجمل التعبير السابق 
فى نماية صغرى بالرمز &.)f(‏ »© فإن 


(38.6) Sn(f)(x) = ao + 2 (ax cos kx + b, sin kx) 
هو حاصل ال جع الجزئى النوفى لمتسلسلة فوربير الدالة كر ويثبت قانون ( مم - ه ) أن‎ 
)38.7( If Sl - I= عتمأ‎ > (a+ 2) 

بالاستفادة من تمرين ( ۲۹ - و ) يمكننا أن نوضح أن 
lim lf ~ S.(Ole =0‏ )38.8( 


لكل دالة متصلة دورتها 2۳ . لكن ٠‏ . بما أن ذلك المرين هو نتيجة لتحليل يسترعى 
الاعتبار و نفضل استنتاج هذه النتيجة مباشرة . سوف نحتاج لإجراء هذا للنتيجتين الآتيتين . 


۴۸ - 4 متباينة بسل . إذا كانت (50)2 f٤‏ » فإن 


۳۹۱ 


(38.9) 1ao+ 3 (a+b) < fila. 
k=i T 
اختيارية ؛ فينتج من ( ۴۸ - ۷ ) آن‎ ١ البرهان . إذا كانت 2ع‎ 
1a0 + 3 (a+b = fle 
k=1 T 
)١ - ۳۸ ( ومن ثم تكون حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة الموجودة فى الطرف الآيسر من‎ 
) محدودة من أعلى . ما أن الحدود كلها موجبة » فإن هذه المتسلسلة تقار بية وأن ( مم - و‎ 
. تظل صميحة . وهو المطلوب إثياته‎ 
النتيجة الآتية هى حالة خاصة من الى تسمى عادة مفتر ض رمان - لزج‎ 
فإن‎ ٠ع‎ ٤ 20)2( ه مفترض رمان - ليزج . إذا كانت‎ - ۸ 
ij, g(6) sin (n +3)t dt = 
فتحصل عل‎ sin )۸ + (E = sin nt cos t+ cos nt sih 4) البرهان . ما أن‎ 


1 g(t) sin (n +1( dt 2 6 [rg(t) cos [ة‎ sin nt dt 


+ 1! [rg(t) sin št] cos nt dt 
بأنها‎ ٠ ما أن (50)2 ع ع » فينتج أن للدوال المعرفة عند [ج ,-) ع1‎ 
gı(t)= rg(t) cos 3t g(t) = g(t) sin 3t 
امتدادات إلى جز الى تنتمى إلى (70)25 . لذلك تعطى التكاملات الموجودة فى الطرف الأمن‎ 
تتقارب‎ ٠ القانون السابق معأملات فوريير للدالتين د8 و دي ؛ ومن م » حسب متباينة بسل‎ 
. هذه التكاملات إلى صفر عندما 0ج۸ . وهو المطلوب إثباته‎ 
5.)/( مفترض . إذا كانت (2) 22 عم »> فإن حاصل الجمم الجزك‎ ٩-۳۸ 

لمتسلسلة فوريير لها هو 

)38.10( مد‎ - f )طن ج عر‎ dt 


. حيث .(1 هو لب تكامل درشلت النوف والمعرف بأنه‎ 
sin (n +3)t 
+ J cos ki =4 2sin dt 
k«k=1 


n+}, t=0 


5 0<|t| = r, 


0 
5 
Ts 


۹۲ 


البرهان . ينتج من قانون ( ۳۸ - ؟ ) ٠‏ (1-88) أن 
f(D a+ 0 f(tcos kx cos kt + sin kx sin kt} dt‏ 1 = )5000 


dı‏ }۵ سج foft+ ê‏ 0 ت 


T 


إذا فرضنا أن ى + × = ١‏ واستخدمنا حقيقة كون جيب الام دالة زوجية وأن الدالة المراد 
تكاملها لما دورة 27 » نجد أن 


sp0 = f f(e+s){4+ cos ks} ds 
= 3 f(x +9f4+ cos 3 ds 

الآن نستخدم قانون ( 85 - ؟ ) محصول على ( ۴۸ - )١٠١‏ . وهو المطلوب إثباته 

قبل الاستمرار » نتذكر ( انظر مثال ۴۷ - ف ) أننا نقصد » مشتقة الطرف الأممن 
لدالة ۴ ج 8 :/ عند نقطة ۸ ع ء حيث رطا نباية طرف أيمن (-+ 0) ر » النهاية , 

(1ع)1]- هش تكلا tim‏ د رم)بر 
0 1-0 
طالما وجدت هذه الباية . بالمثل » مشتقة الطرف الأيسر للدالة كر عند © هى اللهاية 
)e~(‏ طعت lim‏ - 1/0 1 


0< 
م" - ۷ نظرية تقارب نقطية . نفرض أن (20)2 ٠‏ ؟ وأن للدالة f‏ مشتقة طرف 
أمن ومشعقة طرف أيسر عند © . إذن تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر إلى ((+6)/ +(- ))2 
عند النقطة © . بالرموز . 
#Hf(e-=)+f(c+)}= }ao+ J (an cos ne + b, sin nc) -‏ )38.11( 
البرهسان . ينتج من ( 5« - ٩‏ ) أنه إذا كانت 0 ونو » فإن 
sin (n +t‏ _ 1 
cos kt = 2 sind‏ ,2 +3 
وبالضرب فى ( + )١‏ /(1/۴) ثم بإجراء التكامل بالنسبة إلى # فى [0,7] وعلاحظة 
cos kt dt = 0‏ 15 عند k EN‏ » نحصل على 


fe -)=È ffe + 


sin (n +t 


2 sin št dt 


۹۳ 


بالمثل » إذا ضربنا التعبير السابق بالمقدار ( --م)/ر ( #/1 ) و كاملنا بالنسبة إلى £ فى 
[ه ,٭ )ء نحصل على 

sin (n +t 
2 sin št 4 


+= f fe 
محصل على‎ » ) ٠١ - ۳۸ ( إذا طرحنا هذين التعبيرين من القانون‎ 


( SONO Hf (+ fe += f HEED RED ون‎ (n+ dt 


2 sin št 
E "f(c+0-=f(e+) . 


in (n +} 
rh 2 sin št sin (n +t dt 


وما أنه يوجد الآن 


1 عازه جعلاىى_ دعل 0 على 
i Zeit =i 1 1‏ 
0ن ١1‏ )11د 
فينتج أن الدالة 
for tE(0,r),‏ عت لاعن 55 
sin št‏ 
for t=0,‏ )171 = 
for  tEe(-r,0)‏ 0= 


هى متصلة قطعية فى [5 ,۸ -] . ومن ثم يتقارب التكاملالثانى فى(*) إلى صفر عندما هجح 7. 
بالمثلء بتقارب التكامل الأول فى (ه) إلى صفرعندما 0< #. ينتج الاستنتاج المنصوص. 
وهو المطلوب إثباته 
۳۸ -م أشلة . (1) الدالة رار فى مثال ( مم - ؟ ) () موجودة فى (2۸) © ۴ 
عند (+م)/ f)c-(=۴)c(=‏ عند + ;0 ,جح كوه ,[ ,ج-] ع 0 حيث 
f(0+)=1, f(r-)=1‏ ,1- - (-0)/ ,1- د رج fCn=)=+1, f(r‏ 
1- =(+۳) ما أن مشتقات طرف واحد موجودة فى كل مكان ( وتساوى صفراً ) 
فينتج من نظرية تقارب نقط قطعية ( ۳۸ - ۷ ) أن .تسلسلة فوريير ير تتقارب إلى (6):/ 
بشرط ۾ ,0 ,ج- عون ,[جج ,]ع > وأنه عند هذه النقط الثلاث تتقارب متساسلة فوريير 
للدالة ور إلى صفر . 
(ب) الدالة گر ی مثال ( ۳۸ - ۴ ) (ب) متصلة »> وها دورة 27 وها مشتقات من جهة 
واحدة فى كل مكان . لذلك تتقارب متسلسلة فوريير للدالة وكر عند كل نقطة للدالة ور وأن 
التقارب كا رأينا 0 منتظم : 


۳۹4 


نلاحظ أن «شتقة ( الجانبين ) للدالة رار موجودة فى الفترة [7 ,۸ ] ماعدا عند النقط 
* + ,0 وأن وك تتفق مع الدالة القطعية المتصلة كر عند (,2 € ۸ : ]€ x‏ 

نلاحظ أنه ينتج من نظرية القيمة المتوسطة (انظر مثال ۷٣-ن)‏ أنه إذا كانت (5©)2 > f'‏ 
فإن مشتقى الدالة كر للطرف الأيسر والطرف الأيمن موجودتان عند نقط عدم أتصال الدالة “كر . 
نوضح الآن أنه لدالة كر بدورة 25 وبحيث أن (80)27 7/6 » تكون متسلسلة فوريير الدالة 
عر تقاربية بانتظام إلى كر . 

۸ - 4 نظرية تقارب منتظمة . نفرض أن ر متصلة › وها دورة 27 ونفرض أن 
(20)2 ع" . حينئذ تتقارب متسلسلة فوريير للدالة كر بانتظام إلى f‏ .۸ . 

البرهان . ما أن كر متصلة ومشتقات الدالة كم لطرف واحد موجودة عند كل نقطة » 
فينتج من نظرية تقارب نقطية ( مم - ۷ ) أن متسلسلة فوريير للدالة ار تتقارب إلى ر عند كل 
نقطة . يكبق إثبات أن التقارب يكون منتظماً . حسب التباينة . 


2 (ax cos kx + يط‎ sin | > 0 (laj + |b) 
فيكى إثبات تقارب المتسلسلة الأخيرة . فى القيقة » إذا طبقنا متباينة بسل على "ر » نعرف‎ 
» أن المتسلسلة (7ط| +| ه|) < تقاربية لکن » كا قد رأينا فى مثال (مم - ؟) (ه)‎ 
اله حعط د عالزط- ديه . إذا استخدمنا متباينة شفارتز نجد أن‎ 


1/2 1 الس 1 2 
lal= 2 A= (Ê Ê) ) i)‏ 2 
ما أن متباينة مشاببة تظل صحيحة للمتسلسلة || 2 » فينتج النص المطلوب . 
وهو المطلوب إثباته . 
نوضح الآن أن حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة فوريير لأى دالة گر فى (0)2 تتقارب 
إلى ر فى العمود .|| . || . بيا هذا لايضمن إمكانية اسر داد القيمة للدالة ر عند أى نقطة خاصة 
معينة من قبل » من الممكن تفسير ها بكون ر معطاة بمعنى معين ( إحصاف ) . لبعض تطبيقات 
يكون هذا الوذج من التقارب مفيداً مثل التقارب النقطى » ويمتاز بأنه لايحتاج إلى فرض على 
قابليته التفاضل . 
٠١ - ۴۸‏ نظرية تفاضل عمودية . إذا كانت (0)2 6م وإذا كانت ((/ر )ركم ' 
هى المتتابعة الحواصل جمع جزئية لمتسلسلة فوريير للدالةر » فإن 
lf - Sn. (fll = 0‏ مسمتصذا 
البرهان . نفرض أن (20)2 جع[ ونفرض أن 0 < ع معطاة . نوضح كتمرين أنه 
توجد دالة رار متصلة بدورة 28 محيث أن 7/ء > ررم -/] وحسب نظرية ( 54 - )٠‏ 


0 


توجد دالة رار خطية قطعية متصلة بمكن اختيارها بدورة 27 » محيث أن 8/7 > عاإدf‏ - :۴ا 
ينتج من نظرية التقارب المنتظم ( مم - و) أنه إذا كانت ۸ كبيرة كبراً كاف ٠‏ فإن 
77 > ).8 وا نجد من قانون ( مم - ١‏ ) أن [gl‏ 3 = -أأواا-2/ = ell‏ 
لأى (50)2 عم » إذن نستنتج أن 

If - Sn (flk < If = fille + lf = folla + (Ifa = S. (fl 


الآن ( ر ) برك كثيرة حدو د مثلثية من در جة 8 تقارب كر خلال .© ( بالنسبة إلى إ| . || ). 
بما أننا أثبعنا فى مقترض ( مم - م ) أن حاصل الجمع الجزق (/)5 هو كثيرة المدود 1 
المثلثية من در جة 8 الى تعطى الأحسن غل هذا التقريب . فنستنتج أن ع > f= Sra‏ 
ما أن 0 <ع اختيارية » فنستنتج أن 0- ي|(/م) ,5 - lim |lf‏ 

كنتيجة هذه النقيجة ومفترض م# - ٣‏ نحصل عل التعزيز الآ لتباينة بسل الدالة 
(م0)2مع f‏ 

١١ - ۴۸‏ متباينة بارسيفال . إذا كانت ,(200)27 f ٤‏ » فإن 


)38.12( LI يا جتمهة-‎ (a+b 


حيث يط ,يبه هی معاملات فوريير للدالة گر . 

سننبى عذا الباب بر هان لنظرية فيجر) على قابلية الجمع لسيزارو ليمع لمتسلسلة فوريير 
لدالة متصلة . إذا كانت . . . ,2 ,1 ,0 > 78 ,(/).5 تدل على حواصل الجمع الجزئية لمتسلسلة 
فوريير المناظرة للدالة كر » فنفرض أن (/).'1 تدل على متوسطات سيز ارو 

[)م5 +٠ ٠ ١+‏ وزار5 + [s0‏ - راجا 

نفرض الآن ...,2 ,1 ,0 > ,ہ٥‏ كا فى مفترض ( ۴۸ - ٦‏ ) . إذا استفدنا من 

القانون المبدق 
cos (k - 1)t—cos kt, k 2 0,1,2‏ = عو sin (k —})t sin‏ 2 


يمكننا توضيح أن 


1 1 (a 0) 0>: 
(38.13) DAD D0) +.<<+D,01= |" sin 3t / |= , 
3h, =0 


() ليوبولد فيجر ( ۱۸۸۰ ب ۱۹٥۹‏ ) تعلم ودرس فى بودابست ٠‏ له اسهامات كثيرة مهمة 
فى قطاعات متعددة للتحليل الحقيقى والمركب ٠‏ 


۴1 


ونفرض أن .× هى هذه الدالة الى تسمى “لب فيجر التو . واضح ان 0 < (16,)4 
وما أن 


2 D.(t) dt = 


عند ...,2 ,1 ,0= ع » فينتج أن 


68.14) 2 K,(D dt =1. 


إذا كانت #>0>8» فينج أيضأ منحقيقة كون 20/7 < 260 عند ٩/2‏ = 0>0 أن 


(38.15( 0 ع‎ K.()= ا‎ for 8 اماع‎ = r. 


نلاحظ آخیر ا أنه ينتج من مفترض ( مم - ٩‏ ) أنه يمكننا التعبير عن متوسطات سيز ارو 
بالقانون . 


68.16 P(x) ير د‎ (10 dt 
نحن الآن مستعدون لبرهنة نظرية فيجر‎ 


<< مم - ١‏ نظرية فيجر . إذا كانت / متصلة وها دورة 27 » فإن المتوسطات لسيزارو 
لمتساسلة فوريير للدالة كر تتقار ب بانتظام إلى ۶ فى ۴ . 


البرهان . ينتج من ( مم - ١4‏ ) أن 
fK.(D dt‏ | دمر 
بطرح هذا من ( ۳۸ - ١5‏ ) نحصل عل 
f}K.( dt‏ =9 جهن | 1 - و[ - ا 
ما أن 5)0<20 لکل + ء نید ان 
له هك f+ 9= fl‏ | = )م - ومماكا 


بغرض 0 < ع معطاة . و ما أن ر متصلة بانتظام ى ۸ ء فيوجد عدد 8 حيث 7 > 5 > 0 بحيث 


إنه إذا كانت 58 ك |4 | ء فإن 


xe[-a, r] كل‎ |f)x+9-f(«| > e 


ينض 


ومن 3 نحصل على 
Û k=‏ كد فهك وعد مك امر-هجم/ ,| + 


ومن جهة أخرى نجد حسب ( ۴۸ - ١٠١‏ ) أن 


(تلنللبت) = el E)‏ فح د به وك ادر مجىنا ,| 


الى يمكن جعلها أقل من ع بأخذ م كبر ة كبر] كافيا . ہا أن تقديرً مشابيا يل صميحا لتكامل 
على [8 ,۸ ] » فينتج أن 
)2+2( >-ز- مانا 

عند # كبيرة كبر كافياً . وهو المطلوب إثباته 

1 ما أنه يلاحظ بسبولة أن الدالة ()۲۸ كثيرة حدود مثلثية ( من درجة 8-1 ) 
فنحصل برهان آخر للنظرية الآنية لفيرشتراس . 

٠۳ - ۸‏ نظرية تقريب لير اشتر اس . إذا كانت ث/ر متصلة بدورة 27 » فإنه يمكن 
تقريها باننظام بكثرة حدود مثلثية . 
تمرينات : 


مم - () نفرض أن ع دالة حقيقية القيمة معرفة فى خلية ل للفراغ ۸ بنقط طرفية 8 > © 
نقول إن ع قطعية متصلة فى ل إذا كان (1) للدالة چ نهاية طرف أمن عند © » (ل) بم 
ها نهاية طرف أيسر عند 8 » (ثْلة) ج متصلة عند كل النقط الداخلية لخلية ل ماعداً ء ريما عند 
عدد محدود من نقط الى عندها يكون للدالة يم نايتا طرف أيمن وطرف آيسر . 

() أثبت أنه إذا كانت ج قطعية متصلة فى [ ,© - ) فإنه يوجد دالة وحيدة © فى 
(50)27 عیٹ إن (×)ع = G)×(‏ لكل [^ ,)€ × 

(ب) الدالة ج هما مشتقة طرف أيسر ( وطرف أيمن ومشتقة طرفين على التر تيب ) عند 
(,ج-)ع 6 إذا وإذاً فقط كانت للدالة © هذه المشتقات . 

(ج ) الدالة ع لها مشتقة طرف أيمن عند # -- ( مشتقة طرف أيسر عند * على ار تيب ) 
إذا وإذاً فقط كان للدالة © هاتان المشعقتان . 

(د) المشتقتان لطرف واحد (ج)ع,(ج-)؛م موجودتان ومتساويتان إذا وإذآ” 
فقط كان للدالة © مشتقة عند 7± . 


۹۸ 


۴۸ -(ب)() إذا كانت (جج2)ءم عم وكانت المشتقة (+<)"ث/ر موجودة لكل 2 ©« 
فإن ”ر ها دورة 2# . 

(ب) إذا كانت («0)2معم 2 وکانت #عم .»عرف )> F۴:R‏ بأنها 
۶)9 =۴ »ء عیٹ إن / متصلة . أثبت أن ۸ ےا دورة 2 إذا و إذاً فقط كان متوسط كر 
هو صفر ء أى إن 

f(D dt=0‏ ددم 


مم - ( ج) (آ) نفرض أن («70)2عم فردية . إذن 0=(مع)؟f ١‏ إذا 
كانث ر متصلة عند صفر » فإن 0 = (0) ار . 

(ب) نفرض أن (2)©معع زوجية » إذن (- 0)ع=(+ 0)ع . إذا كانت المشتقة 
(×) ع موجودة لكل ۸> × » فإن ( انظر مثال ( 9١ب‏ ) ع فردية » وها دورة 2# » 
0= )£1( م -(0هم . 

مم - (د) نفرض أن كرو ۴ تنتميان إلى (26)27 وھا معاملات فورییر .8 ۸ 
و يرث و برك على التر تيب . إذا كانت ۸٤م‏ ره وإذا كانت Bf‏ + ۴ = ۸ آثبت ان ۸ 
تنتمى إلى (20)27 وها معاملات فوريير .86 +.هه ,84 + .شه 2 . ( ومن ثم أثبت 
أن معاملات فوريير لدالة تتوقف خطياً على الدالة ) . 

۸ - (ه) (أ) نفرض أن رار هی الدالة فى مثال ( ۴۸ - ۲ ) (أ) . احسب متسلسلة 
فوريير للدالة وكر » وأثبت أن هذه المتسلسلة لفوريير لاتقتر ب بانتظام فى [2 ,© ]ع . 

(ب) نفرض أن رار هی الدالة فى مثال ( ۳۸ - ۲ ) (ب) . احسب متسلسلة فوريير للدالة 
كر » وأثبت أن المشتقة حداً فحداً لمتسلسلة فوريير للدالة رار تطابق متسلسلة فوريير للدالة كر 

(ج) باستخدام حقيقة أن متسلسلة فوريير للدالة وار تتقارب إلى وار استنتج أن 


E E E E 

8 12375 

(د) نفرض أن (ع«)مر-؛-(ع)م محيث إن |ء|- س1 (2):] عند (رو-)اء« 
استخدم تمرين ( ۴۸ - د ) لإثيات أن متسلسلة فور يير للدالة وكر هى 


4 | ومه‎ x , cos 3x , cos 5 
ب عو | رهم‎ pe... 


م (٭) - (أ) نفرض أن (0)2طء,م معرفة حيث إن -(ع)رم عند 
زج ,”)× وأن 0 = (5)رج. آثبت آن وج دالة فردية وأن متسلسلة فوريير لها هى 


۳۹۹ 


„[sinx sin 2x sin 3x 
2] ...عص ,و‎ [ 

لاحظ أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى صفر عند 2+ =× . استخدم نظرية التقارب النقطية 
(۷-۳۸) لإثبات أن متسلسلة فوريير هذه تتقارب إلى (×),ع عند كل نقطة [ج ٤]-#,‏ × 

(ب) نفرض أن (27)٥۲٤رع‏ عیٹ أن ×=(×)ي عند [# xe),‏ 
أثبت أن :8 دالة زوجية وأن متسلسلة فوريير لها هى 

r? COSX COS 22 ©053* 
7-4] 1 2F ا[‎ 

وضح أن متسلسلة فوريير هذه تقترب إلى رع عن [۸ ,۸ ] » وأن مشتقتها حداً فحداً تكون 
لمتساسلة فوريير للدالة ريم . 

(ج) أثبت أن 

LE E E 
TT 2 

(د) نفرض أن (×)رع - ۳ =(×)۸ محيث إن 7× - = (×)۸ عند [ج )عر 

حينئذ متسلسلة فوريير للدالة # هى 
o _. 1 1‏ سد سال 

۲۸ (ز ) - (أ) نفرض أن × K)×(=‏ لكل #ععر . أثبت أن ۸ متصلة وفردية فى ۸ . 
لكن » الدالة / فى (:0)27 الى تطابق على / فى [۸ ,۸ ) ليست متصلة . 

(ب) نفرض أن × -”×=(»)۸ بحيث إن ۸ متصلة وفردية فى الفراغ ۴ . 
ونفرض أن ,رز هی الدالة فى (20)27 الى تطابق ۸ فى ( ,) . أثبت أن / متصلة فى الفراغ 
R‏ وأن h(x) =3x?-7‏ عند r]‏ )عير 

(ج ) استخدم تمرین ( ۲۷ -ب) » مثال (۳۸- ۲) (ه) » ومرين ( مع آج) 
(د) لإثبات أن متسلسلة فوريير الدالة وم هى 


1 x_sin 282 sin 3*_ 1 
32 2 3 ١ 


۴۸ - (ح ) نفرض أن ۸ ج[ ,0]:] دالة قطعية متصلة ونفر ضأن ‏ (60)2./ 
معرفة بأنها 
f(x)= f(x) sie xe[0,r],‏ 


=f(-x) we xe[-m,0). 


(أ) أثبت أن ,م هى دالة زوجية » تسمى امتداداً زوجياً للدالة كر بوره 2 . 
(ب) متسلسلة فوريير للدالة f.‏ تسمى «تسلسلة جيب مام ( فوريير ) للدالة ر . أثبت 
آنا معطاة بالصورة : 


cos nx‏ مه ,2 +مه1 
0 


a. = f(D cos nt dt, n=0,1,2,... 
7T Jo 


(ج) أثيت آنه إذا كانت (+ ,0)عع و كان الدالة ر مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أعن عند ع : فإن متسلسلة جيب الام للدالة كر تتقارب إلى [(+ )7 +(-6)/]؛ أيضاً إذا كان 
لادالة كر مشتقة طرف أمن عند صفر » فإن متسلسلة جيب تمام للدالة كر تتقارب إلى (+ 0) /ر . 
إذا كانت للدالة ر مشتقة طرف أيسر عند # ٠‏ فإن متسلسلة جيب نمام للدالة ٣ر‏ تتقارب إلى 
)/. 

مم - ( ط) لكل من الدوال الآتية المعرفة فى [7 ,0 ] » احسب متسلسلة جيب مام وحدد 
النهاية هذه المتسلسلة عند كل نقطة , 


(x)= »* (Î)‏ (ب) × صن = رار 
)ج( 1= f(x)‏ عند 7 OSx SÊR ue f(x) =} tT —x (5) 0S x5}‏ 
0= عند 57 BR > X‏ 0= عند 7 5 بعر > 2 


(۸) مح x)‏ جح رع را 
۴۸ - (ى) نفرض أن ۴ ج[ج,0]:/ قطعية متصلة ونفرض أن (620)2.] 
معرفة بأنها 
)1 دم عند [7 x e)0,‏ 
0= عند لع 
(«-)1-- عند (0,-) ع عر 


(أ) أثيت أن f‏ دالة فردية » تسمى امتداداً فردياً للدالة كر بدورة 27 . 


(ب) متسلسلة فوريبر للدالة تسسصى متسلسلة جيب ( فوريير ) للدالة ر أثبت أنها معطاة 
بالصورة 


3 b, sin nx 
= 


b= | 10 sin id ASL 


(ج ) أثبت أنه إذا كانت (,0) >6 وإذا كانت لا مشتقة طرف أيسر ومشتقة طرف 
أيمن عند © » فإن متسلسلة الجيب للدالة كر تعقارب إلى f(ce+)]‏ +« عل 
حالة » تتقارب متسلسلة الجيب للدالة كر إلى صفر عند 7 ,0 ك هر , 


. وف أى 


مم - (ك) لكل الدوال الآتية المعرفة فى [ ,0] » احسب متسلسلات ايب وحدد 
الاية هذه المتسلسلات عند كل نقطة . 

(x) =1 (Î)‏ (ب) × C08‏ = )ار 

(ج) 1= (×) f‏ عند 8 ك 05x‏ (د) برسج - f(x»)‏ 

0= عند 7 ك <X‏ 82 

f (x) = عع‎ x) (») 

۴۸ - ( ل ) نفرض أن f ٤۶٥)27(‏ دالة عیٹ إن “۸ f.)×(=‏ عند 1/۸ > ×> 0 
وتساوى صفراً عند قم أخرى [ )عد . أثبت أن “'/1 > اما أى إن المتتابعة 
( بور) تتقارب إلى الدالة صفر فى العمود .)| لكن » مما أنها غير دودة » فإن التقارب 
ليس منتظماً . 

۴۸ - (م) إذا كانت (ج2)صىمعم وإذا كانت 0 < ع » أثبت أنه يوجد دالة 
متصلة ,م بدورة 25 بحيث أن 8 > ااا ا 


مع - (ن) استخدم متساوية بارسيفال ( ۳۸ - ١١‏ ) لإثبات القوانين الآثية : 


2 1 © _ 7 
() 8ع )( حمسن 
سى 4 1© an‏ 

() ت (د) | “رك 345 


ح” - (س) إذا كانت / و كر تنتميان إلى (200)27 ولا معاملات فورییر وت :وط 
ويه و.هء عل التر تيب » أثبت أن 
f(OF() dt = larA,+ (aA, + b,B.)‏ ۳ ظٍ 


( إرشاد : طبق متساوية بارسيفال على ۴ + ۴) . 
۴۸ (ع) - استخدم اختبار درشلت (۲-۳۹) ومثال (+م-م) لإثبات أن المتسلسلة المثلثية 


تتقارب لكل × وضح »> كيفما كان » أن هذه المتسلسلة لابمكن أن تكون متسلسلة فوريير لأى 
دالة فى (20)2 . 


t۴ 


۴۸ - (ف ) نفرض أن 0 < .1 ونفرض أن (70)23 متجه فراغ لكل دوال ۸ + f:‏ 
للقطعية المتصلة والى دورتها هى 2 . 
(1) إذا عرفا 15,0080 -ج 70 عند 86500210 | اء أثيت أن الراسم 
ع . رح (ع و ) هو حاصل الضرب القیاسی ( بمفھوم تعريف ( ۸ - م ) فى (6)21 . 
وبالإضافة إلى ذلك يكون العمود المستنتج بحاصل الضرب القياسى ( انظر ۷-۸) هو 
[f tora]‏ حدانا 


(ب) نفرض أن ۸6۸ ,5 .€ ,€ هى الدوال فى ۴٥)2£(‏ المعرفة بأنها 
C.() = 1 é8 nx 5.) = 1 i nax‏ دوين 
2L VE E VE‏ 
أثبت أن هذه الفئة الدوال متعامدة بالمعنى الآتى : 
Sn "Sn =m‏ ست 41207 
حيث 8-1 إذا كانت م ع ۾ وآن 0= إذا كانت ۳م . ( إرشاد : 
إذا كانت © ع £ » فإن هذه هى العلاقات المعطاة قبل ( ۳۸ - )), 
(ج ) إذا كانت (0)21معم » ونعرف متسلسلة فوريير للدالة f‏ فى [2 ,.ة -] 


بأنها المتسلسلة 
a+ Û (a, cos 3+ b, sin 8‏ 3 
حيث نجد أن 
f(D e dt‏ اده f(D dt,‏ 1 ديه 
وو ون “211 
=f, f(D sin & at‏ 
ققحف ا ره N N‏ 


(د) أعد صياغة نظريات التقارب (مم- ) » (4-۳۸) ۰ (مم-١٠)‏ 
متسلسلات فوريير لدوال فى (5©)25 . ( إرشاد : استخدم تغيير المتغير ). 
(ه) إذا كانت (0)21م عم » فإن متساوية بارسيفال تصبح 
È (a? +b‏ نمه - تالاح 
حيث العمود للدالة كر مثل العمود فى جزء (أ) وحيث معاملات فوريير هىمثل المعاملات فى جزه ( ج). 


¥ 


۴۸ - (ص) لكل من الدوال الآتية فى الفتر ة المبنية » احسب متسلسلة فوريير فى هذه الفترة 
وحدد النهاية لهذه المتسلسلة عند كل نقطة . 
() × = مي على [2,2-) 
(ب) 0 = (×) ار عند 0 > × > 4 — 
=x‏ عند 4 > × > 0 
(ج) 0 = (×) f‏ عند 0 > × > 3 — 
ع عند 1>*«ك 0 
0ه عند 53 ×> 1 
۴۸ - ( ق) نفرض أن ر متصلة ودورتها 25 . أثيت أنه إذا كانت متسلسلة فور يير للدالة كر 
تتقارب عند [ج ]عه إلى عدد ما » فاا تتقارب إلى 0)/. 
۴۸ - (ر) نفرض أن ثر تنتمى إلى (27۸) ۶٥‏ ونفرض أن (1.)2[+ ,-]ع e‏ , إذا كانت 
۳١)‏ تدل على متوسط فيجر النونی » المعرف فى ( ۳۸ - ١١‏ ) أثبت أن 
f(e +]‏ +( مانا }= (1.)0)0 سنا 
۸ - (ش) نفرض أن “كرو گر متصلتان بدررة :2 وأن (5©)2 ع" 
(1) أثبت أن معاملات فوريير بط به للدالة ر تكون بحيث إن المتسلسلة 
Ê lanl + lb.)‏ 


2 
تقاربية . ومن ثم » يوجد مقدار ثابت 0 < 24 عيث إن M/”7‏ > |يه| وأن °" |b.| = M/‏ 


لكل اعم . 


(ب) أثبت أن متسلسلة فوريير المشتقة ر هى التفاضل حداً فحداً لمتسلسلة فوريير 
دال f‏ , 


هم - (ت) (أ)إذا كانت K٤۲٥)27(‏ وكانت [ج ]+ ,× اء استخدم 
متبايئة شفارتز لإثبات أن 


|] نااك إنه مع‎ le =x" = kla 25 


(ب) استخدم جزء (أ) ونظرية تقارب المود ( م+- ٠١‏ ) لتوضيح أنه إذا كانت 
(0)2 6م وأن [,-]ع0* » فإن متسلسلة فوريير الدالة كر يمكن تكاملها حداً فحدا . 


1 f(D dt = a(x = xo) + 3 (a, cos nt + b, sin nt) dt 


1.5 


ا 
2 0 


والمتسلسلة الناتجة تقاربية بانتظام عند [ ,]ع عر 
مم - (ث) () نفرض أن 0 < » ليست عدداً صميحاً . أثبت أن 


2a sin ar] 1 cosx , cos2x __ cos 3x 
OS E E 7-2 2-3 --[ 
. ×], ٣[ لكل‎ 
(ب) استخدم جزء () لإثبات أنه إذا كانت ,42× فإن‎ 
ملح لا ةبط = م يمو‎ 
ک2 = بم م‎ 0 


n?‏ — تدك م عم 
(ج) فاضل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً فحداً ( برر هذا ) لإثبات أنه إذا كانت 
xz‏ فإن 
1 2 
(sin ay iP GY‏ 


( د) كامل المتسلسلة الأولى فى (ب) حداً فحداً (برر هذا) لإثبات أنه إذا كانت #2× 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan _ibrahem‏ 


الفصل السايع 
تفقاضل قفا ”م 


سنقدم فى هذا الفصل النظرية لدوال قابلة التفاضل فى الفراغ ?۴ حيث 1 <م . 
وبالرغم من أن النظرية توازى تلك الى قدمت فى بانى ۴۷ » ۲۸ » فإنه يوجد تعقيدات عديدة 
وتظهر صفات جديدة ترجع بعض هذه التعقيدات محضاً إلى الاختلاط الحتمى للرموز لكن يظهر 
معظمها بسبب كون إمكانية الاقتر اب من نقطة ”2 > © من « اتجاهات كثيرة » لذلك يمكن 
أن تحدث بعض ظواهر جديدة . 

عرفنا فى باب ۲۷ المشتقة لدالة 12 حج 12 :ر عند نقطة 46 © © بالطريقة التقليدية » 
أى » عند العدد R‏ ع1 بحيث إن 

Of)‏ ين[ 

xc 11-6‏ 
طالما وجدت هذه الهاية . بطريقة مكافئة » بمكننا تعريف هذه المشتقة بأنها المدد £ حيث 
x)-f(c(-L(x—c) -0‏ 
xece |x -c|‏ : 

مكن اعتبار هذه العلاقة النبائية بأنها تعطى بالضبط الاتجاه الذى فيه يقرب قي الدالة (#) ار 
عندما تكون × قريبة قربا كافياً من 6 » بقيم الراسم المألوف(*) 

x > f(c)(+ L(x — ce) 
. الذى يعطى المنحى البيافى له المستقيم اماس لمنحنى الدالة ر عند النقطة ((6) /ر,6)‎ 

وف نستخدم هذا الاقتراب المشتقة الى سوف نستعملها لدوال فى جر إلى ٨‏ . أى إن المشتقة 
لدالة كر معرفة فى جوار نقطة . ”8 © 6 بقيم فى 16 ستكون راساً R^ fz‏ جح 1:15 
إذا كان 


ںا -- )هناو 


2 e -el 


(*) فى مقررات أساسية » يسمى مثل هذا الراسم « خطى » لكن » للمتطابقة مع الاستمال 
الأكثر تعقيداً للمصطلح « خطى » المعطى فى باب ١؟‏ » سنستعمل الاصطلاح « مألوفة » للإشارة 
إلى دالة حصلنا عليها بإضافة ثابت لدالة خطية . 


1 


ومن ثم نقرب الدالة (+د)ك/ر » عندما ×+ تكون قريبة قربا كافياً من © » بالراسم المألوف 
x > f(c(+ L(x —c)‏ 

من ”© إلى ۸١‏ . [ بحب على القارىء ملاحظة أنه إذا كانت 1د > فإن الرمز 
(6-*) 1 يدل على حاصل ضرب العددين الحقيقيين »× ولك ؛ لكن » إذا كانت 
1 < م ء فإن (6-<«)لت تدل على قيمة الرامم الحطى .2 عند المتجه ©6- *] . 

يعطى باب ۳۹ التعريف وير بط المشتقة بالمشتقات « الجزئية » الّتلفة . حصلنا فى باب 4٠‏ 
على قاعدة السلسلة ونظرية القيمة المتوسطة اللتين هما أهمية رئيسية يعطى باب 4١‏ تحليلا افا 
إلى خواص الروامم للدوال القابلة التفاضل ومؤدياً إلى النظرية الطامة للدوال المكسية و الضمنية » 
ونماية إلى نظريات البارامترية والرتبة . يدرس الباب الأخير الحواص الہائية لدوال حقيقية 
القيمة فى "2 . 


الباب التاسع والثلاثون ‏ المشتقة فى 87 : 

اعتبر باب ۲۷ المشتقة لدالة نطاقها ومداها فى الفراغ ۴ . فى هذا الباب سنعتبر من وجهة 
نظر مشابهة دالة معزفة فى فئة جزئية من الفراغ ٩”‏ ويقم فى “۸ 

إذا استعرض القارىء تعريف ( ۲۷ - ١‏ ) » فإنه سيلاحظ أنه يستخدم بدرجة مطابقة 
نمام لدالة معرفة فى فترة ل من الفراغ © ويقم فى الفراغ الكاتيزى R٩‏ . وطبعاً » تكون 
فى هذه الحالة متجهة فى 224 . التغيير الوحيد المطلوب لهذا الامتداد هو إحلال القيمة المطلقة فى 
معادلة ( ۲۷ - ١‏ ) بالعمود فى الفراع ° . وما عدا ذلك » يطبق تعريف ( ۴۷ - ١‏ ) حرفياً 
على هذه الحالة الأكثر عموماً . و يتضح أن هذه الحالة تستحق الدراسة عندما نتحقق أنه مكن اعتبار 
دالة كر فى ل إلى 826 منحنياً فى الفراغ 224 وأن المشتقة عند وجودها هذه الدالة عن النقطة 
© = × تعطى متجهاً مماساً للمنحى عند النقطة (6)م وبالتعاقب » إذا كانت × تدل على 
الوقت » فإن الدالة كر هى المسير لنقطة فى الفراغ 226 وتدل المشتقة (6)”/ر على متجه السرعة 
للنقطة عند زمن © = × . 

فحص كامل هذه السطور من التفكير سيقودنا بعيداً إلى الندسة التفاضلية و الديناميكية 
بأكثر مما نرغب الآن . أغراضنا أكثر تواضعاً : نرغب لتنظم الطريقة التحليلية الى يمكننا من 
فحص كامل ونزيل القيد الذنى ينص على أن النطاق يكون فى فراغ ذى بعد واحد وتسمح باتتاء 
النطاق إلى الفراغ الكارتيزى سوف نستمر الآن لإجراء هذا . 

يوضح تحليل لتعريف ( ۴۷ - ١‏ ) أن المكان الوحيد الذى فيه يكون من الضرورى تكوين, 
النطاق من فئة جزئية ٠ن‏ الفراغ ۴ هو ف معادلة ( ۲۷ - ١‏ ) حيث يظهر خارج قسمة . حيث 
أنه لايوجد معني لخارج قسمة متجه فى الفراغ ۴١‏ على متجه فى الفراغ ”2 » فإنه لايمكننا تفسير 


{¥ 


معادلة ( ۲۷ س ١‏ ) بصورتها الالية . لذلك » سنتقدم لإعادة صياغة هذه المعادلة . إحدى 
الإمكانيات الممتعة والمستحقة الاعتبار هی أخذ « شرائح » فى البعد الواحد مارة بالنقطة © 
فى النطاق . سيفرض للبساطة أن © هى نقطة داخلة للنطاق 2 للدالة » حینعذ لأى » فى ”8 » 
تنتمى النقطة ام + »م إلى 2 لأعداد م حقيقية وصغيرة بكفاية . 

وم - ١‏ تعريف . نفرض أن كر معرفة فى فئة جزئية 4 من الفراغ *۴ ولاقم 
فى 826 . نفرض أن © نقطة داخلة من 4 » ونفرض أن » أى نقطة فى “22 . يسمى المتجه 
° ع .ا بالمشتقة الجزئية للدالة كر عند © بالنسبة إلى ئ إذا كان يوجد لكل عدد 0 < م 
0< ( 6)8 بحيث إنه لكل ۲6۴ ويحقق (8ع)> |٤|‏ > 0 نحصل على 


َك 


أم1-رم)]- مم + ميا | (39.1) 


قد رأينا حالا أن المشتقة الجزئية .1 المعرفةفى ( هم« )١‏ تكون محددة وحيدة عند 
وجودها وبالتعاقب » .مكننا تعريف بأنها الهاية 
lip (e+ u) - ])6(‏ 


أو المشتقة عند 0 = £ للدالة ۴ المعرفة بأنها (ا1 + م) كر -(م) عند | |٤‏ صغيرة صغرا 
كافياً » وما قم فى 26 3 


ستكتب (27)6 أو (6)/:/ للتفاضل الجزى 1 للدالة كر عند © بالنسبة إلى # . 
يفضل الرمز الأول بكثرة عندما ٠»‏ كا فى أكثر الحالات » بكون للرمز الدال على الدالة دليل 
سفل . نرمز إلى الدالة (6)ي/ > (ع)ئر,2 جاده بأنها ۲f‏ أو ١إ‏ » تعرف ادألة عند 
نقطها الداخلية © من 4 الى عندها توجد الهاية المطلوبة » وطا قي فى الفراغ "۴ . 


من الواضح أنه إذا كانت ر حقيقية القيمة ( بحيث إن 1= و ) وكان » هو المتجه 
(1,0,...,0)-1© ف الفراغ ”2 . حينئذ تنطبق المشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة إلى 
١‏ على مايسمى عادة بالمشتقة الجزئية للدالة حر بالنسبة لمتغير ها الأول » والى غالباً يرمز ها 
بالرءز 
D, Ca‏ 
0X1‏ أو bh fa‏ 
بنفس الطريقة » يأخذ (0,0,...,1)= © ,...,(0,1,...,0) =2 » نحصل على 
التفاضلات ال جز نية للدالة كر بالنسبة إلى متغير ات أخرى : 
Df =A UE‏ 
= ما ٠٠:2]‏ برج حم - Daf‏ 


A 


فى حالة وجود دليل للرمز الذى يدل على الدالة فسنكتب » أحياناً » فاصلة للاشارة إلى المشتقة 
الجزئية أى ٠‏ زد و1 

يحب ملاحظة أن المشعقة الجزئية لدالة عند نقطة بالنسبة لمتجه واحد رما تكون موجودة» 
مع أن المشتقة ال جزلية بالنسبة إلى متجه آخر لاتحتاج إلى وجودها ( انظر آمرين 9م - أ) . وواضح 
أيضاً » أنه تحت شروط مناسبة » توجد علاقات جبر ية بين مشتقات جز ية الحواصل جمع و حواصل 
ضرب لدوال » الخ . سوف لانتضايق للحصول على هذه العلاقات حيث إنها إما حالات خاصة 
من التى سنجربها أسفل » أو يمكن برهتها بامثل . 

كلمة عن المصطلحات العلمية هى فى نظام . إذا كانت # وحدة متجه ى ۴۸7 ٠‏ حيئذ 
تسمى المشتقة الجزئية ‏ (6)] > (410./2)6 غالا بالمشتقة الاتجاهية للدالة ر عند © فى الاتجاه 
لوحدة المتجه 4 . 


الملنستقة : 

الميب الرئيسى المشتقة الجزئية لدالة كر عند نقطة 6 بالنسبة إلى متجه > هو أنه يعطى فقط 
صورة لسلوك الدالة ر قرب © فى فئة ذات بعد واحد [Rع1:»)+c)‏ . لمصول عل 
معلومات كاملة بدرجة أكثر عن الدالة كر فى جوار ”2 ع6 » سوف ندخل الرمز لشتقة 
الدالة ر عند 6 » الى ھی راسم خطى من RP‏ إلى R°‏ . 

م - 7 تعريف . نفرض أن الدالة كر هما نطاق 4 فى الفراغ 82 ومدى فى ۴۸° » 
ونفرض أن ع نقطة داخلة للنطاق 4 . نقول إن الدالة ر قابلة التفاضل عند © إذا كان يوجد 
دالة خطية ٩°‏ ج ”8 :1 بحيث إنه لكل 0 < ع يوجد 0 < (5)8 بحيث إنه إذا كانت. 
"عد اى متجه يحقق (8)8 ك || © × || فإن 4 ©* ويكون 

)39.2( : )را‎ - 7) - L(x - c)|| = «زاء‎ - cl 

وبالتعاقب يمكن إعادة صياغة ( وم 7 ) بكتابة أنه لأى 0 < م فإنه يوجد 

0< (ع)ة بحيث إنه إذا كانت ۸٤س‏ وكانت ( 8)8 5ك || »|| » فإن 
L(u)ll = e lull‏ - »)م - fe + u)‏ (39.3) 
الى » بدورها » بمكن التعيير عنها أكثر أحكاماً بكتابة 


9.4) ım EE fe) L(u) 


2 5 ا 


سئرى فا يل أن مثل هذه الدالة المطية £ محددة وحيدة إذا وجدت . تسمى(*) مشتقة كر 


(ه) ننبه القارىء أن £ تسى أحياناً مشتقة فريشت أو التفاضل للدالة كر عند © » 
يرمز ها أحياناً بالرموز (ء) ك أو (ء) ٣إ ٠‏ الخ . 


۹ 


عند © سر مز ها غالباً بالرمز (©) 82 بدلا من £ . سوف نکتب غالا (/)() f‏ 2 
للدالة الخطية 8ط » (ه ‏ جد)(ء) Df‏ ء للدالة الحطية (م س »)1 . 
من وجهة النظر التحليلية » يعكس وجود المشقة للدالة كر عند النقطة © إمكانية تقريب 
الراسم f)×(‏ ج × بالراسم (6-*).ة+)7/ × . تعطى متباینة ( 9م ؟) 
مقياساً لتلاصق هذا التقريب عندما تكون × قريبة من © . نجد بسبب اللطية للدالة / » أن 
L(c))+ L(x)‏ - 0 نه عط +0 )رز 


حينئذ نكون قربنا f)×(‏ < × بدالة على الصورة (8)-1+ ولا جا« اء حيث ور ثابتة . 
مثل هذه الدوال تسمى رواسم مألوفة من ۴ إلى “8 ؛ هذه الرواسم جرد ترجمة فقط لرواسم 
خطية وإذن يكون هما خاصية بسيطة جداً . 

من وجهة النظر الهندسية » تعكس وجود المشتقة الدالة ر عند © وجود مستوى مماسى 
اسطح ){)x,f)x((:x ٤A‏ فى R>‏ عند النقطة ((6)مر,6) > أى المستوى 
المعطى بالشكل 

)39.5( {(x, (ع)]‎ + L(x —c)):x e R°} 

سنثبت الآن انفر ادية المشتقة 

و« - م مفترص . لدالة /, مشتقة واحدة عن نقطة على الأكثر . 

البرهان . نفرض أن دا ,رمآ دالعان خطيتان من ۸ إلى “82 وتحققان (وم-م) 
عند (ع)8 5 |[* || . حينئذ ند أن 

ممم - مم رط| = 0 
لمتكم - f(e)‏ جب+ ء)م|| + Lı(u)ll‏ - ).م - مج [fe‏ > 
| ع2 > 

لذلك نتحصل على |u|‏ 2 = ||(/)مة - (م)ر]|| > 0 ركل "8 عه > حيث( 8 )ة ک||»|| 
إذا كانت دآ “رمآ ۰ فإنه يوجد "261 حيث (2)ر £,)z(#‏ لذلك 0 26 2 . 
الآن تفرض أن 8)8(/]2[(2)-20 وإذن نجسد أن (8)6 -|م2| ومن ثم 
|o‏ ع 2> المع) L2‏ -مع)سط|| > 0 . إذن اتا ع2 > ال(ع)مة -(2)م1|| لکل 0<ع لذلك 
تكون (12)2>-(1.:)2 ما مخالف الفرض . إذن ر = ربلل . وهو المطلوب إثباته 

وم - ؛ أمثلة . (أ) نفرض أن”2 > ۸ ء 8° e‏ مر » ونفرض أن 26 جح ۸ :ول 
هى « دالة ثابعة » معرفة بأنها مر = (×)هf‏ عند © × . إذا كانت © نقطة داخلية من 4 
و كانت ٤4‏ × » فإن 0-(ع)0/-(+*)ىم . ينتج أن هأ قابلة التفاضل عند ع وأن المشتقة 
2600-0 ء أى « الدالة الخطية الصغيرة » الى ترسم كل عنصر فى ”۸ إلى عنصر الصفر 
فى 24 . ومن ثم المشتقة عند أى نقطة من الدالة القابتة هى الدالة الخطية الصفرية . 


1. 


(ب) نفرض أن *2 = ۸ وأن 26 ج 4 f:‏ هى دالة خطية . إذا كانت 4ع © 
و كانت 64× فإن 20-0 - :)×K(-f:)(- f١)‏ . ينتج من هذا أن :1 قابلة التفاضل 
عند » وأن :2 (1:06 ومن ثم تكون المشتقة عند أى نقطة للدالة الخطية هى الدالة الحطية 
نفسها . 

4 - هو مفترض . إذا كانت 24 ج f:4‏ قابلة للتفاضل عند ۸٤ء‏ » فإنه 
يوجد عددان موجبان دقيقان × ,8 عحيث إنه إذا كانت 8 > |[ء - ×ا| » فإن 

)39.6( إإ(ه)م - )ما‎ > K Ilx - cll 

بوجه خاص ينتج أن /ر متصلة عند © = × . 


البرهسان . ينتج من تعریف ( وم - ۲ ) أنه يوجد 0 < 8 محيث إنه إذا كانت 
5 = |ء- || >0 فإن ( وم - ۲ ) تظل صحيحة عندما 1 = ع . إذا استخدمنا متباينة 
المثلث نجد أن 
L(x - e)ll+ lx = cll‏ = سنا 
عندما 8 > || - ×||>0 . من نظرية ( ۲۱ - ۴ ) توجد 0 < 8 عيث إن 
ااه - B lx‏ = اده - [L(x‏ 
لجميم "ع .x‏ . لذلك » إذا كانت 8 5 || م - + || > 0 مخصل على 


lx = ell‏ )1+ 8) ع fol‏ - )را 
وهذه المتباينة تظل أيضا صحيحة عندما © = × . وهو المطلوب إثباته 


نوضح الآن أن الوجود للدالة المشتقة عند نقطة يدل على الوجود لكل المشتقات الجزئية عند 
هذه النقطة . 

9" -* نظرية . إذا كانت ”۴ كر »> وإذا كانت 26 ج f:4‏ قابلة التفاضل 
عند نقطة 6۸ء ء وإذا كانت » أى عنصر من الفراغ ”2 ٠»‏ فإن المشتقة الجزئية 
.f)(‏ للدالة كر عند © بالنسية إلى ا تكون موجودة و بالإضافة إلى ذلك 

(39.7) Duf(c) = Df(c)(u) 

البرهان . ما أن ثر قابلة للتفاضل غند ع » فنجد بأخذ 0 < 8ه » أنه يوجد 

0 < (8)8 بحيث إن 
e Iltull‏ = إ(مسم))رط f(c)(—‏ - مضع [Ife‏ 
بشرط (ع)8 > إإية|| . إذا كانت 0 = » ٠‏ فقد لاحظنا حالا المشتقة الجزئية بالنسبة 


0 


إلى صفر یری هى (2/)6()0 ح 0 . ومن ثم نفرض 0 ده . أى إنه إذا كانت 
||( > || >ه » فإن 


e+ )لله‎ fe) 


اا e‏ ع 


ما يوضح أن (#)(ء) 2# هى المشتقةالجزئية للدالة “عند © بالنسبة إلى # » كالمطلوب . 
وهو المطلوب إثباته 
۷-4 نتيجة . نفرض أن "۴ كر اء ونفرض أن # ج 4,:/ ونفرض أن 
© هى نقطة داخلية من 4 . إذا كانت المشتقة (©) 2f‏ موجودة © فإن كل المشتقات 
الجر ئية (©) f‏ ...)27 موجودة فى 8 وإذا كانت 8° € (ملا ,... ,)= ن فإن 
Df(c)(u) = u Dıf(c) +٠٠ ١ + u,Dpf(c)‏ (39.8( 
البرهان . تدل النظرية على أنه لكل من المتجهات ٠1,..., ٠,‏ تكون المشتقات الجزئية 
Dıf)c(,..., D,f)¢(‏ موجودة وتساوى ‏ (م©)(/82/)()6,(,...,10 لکن » 
حيث إن (©) 2# خطية وأن ركملا + +٠00‏ عر = ا » فنستنتج آن 
wDıf(e)‏ و - (مامازطب بي - مم زط 
وهو المطلوب إثباته 


ملاحظات : 
(أ) عكس نتيجة (-وم - ۷ ) ليس دائماً صعيحاً » لأن المشتقات الجرئية للدالة كر رما 
تكون موجودة بدون وجود المشتقة . مثال ذلك » نفرض أن ۸R‏ 22:م/ معرفة بأنها 
f(x, y)=0 for (x, y) = (0, 0)‏ 


2 ك2‎ for (x y)#(0,0) 


نوضح كتمرين أن المشتقة الجزئية للدالة كر بالنسبة لمتجه (8 ,©) عند (0 ,0) هى 

(a, b) ¥ (0, 0)‏ ,و دج - (0 ,0) Daf‏ (39.9) 
وفى الخالة القاصة جد أن 0 = (0 ,0) ر ره و 0 > (0 ,0) كر ر2 إذا كانت المشتقة (f‏ 
موجودة عند النقطة (0 ,0) فتثبت نتيجة ( وم - ۷ ) أن 

Daf (0, 0( = 2/)0, 0)(a, b) = a‘ 0+5 ١0-0 
و),‎ - ۴٩ ( ما الف‎ 


t1۲ 


(ب) سنوضح فيا يل أنه إذا كانت 45۸ وإذا كانت المشعقات الجرئية للدالة 
"حم :/ متصلة عند © » فإن () (f‏ موجودة . 

۸-۹ أمثلة . (أ) نفرض أن ۸>۸ ونفرض أن ۴ ج ۸:| حيئئذ ار 
قابلة التفاضل عند نقطة داخلية © من 4 بمفهوم تعريف ( ۳۹ - ؟ ) إذا وإذاً فقط كانت 
المشتقة العادية 


رمم =O‏ بون 


موجودة . فى هذه الحالة تكون المشتقة (ء) (f‏ هى دالة خطية للفراغ ۸ إلى الفراغ ۸ 
ومعرفة بالتعريف 
u > f'(c)u‏ 

أى إن (2/)0 ترسم ع u‏ إلى حاصل ضرب ا و (6)”/ . ( باستخدام المصطلحات 
العلمية لمصفوفة » تكون المشتقة (6) 7# هى الراسم المطى المثل بالمصفوفة 1 × 1 ذات 
عنصر واحد فقط هو (©)ث/ر ) . 

تقليدياً » بدلا من كتابة 6 لنرمز إلى العدد الحقرق الذى تؤثر عليسه الدالة الحطية المشعقة 
(©) ر2 » يكتب الشخص أحياناً الرمز العجيب × ( هنا الحرف «4» تلعب دور كبادئة 
فى أول الكلمة وليس ا معنى آخر ) . بعد إجراء هذا واستخدام رموز . نظرية يز (*) للمشتقة 
يستعمل » تصبح الصيغة »() £ = (/)(©) /2 

Df(e)(dx) = لك‎ (e) ax 


(ب) نفرض أن ۴> ۸ ونفرض أن (0<1) ۸° ج ۴:4 . إذن يمكن تمثيل ر 
« بالدوال الإحداثية » 
عع f()=(f(x),...,f(x),‏ 
يحب على القارىء كتمرين أن يبرهن على أن ثر قابلة التفاضل عند نقطة داخلية > من 4 
إذا وإذاً فقط كان لكل من الدوال حقيقة القيمة يإ,...راf‏ مشتقة عند م . فى هذه 
الحالة » تكون المشتقة (ء) 2# هى دالة خطية الفراغ ۸ إلى “12 وتكون معطاة بالعلاقة . 
ueR‏ .,((1)6(,...,1006)ي uz‏ 


(*) جوتفريد فیلهل ليغز ١7١5-1145‏ ) › وإحاق نيوتن ( ۱۹٤۲‏ = ۱۷۲۷) 
هما الختر عان المتعاو نان لعل التفاضل و التكامل . قضى ليئز معظم حياته خاماً لدوق هانوفر وكان 
عبقرياً عالمياً وساهم بكثرة فى الرياضيات والقانون والفلسفة وعلم اللاهوت وعل اللغات والتاريخ . 
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إذن ©) 2 ترسم عدداً حقيقياً به إلى حاصل ضرب > والمتجه الثايت . 
f(e)= (fife), ..., fae)‏ 

إذا فكر نا فإن كر هى « منحى » فإن هذا المتجه يسمى « متجهاً ماسياً » للدالة كر عند النقطة (») /ر . 

( ج) نفرض أن (1<م) ۴ے ۸ ونفرض أن 2 ج 4 : f‏ حيلئذ ينتج من نتیجة 
٠‏ (وم - ۷ ) أنه إذا كانت المشتقة () كر 2 موجودة عند نقطة © داخلية فى 4 » فإن كله 
من المشتقات الجزئية ‏ (©)/,2 ,...,(ء)f٫0‏ يجب أن تكون موجودة ويكون (2/)6 
هو الرامم الحطى للنقطة"26 €( ,. . . 7) > إلى ۴ ويعطى ما يل 

uıDıf(c) +٠٠ ١ + wDpf(c).‏ = (ب)) ]طم 

وبالرغم من أن مجرد وجود هذه المشتقات الجزئية لايدل على وجود المشتقة » فسارى فيا بعد 

أن اتصاهم عند النقطة © لايضمن وجود المشتقة . 


بدلا من (بلا,...,»)=» نكب أحياناً (نته,...,,ة) =× اللنقطةفى م 
الى توحذ المشتقة عندها بكتابة هذا و باستخدام رمز نظرية ليئز التفاضلات الجزئية » يصبح القانون 
السابق 


DIC) (ax) = (e) dx, +--+ Ê (e) dı, 


(د) نفرض الآن أن ۴۸ > ۸ وأن 86 ج f:۸‏ حيث كلا من 1< 9 ,1< 
يمكن فى هذه الحالة تمل (×) كرح بر 
fiss... Xe)‏ تبر 


من © دالة لمتغيرات عددها م . إذا كانت كر قابلة التفاضل عند نقطة (م© و...,©) => 
فى 4 ٠‏ فنثبت كتمزين أن كلا من المشتقات الجزئية ((6):/ -)()82,6 يجب أن تكون 
موجودة عند © . ( وف الخالة العامة يكون أيضاً هذا الشرط الأخير غير كاف لقابليته التفاضل 
للدالة كر عند © ) . عند وجود (©)كر2 > فإن الدالة الحطية الى ترسم النقطة 
(مها ...)= للفراغ 2 إلى النقطة ‏ (وس ,... ,دا) = س للفراغ ٩١‏ معطاة بأنها 
دملا (©):],10 + w= Dıfi(c)u + D2fi(c)ua+‏ 
بي اول مور لقا اسع اح" a‏ “دهن عرد ول و O O‏ (39.10( 
Dpfa(c)up‏ + لكف + Dafa(c)ua‏ + بما(ء) ور = ولا 
المشتقة (ء) 0# هى الرامم اللطى للفراغ ”2 إلى الفراغ ۸° المعين بالمصفوفة م ءا © 
الى عناصرها هى 
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: روط )بررط‎ °“ Dpfi(e) 
(39.10 Dıf(ce) يريط‎ ٠٠١ )رط‎ 


1211) (ع)ر]وط1‎ ٠٠ 10,1 


fale) fae) °°° frp(c) 
| fife) feze) °°° fap(e) 


farce) faze) °°° fap(c) 


لاحظنا من قبل ( انظر نظرية ۲٠١‏ - ۲ ) أن مثل هذا النظام المر تب لأعداد حقيقية يعين دالة 
خطية فى ”۴ إلى “۸ . تسمى المصفوفة ( ١١-۳١‏ ) بمصفوفة جاكوبيان للمجموعة 
( وم - ٩‏ ) عند النقطة 6 . إذاكانت وحم فإن مدد المصفوفة ( ١١-19‏ ) يسمى 
بمحدد جا كوبيان » أو ببساطة الجاكوبيان المجموعة ( وم ٠١‏ ) عند النقطة © . يرمز 
إلى محدد جاكوبيان مرار(*) بالرمز 


Es f و‎ 


(X1, X2, ..., Xp) x= 
: وجود المشستقة‎ 

برهنا فى نظرية ( وم - ١‏ ) على أن و جود المشتقة عند نقطة يغبت الوجود لكل المشتقات 
الجزئية عند تلك النقطة . رأينا فى الملاحظة الموجودة بعد نتيجة ( و« د ۷ ) أن جرد الوجود 
المشتقات الجزئية لايضمن و جود المشتقة حى عندما 1 = ٩‏ ,2 > م . سنوضح الآن أن الاتصال 
للمشتقة الجزئية عند النقطة © يكون كافياً لوجود المشتقة عند © . 

4-4 نظرية . نفرض أن > ۸ » نفرض أن 26 + 4 : / » ونفرض أن 6 
نقطة داخلية من 4 . إذا كانت المشعقات الجرئية Df (i=1,...,4[=1,...,p(‏ 
موجودة فى جوار النقطة © ومتصلة عند م » فإن ر تكون قابلة للتفاضل عند © . 
وبالإضافة إلى ذلك تمثل (©) 0# بالمصفوفة م ×4 ( و - 1١5‏ ). 

البرهان . سنثبت الخالة الى فما 1= © بالتفصيل . إذا كانت 0 < ع فنفرض أن 
0< (8)ة بحيث إنه إذا كانت م,... ,2 ,1 = ثر و(8)8 ک ||إء رط || » فإن 

)39.12( |Dıf(y)-~ Dıf(c)| > ع‎ 


(*) كارك ( ج . ی ) يعقونٍ ( ۱۸۰٤‏ - ۱۸۰۱ ) كان أستاذاً فى كينجز برج وبرلين 
و كانت أحاثه الأساسية فى ر الدوال الناقصية » ولكنه معروف أيضاً مساهاته فى المحددات 
والديناميكا . 


{lo 


إذاكانت (يه ,.. .روه ©) =€ و (ملر... ,0ك ,×) = × تفرض 2-م2 22-9 و1 
ترمز إلى النقط 
(و× ,... ,%3 0 ا ,2 (C1,‏ = 21 
و بده ,۰۰ €2 و€1) 1و2 و۰۰۰ 
ونفرض أن >= ,ع و ×= z2‏ إذا كانت ( 8) 8 ك || - × || » فإنه من السهل ملاحظة 
أن (8)6>|ء- اا عند م,...,0,1 = از . نکب الفرق 0)ثر =(×) ر 
كحاصل جم تلسكوف , 
(()1- بعالا ري - )1 مر 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ٣۷(‏ س ) لحد الذى ترتيبه طا ر من هذا المجموع » 
نحصل على نقطة 2 » واقعة على جزء الط الواصل بين النقطتين ر2 ورت » بحيث إن 
(,) رط( - (x,‏ = ررع)] - لدرع) ل 
إذن » نحصل على 
~e)Dıf(c) = (x - {Df (2) ~ D,f(c)}‏ %( ن (©)00-1)] 
وحسب التباينة ( ۳۹ - ٠١‏ ) تسيطر القيمة 8 على كل كية موجودة داحل قوسين فى 
الصيغة الأخيرة هى سائدة القانون الأخير . باستخدام متباينة شفارتز لحاصل الجمع الأخير » 
نحصل على التقدير 
Ix =e‏ لدم > -o)Df(e)|‏ به 3 - )م مار 
طاما 8(e)‏ > ||ء - |x‏ 
قد برهنا أن كر قابلة للتفاضل عند © وأن مشتقها (ء) 0# هى دالة خطية من 87 إلى 
© وتعطى بالقانون 
wDyf(e)‏ يل DÎ(E)(u)=‏ حدزمه ,... (un,‏ حي 
فى الحالة حيث الى تأخذ ر فبا القيم فى الفراغ “۴۸ حيث 1< 4 نستخدم نفس 
الاستدلال لكل من الدوال حقيقية القيمة 4 ,. .. ,2 ,1 >1 ,و » الى تحدث فى التثيل الإحداق 
للرامم ر . سنترك تفاصيل هذا الاستدلال كتمرين . وهو المطلوب إثباته 
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وم - (1) نفرض أن ۴+ ۲:۸ سرفة بأنها 


,0 لاعند 1.03 

0= رغلا 0= 
أثبت أن المشتقات الجزئية (0 ,0) ر2 ,(0,0) ر :2 موجودة ومساوية إلى صفر . 
لكن » المشتقة للدالة كر عند النقطة (0 ,0) بالنسبة لمتجه (8 ,4).-- » غير موجودة إذا كانت 
0ع 5ه أثبت أن ر غير «تصلة عند (0 ,0) ؛ ف الحقيقة » كر ليست حى محدودة فى, 


جوار (0,0) . 
وم - (ب) نفرض أن 8 +”8:ع معرفة بأنها 
,0= ۷× عند 0= g(x,y)‏ 
0 ميد 1= 
ثبت أن المشتقات الجزئية (2:8)0,0 ,(0 ,0) ع و2 موجودة ومساوية إلى صفر . لكن » 
المشتقة للدالة ج عند (0,0) بالنسبة إلى متجه (8 ,) = » غير موجودة إذا كان 
0 د 45 أثبت أن ج غير متصلة عند (0 ,0) ؛ لكن + ع محدودة فى جوار من (0 ,0) .. 


وم - (ج) نفرض أن 8 >+“۸:۸ معرفة بأنها 
.(0.0) =( ,×) عند h(x, y)=0‏ 
کے 
x2 +‏ 
أثبت أن المشتقات الجزئية(0 ,۸)0 ر2 ,(0 ,۸)0 ,2 موجودة ومساوية إلى صفر . لكن » 
المشتقة للدالة ۸ عند النقطة (0 ,0) بالنسبة إلى متجه (8 ,ه) = » غير موجودة إذا كان. 
0ع 8ه أثبت أن 8 غير متصلة عند النقطة (0 ,0) . 


(0 ,0) عو زر ,) عند 


وم - (2) نفرض أن ۸ + ۸:8 معرفة بأنها 
,(0 ,0) =( ,×) عند k(x, y)=0‏ 
(0 ,0( عند تر = 
أثبت أن المشتقة الجزئية للدألة ى عند النقطة (0 ,0) بالنسية إلى أى متجه ( 5و© ) = بد 
موجودة وأن 


م 
a0‏ إذا D.k(0,0)=—‏ 


{1¥ 


أثبت أن / غير متصلة ومن ثم فهى غير قابلة للتفاضل عند (0 ,0) . 


وم - (ه) نفرض أن 8 <>”8R:؟‏ معرفة بأنها 


(0,0) < (,×) عند 0<( f(x‏ 
(0,0)(ر٭) عن کر = 


أثبت أن المشعقة الجزئية الدالة كر عند النقطة (0 ,0) بالنسبة إلى أى متجه 6(٠‏ ,) = يم 
موجودة وأن 


ab? 
a+b? 


أثبت أن ر تكون متصلة لكن ليست قابلة التفاضل عند النقطة (0 ,0) . 


D.f(0,0)= إذا‎ (a, b)# (0, 0). 


وم - (و) نفرض أن ۸ + ۴:۴ معرفة بأنها 
و +× =(ر ,)۴ إذا كانت ر ,× قياسيين 
0~ خلاف ذلك 
ثبت أن ۶ تكون متصلة فقط عند النقطة (0 ,0) وقابلة للتفاضل هناك . 
٩‏ - (ز) نفرض أن © ج822:© ممرفة بأنها 
)x, y( # )0, 0(,‏ عند )ر sin 1/(x”+‏ + 2ح) = G(x, y)‏ 
(0 ,0) =(ر,×) عند 0= 
أثبت أن © قابلة للتفاضل عند كل نقطة الفراغ ”۴ لكن المشتقتين. الجزئيتين 0,6 و 2206 
غير محدودتين ( ومن ثم غير متصلتين ) فى جوار النقطة (0 ,0) . 
وم - (ح): نفرض أن 2ه ج21:22 معرفة بأنها 
,0× عند HO, y)= (x? +x? sin, y)‏ 
0= × عله )0,y(‏ = 
أثبت أن 2:74 متصلة عند كل نقطة وآن 22 موجودة ومتصلة فى جوار النقطة (0 ,0) 
أثبت أن 8 قابلة للتفاضل عند (0 ,0) . 
وم - (ط) نفرض أن 45۴ ء ونفرض أن <۴٩“‏ 4: قابلة للتفاضل 
عند نقطة © داخلية فى 4 » ونفرض أن “عن 2 إذا عرفنا © ح م:م بأنها 
8 ()f=(×)ع‏ لمحم مع ء أثبت أن بي قابلة للتفاضل عند © وأن 
"لاعن عند Dg(c)(u)=(Df(c)((u):0‏ 
۹ - (ى) نفرض أن م6 نقطة داخلية من ۴ ج :م ونفرض أن 5۴ لم 
(1) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل عند 6 ٠‏ أثبت أنه يوجد متجه وحيد ‏ ”8 ©>.ن عيث إن 


نيلف 


ueR’ لكل‎ Dıf(c)=Df(c)(u)=u, <u 
. 8,207 )( يسى المتجه ما بالميل للدالة كر عند النقطة م » ويرمز له بالرمز ۷4 أو‎ 
: وضح أن‎ 
Vf =(Dıf(c),..., 2,1)(( 
(ب) استخدم متباينة شفار تز لإثبات أنه إذا كانت 1 بر و "عب » فإن الدالة‎ 
جد فا نہاية عظمى عندما تكون 4 مضاعفاً موجباً للدالة گے ۳ . ومن ثم يكون‎ 2)0( 
الاتجاء الذى فيه تكون المشتقة الاتجاهية للدالة كر عند النقطة © فى نهاية عظمى هو ميل الدالة كر‎ 
. عند القطة م‎ 
f 8:4 <8 وم - (2) نفرض أنء نقطة داخلية من ”8 ۸ » ونفرض أن‎ 
قابلة للعفاضل عند م وأن ۸>» . أثيت أن‎ 
ركان‎ ‘V.f+g)=V.f+V.g, 
, Ve(fg)= f(e) V.g + g(c) 91 
.٠ ٠ وم - (ل) أوجد اليل للدوال الآتية عند نقطة اختيارية فى الفراغ‎ 
f(xy, 2)= x? +y*+2° (Î) 


(ب) 2+ 2ر ”× = 2(7 ,ل ,)دگ 
f(x, y, 2)= xyz ©‏ 


وم - (م) أوجد المشتقات الاتجاهية لكل من الدوال المذكورة فى ( وم - ل ) عنلا 
النقطة (2 ,1 ,0) ف الانجاه إلى النقطة (3 ,2 ,0) . 

وم - (ن) نفرض أن 82ح م ونفرض أندالة 8 + 4:/ تمثل سطحاً ,3 
فى ۴ بشكلها صراحة : 

Sr = {(x, y, f(x, y)):(x, y)e A} 
إذا كانت الدالة كر قابلة للتفاضل عند نقطة داخلية (مر وم*) من 4 فإن المستوى الماسى‎ 
سطع ,و عند النقطة ( ( ول ,)ل ,هل .و ) يعطى بشكل الرامم المألوف‎ 
والمعروف بأنه‎ Acai R> R 
Acosn(x, yY) = f(xo, yo) + Df(xo, Yo)(% — Xo, y = yo) 
أثبت أن المستوى الماسى للسطح ,5 عند هذه النقطة‎ 
{(x, y, 2( » 8: : ع‎ = f(Xo, yo) + Dıf(xo, yo)(x - xo) + Df (xo, yo)(y - yo)} 

وم .- (س) أوجد المستويات الماسية السطوح فى ۸۴ المثلة بأشكال الدوال الآنية للنقط 

العينة . ارمم شكلا تخطيطياً . 
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(آ) *«+* >(« ,)يمر 2 عند النقطة (0,0) وعند النقطة (1,2) . 
(ب) ر× = (ر ,)ير عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (2 ,1) . 
)ج( (x+y)‏ -4( د f(x,y)‏ عند النقطة (0 ,0) وعند النقطة (1 ,1). 
و - (ع) نفرض أن ۴ل فرة ونفرض أن ۴< ل:ع تمثل بارامتري) 
منحنياً © ف الفراغ F7”‏ : 
g(0):te J}‏ ,#)يع ,ارع)) = C,‏ 
إذا كانت ج قابلة التفاضل عند نقطة داخلة وغ الفتر ة ل » فإن الفراغ الماسى للمنحنى ,© عند 
النقطة ۴ » ((1)ع ,(0)دع ,(10)رع) = ()ع يعطى بارامترياً بالرامم المألوف ۸ ج ۸ :۸ 
والمعروف بأنه 
g(t) + Dg(to)(t ¬ to)‏ = ويم 
أثبت أن الفراغ الماسى للمنحنى © عند هذه النقطة هو 
g(to)(t - to),‏ + )رع = عن : 8 ع رع {(x, y,‏ 
y = ga(to) + g4(t0)(t = to), 2Z = g(to) + 85(t0)(t = to)}‏ : 
إذا كانت 8:00 ,(8 ,(0):م 2 ليست كلها أصفارا » فإن هذا الفراغ الماسى 
هو مستقيم فی 22 ويسبى الط المانى . 
وم - (ف) أوجد المعادلات البار امثر ية لنطوط الماسية للمنحنيات الآنية فى الفراغ ۸° 
عند النقط المعينة : 
(!) (1,,1) = (2 ,ر ,)< :۾ 
عند النقاط المناظرة إلى 1 2 م » 0 2 م . 
(ب) (1,72,2- م) = (2 ,ر )x,‏ < 1: ع 
عند النقاط المناظرة إلى 1 دام » 0 كع . 
)ج( (x, y, 2) = (2 COB t, 2 sin t,1)‏ جع :قم 
عند النقط المناظرة إلى ۸ = م » ۸/2 كع , 
وم - (ص) نفرض أن ۴> ۸ ونفرض أن ۴ + ۸:۸ تمثل سطحاً ,5 فی 
R°‏ بار امتر يا : 
ha(s, 0):(s, Oe A}‏ ,© ركوط Sh = {(hı(s, D,‏ 
إذا كانت ۸ قابلية التفاضل عند النقطة الداخلية (0 ,م5) من 4 ع حينئذ يكون الفراغ 
الماسى السطح ,5 عند النقطة *16 € h(So, to) = (h(So, to}, RCS, to), a(S, to))‏ 
معطياً بارامترياً بالرامم الألوف ۸+ #:..,4 2 والمعروف بأنه 
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h(so, to) + Dh(so, to)(S — So, t— to)‏ > )£ بكاو موه 

أثبت أن الفراغ الماسى إلى ر عند هذه النقطة هو 

{(x, y, 2( ,مى)رظ = ع : لع‎ to) + 8 ,مى)ر‎ to)(s = so) + روى)رطو12‎ fo)(f - to), 

Yy = ha(So, to) + Dıhk2(so, to)(s - (جد‎ + Dzha(so, fo)(t - fo), 

z = ,مقاوط‎ to) + Dıhz(So, to)(s - so) + Daha(5o, to}(t - to)} 

(Dı hı (Soto), Dı ول‎ (So, to) , إذا كانت المتجهات (2 .ى5) #5 و2‎ 

د )0 ءو5) P23‏ ولغ ءو5) ونأو)ر(ى1 (So‏ دD)‏ ف الفراغ ۴ ليست مضاعفات 
لكل مها لاكخر فإن هذا الفراغ المإسى هو مستوى فى 27 ويسمى بالمستوى المامى . 

وم - (ق) أوجد معادلات بارامترية المستويات الماسية للسطوح الآنية فى ٠‏ عند 
النقط المعينة . 

(أ) (*18 لجشىىم ,ى) = (2 ,بررج ) ح (1,ء ):۸ عند النقط المناظرة إلى 
(1,1) و (2-0,0,ى . 

(ب) (1 2و ,خم ,1 + ى) = (2 ,در ,») ج (غ زى) : ۸ عند النقط المناظرة إلى 
01,2 و )0,0( = (8,1) . 

(ج( (1 ,1 هذه د )s C08,‏ = (2 ,ر )x,‏ <>( ,1) :۸ عند النقط المناظرة إلى 
(2/ ,2) و (1,0) قرم . 

(د) (2 sin £, sin s sin, c08‏ ى 08) = (ج ,لر ;× ج م ,ى) :۸ عند النقط 
المناظرة إلى (۸/4 ,۳/4) و (2/2 ,0) ,(0 ,0 = ( ,8) . 

وم.- (ر) إذا كانت ۸>۴ ء. وكانت © ح ۴:4 بحيث إن المشتقات 
الجرئية ٥f‏ ,... ,5 موجودة ومحدودة فى جوارمامن ۸٤ء ٠‏ حينئذ ر تكون. 
«تصلة عند © . (إرشاد : ناقش كا فى البرهان لنظرية ۳۹ - و) . 

وم. ¬ (ش) نفرض أن كر معرفة ى جوار نقطة 2ج م بقم فى 8 . نفرض أن 
“و2 موجودة ومتصلة فى جوار النقطة © وأن كر و2 موجودة عند © . أثبت أن ر قابلة 
التفاضل عند © . 

۹-(ت) نفرض أن “8ج م وأن »8ه > f:4‏ و '۴ د 4:ع معطاة . وإذا 
كانت R' = R۹“‏ عامج م ۴:۸ معرقة بأنها '((×)ع ,(٭) /ر) = (٭)۴ عند ءءء 
أثبت أن م قابلة التفاضل عند النقطة الداخلية ۸>ء إذا وإذاً فقط كانت ج . ر قابلتين 
للتفاضل عند © . فى هذه الحالة جد أن 


DF(c\(u) = (Df(c)(u), DE(c)(u)) عند‎ ue 7 


وم - (ث) نفرض أن A>‏ اء 8286 ونفرض أن '۴ + 8 عام 6 
قابلة للتفاضل عند النقطة (5 ,©) ى ۸×8 . نعرف 97ح ترج و هرج 9درع 
بأنه « الراسم الجزفى » عند (5 ,ه) والمطى مما يل 

g(x) - G(x, b), ` (ر)يع‎ > G(a, y) 
على التر تيب‎ ٠ © أثبت أن دعو يع قابلتان للتفاضل عند ط و‎ . ×٤۸, ر٤8 لجع‎ 
وأن‎ 
Dgı(a)(u) = DG(a, b)(u, 0),  Dgz(b)(u) = 26 به)‎ 5()0, 5( 

لجميع “2 عن ,20ج ين وبالإضافة إلى ذلك ٠»‏ نجد أن 

100 يه)‎ b)(u, o) = (ن)(»)روط‎ + Dg(b}(v) 
» تسى ('12 ,")ل ء (()رعط و (2 ,”)فى ء (ه)رو2 أحياناً « قالب تفاضلات جزئية‎ 
5.,6 )a. b( للدالة © عند (5 ,4©) ويرمز ها بالرمز  (ط ,۾) 06و‎ 


الباب الأربعون س نظريتا قاعدة السلسلة والقيمة المتوسطة : 

سوف نبت أولا العلاقات الجبر ية الأساسية المر تبطة بالمشتقات . نستخدم هذه اللواص » 
الى هى نفس الحواص لدوال حقيقية القيمة لمتغير واحد » بكثيرة فيا يل . 

. 4 نفرض أن ”۸>۸ وأن © نقطة داخلية من‎ . ةيرظن١‎ - ١ 

(Î)‏ إذا كانت ع و ر معرفتين فى 4 إلى “۴ وقابلتين للتفاضل عند م » وإذا 
كانت BR‏ و » » حينئذ تكون الدالة م8 + ره = ۸ قابلة للتفاضل عند 6م » يكون 

1 Dh(c) = aDf(c) + BDg(c) 

(ب) إذا كانت ۴° ج :مر و © ج 4: م قابلتين للتفاضل عند م > فإن دالة 
حاصل ضرب “2 > 4 :م = » تكون قابنة التفاضل عند 6 ويكون 

Dk(c)(u)={Dq(c)(u}f(c)+ o(cHDf(c (u)} عند‎ uER? 


البرهان . (1) إذا كانت 0 < هم » فتوجد 0 < (8)ية و 0 < (8,2)8 بحيث 
إنه إذا كانت ([(82)8 ,( 6)8{ گصذ ك || لع || ء فإن 
lx = ell,‏ ع = اك — Df(c)(x‏ - )2 - («)ر| 
أاء-عز| e‏ = اه — Dg(c)(x‏ - (م)ع llg(x)-‏ 
أى أنه e‏ إذا كانت (()82 ر(ع)دة) inf‏ = |إء - |x‏ فإن 


(al +B De lx = cf‏ = ازنك — h(c)—{aDf(c)(x - ¢) + BDg(c)(x‏ - ممما 
۲ 


ما أن (م)ع هق + (ء) f‏ طه دالة خطية للفراغ ”۸ إلى الفراغ ٩8“‏ ء فينتج أن / 
قابلة للتفاضل عند ¢ وأن Dh(c)= aDf(c)+ 85g(c)‏ 
(ب) يوضح حساب بسيط أن 
k(x) - k(c)(—{Dq(c)(x ¬ c)f(c) + (c)Df(c)(x = c)}‏ 
Dq(c)(x - c)}f(x)‏ - )م - (0)م) = 
Df(c)(x =~ c)}‏ - )1 - )0 )م +إ(ه)1- )لاك -ع0 )مط + 
ما أن (2/)0 موجودة » فنستنتج من مفترض ( وم - ه ) أن “رمتصلة عند © » ومن 
ثم يوجد مقدار ثابت 44 محيث إن ۸4 > [[(*<) || عند 8 > ]|»- *|| . مکن أن 
يتضح من هذا أن كل الحدود الموجودة فى الطرف الأيمن من المعادلة الأخيرة يمكن جلها 
صغيرة بدرجة اختيارية باختيار || م - × || صغيرا صغرا كافياً . هذا يثبت (ب) . 
وهو المطلوب إثباته 
تكد النتيجة الآئية الحامة جداً أن المشعقة لتركيب دالتين قابلتين للتفاضل هى الب ركيب 
للشتقاتهما . 
' 4 - 9 قاعدة السلسلة . نفرض أن ثر لا نطاق #0 ب هر ومدى فى الفراغ 86 » 
ونفرض أن ۾ ها نطاق “ب 8 ومدى ف الفراغ "۸ . نفرض أن /ر قابلة للتفاضل. 
عند © وأن ج قابلة للتفاضل عند (6) f‏ = 8 . حينئذ يكون التركيب ع = ۸ قايلا 
التفاضل عند © ويكون 
Dh(c)= Dg(b)» Df(c)‏ )40.1( 
. وبالتعاقب نکتب 
D(g°f)(c) = Dg(f(c))e Df(c)‏ (40.2) 
البرهان . يدل الفرض على أن ع نقطة داخلية من النطاق للت ركيب f‏ ° ع = ۸ . 
(لماذا ؟) نفرض أن ا <ع ونفرض أن ( / ,5)8 و (6,8) 8 هی كافى تعریف 
( وم - ۲ ) . فینتج من مفترض ( هوم - ه ) أنه يوجد عددان موجبان دقيقان × و ۷ 
حيث إنه إذا كانت + ك ||ء × || » فإن 8©(*)م وأن 
\f()~= f(e)ll = K lx = ell‏ (40.3) 
نكتب للبساطة »> (28)6 =1 و (12/)0 -,1 .من نظرية ( ۲۱ - ۲ ) يوجد مقدار 
ثابت 34 محيث إنه 

"عب JLe()ll > M lull, for‏ (40.4) 
إذا كانت ((ع ,5)8 (1/۸) ,ب گصذک | e‏ - ×| ء فدل ( ۰ء سخ ) عل آن 


رقف 


( 8 ,5)6 || 0)ر-(ع)م || الى تعنى أن 
إإء عع Ilg(f(x)- g(f(c))~ La(f(x)—f(e)l = e |) - f(e)l| = eK‏ (40.5) 
إذا احتجنا أيضاً إلى أن ( ۶ ,8)6 > || - )| ء فنستنتج من ( 40 - ٤‏ ) أن 
L(x cl = eM lx = cll‏ - )2 - («) ناما 
إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع ( 4٠‏ - ه ) » نستنتج أنه إذا كانت 
((ك,ة )ة ,)£ ,8 )ة (1/6) ,9) تمص = رة وإذا كانت رق ك |ء - × || و مع x‏ 


فإن 
إاء - عا cll = e(K + M)‏ -ع)بل)مآ - ((ء)/)ع lg(f(x)-‏ 
الى تمنى أن 1 
اله M) [lx‏ + )ع = lg f(x) gof(c(— Lge L(x —c)||‏ 
نستنتج أن Dh(c) = L,I,‏ وهو المطلوب إثبساته 


بالحفاظ على الرموز المستخدمة فى برهان النظرية » تكون (2/)6 = ,1 دالة خطية 
من "2 إلى 826 وتكون (28)6 = ي1 دالة خطية للفراغ ۸° إلى الفراغ "۸ . فيكون 
ال ركيب ب1٥1‏ دالة خطية للفراغ ”۴ إلى "۴ » كالطلوب ع لأن رهج -8/ دالة 
معرفة فى جزء من الفراغ ”22 بقيم فى "1 . ستعتبر الآن بعض أمثلة لهذه النتيجة . 

٣ - ٠١‏ أمثلة . (أ) نفرض أن 1 حم ح ي ح مر » إذن المشتقة (0) 2f‏ هى 
الدالة الحطية الى نرسل العدد الحقيق = إلى #(»)”'ر »> وبالمثل فى حالة (28)5 . ينتج أن 
المشتقة لل ركيب ركع ترسل العدد الحقيق نا إلى #(©)' (8)6 . 

(ب) نفرض أن 1 = م = و ,1 < م . طبقاً مال ( ۳۹ - ۸ ) (ج) » نأعذ المشتقة 
للدالة كر عند النقطة ع النقطة (م« ,.. . ,)= س للفراغ ”2 إلى المد الحقيق 

1211 جرسا(ء)‎ ٠٠ ١+ Dp,f(c)w, 
وإذن نرسل مشتقة "بم عند النقطة م هذه النقطة للفراغ “2 إلى العدد الحقيق‎ 
رسر)[طط]زم)ع‎ +۰*۰+Dpf(c)w,] 

(ج) نفرض أن 1ح م حم ;1< 4. حسب على ( وم - ۸) (ب) + (ج) 
تأخذ المشتقة (ء) 0# تأخذ العدد الحقيى » إلى النقطة 

Df(C(u) = uf'(e)= (fife), ..., ffe) in R° 
إلى العدد الحقيق‎ ٠ والمشتقة (28)8 ترسل النقطة (,0,... .:*) - س فى الفراغ‎ 
Dıg(b)wı +۰۰۰+ D,g(b)wa 
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ينتج أن مشتقة ”ع = ۸ ترسل العدد الحقيق ا إلى العدد الحقيق 
٠٠ ١+ D,g(b)f4(c)}u = u{Dg(b)(f'(c))}‏ +0(])0)عرططا- Dh(c)u‏ 
رمز للكية داخل القوسين » الى هى () '(/°ع) = (ء )۸ أحياناً بالرمز الآقل دقة 


df, . . ._ 38 df‏ عق 
ayı dx ١ "ay, dx‏ 


يجب أن يكون مفهوماً فى هذه الخالة أن المشتقات تحسب عند نقطة مثاسبة . 
( د) نعتبر الحالة الى فيا 2 ح ودم ء. 3= . لتبسيط الرموز » نرمز 
للأحداثيات المتغيرة فى ”2 بأنها (ر ,×) ء ف الفراغ 8٩‏ بأنها (2 ,«) وفى الفراغ 'جر 
بأنها (4 ,ى ,م) . إذن يمكن التعبير عن دالة كر فى ”م إلى 26 فى الصورة 
(ر,Z2)x W = W(x, y), z=‏ 
ودالة ع فى 24 إلى "۴ مكن التعبير عنها فى الصورة 
S(w, z2), t= T(w, z)‏ - و R(w,z),‏ دم 
المشتقة (ء) f‏ 2 ترسل (3 ,5) إلى (ي ,ه) طبقا للقانونين 
W,(c) + W,(c)m,‏ ده 
Z.(c)ë + Z,(c)n‏ = ¢ 
نكتب هنا ب لتدل على 2# = 0# الخ . أيضا المشتقة (28)8 ترسل (6 ,2م) 
إلى( ,» ,۴) طبقاً للعلاقات 
R,(b)¢,‏ + ه(0) .1 = p0‏ 
o = S.(b)w + S,(b)¢,‏ )40.7( 
T(b)w + T.(b)¢‏ دم 
يوضح حساب روتيى أن المشتقة رع ترسل (3 ,5) إلى (+ ,0 ,8) بواسطة 
[(©) +2 (ط) 12 + {R,, (b) W,(c)‏ + 6((») 2 (0) ك1 + {R.(b) W,(c)‏ = م 
(c)}m,‏ و2 (ط) .5 + o = {S.(b)W.(c) + 5. )0( 2) 0((6 + {S„(b) W,(c)‏ )40.8( 

7 = 1)0( W.(c) + T(D)Z,(c)}ë + )1)6(17/,)( + T.(b)Z, (c)}m 
dr, 45, 44 › بدلا من م ,ت‎ 5, ٩5 «, 42 ونكتب رموزا أكثر بلاغة لر ,ج بدلا من‎ 
» 3«/8* بدلا من + ,© ,م . إذا رمزنا لقم المشتقة الجزئية ¥ ء عند النقطة © بأنها‎ 

الخ » فإن ( ١ - 4٠‏ ) تصبح 


(40.6) 


dw dw 

ل وج 45 م - dw‏ 
قبن 82 _ 

dy‏ جع د هه 


{o 


با مئل » ( 0غ - ۷ ) تصبح 


وتكتب ( 4٠‏ - ۸ ) على الصورة 


87 dw dr 2 87 dw dar dz 
= + + + 
( ax êz 2) 4 (f ay êz 5) dy, 


ds بلاق‎ 35 2 Qs براق‎ ês 2 
= + + 4 : 
4 (0 ax êz )ع‎ 2 (0 ay êz 2) dy 


dt dw , 3 dz dt dw, Qt dz 
= + + + 
24 0 @x 02 ل‎ 0 6 ay 02 9) dy 


فى هذه المجموعات الثلاث من القوانين السابقة يكون من الهم التحقيق من أن كل المشتقات 
الجزئية المشار إليها ع#سوبة عند نقط مناسبة . إذا معاملات بلي ,لرك ... الخ تتحول إلى أعداد 


يمكننا التعبير عن معادلة ( ١ - +٠‏ ) بمصطلحات المصغوفة بقولنا أن الرامم () 0f‏ 
من (3 ,5) إلى (ي ,نه) يمطى بالمصفوفة 2 × 2 


() 9# نس 
ax “ ay 5‏ 50 0 
Z() 20[ oz 52‏ 


(e)‏ يي 


)40.9( 


بالمثل ( +٠١‏ - ۷ ) تؤكد أن الرامم (28)6 من (ي ,ص) إلى (+ ,5 ,م) يعطى بالمصفوفة 
3X2‏ . 


R.() R.()] |‏ 
as‏ 5 |_ 
(0) رج (طايج | =| S:(b)‏ (طاءك (40.10) 
T.(b)‏ 000 
أخير؟ » نؤكد علاقة ( ٤٠‏ -م) أن الراسم (2)8"7(0 من (,) إل (2 ٩,‏ ,م) 
يكون معطياً بالمصفوفة 2 × 3 


1 


S.(BJWAc) + S.(b)Z.(c) S.(b)W,(c) + S.(b)Z, (e) 
T(b)Wa(c) + T.(b)Z.(c) T.(W,(c) + T(bD)Z, (e) 
فى المصفوفة الموجودة فى‎ ) ٠١ - 40 ( الى هى حاصل ضرب المصفوفة الموجودة فى‎ 
بنفس التر تيب‎ )٩ - 0غ‎ ( 


EE OS 


نظرية القيمة المتوسطة : 

نتجه الآن إلى المسألة الحاصة بالحصول على الالة العامة لنظرية القيمة المتوسطة ( 17« - 5 ) 
لدوال قابلة للتفاضل فى ”۸ إلى .226 . سيتضح أن تشابهاً مباشراً لنظرية ( 507 - )١‏ 
لايكون صميحاً عندما 1 < © . من الممكن أن نتوقع أنه إذا كانت الدالة ر قابلة التفاضل عند 
كل نقطة من الفراغ R?‏ بقيم فى الفراغ “2 ء وإذا كانت 8 ,© تنتمى إلى “22 » حينئذ 
توجد نقطة © ( تقع بين 8 ,© ) بحيث أن 

)40.11( f(b) f(a) = Df(c)(b — a) 

هذا الاستنتاج يفشل حى عند 2 = ي ,1 = ص كا يتضح من الدالة كر المعرفة فى 2 إلى 722 
بالقانون 

f() > (x~x7, عد‎ - x) 
هنا دالة خطية فى 2 إل 8 الى ترسل عدا حقيقياً +3 إل العنصر‎ .2/)©( 

Df(c)(u)= ((1-2c)u, )1- 3c%)u) 

الآن (0 ,0) = (0) ر و (0 0) = (1) ۶ » لكن لاتوجد نقطة م بحيث أن 

Df (c)(#) = (0, 0)‏ 
لأى قيمة للعدد # غير صفر فى الفراغ ٩‏ . إذن لايمكن للقانون ( )١١ - +١٠‏ أن يظل 
صصيحاً فى الخالة العامة عندما 1 < ي » حى عند 1 = م . لكن ء يك لتطبيقات كثيرة 
اعتبار الحالة الى عندها 1 = ي وهنا يكون امتداد نظرية القيمة المتوسطة سبلا . 

٠‏ - 4 نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن كر معرفة فى فئة جزئية مفتوحة 52 من 
الفراغ 87 وها قم فى ۸ . نفرض أن الفئة © تحتوى النقطتين 8 ,© وجزء الط المستقيم 
5 الذى يصلهما » وأن ر قابلة التفاضل عند كل نقطة من هذا الجزء . حينئذ توجد نقطة © 
فى 5 محيث أن 

)40.11( f(b)~ f(a) = Df(c)(h - a) 


البرهان . نفرض أن 27 ج 22 :اي معرفة بأنها 


{¥ 


¢(t) - )1 ~a +tb = م‎ + t(b - a) 
بحيث أن 5 = (1)ب ,4ه = (0)ب و 2ب 5ع()ب عند [0,1]ع؛ . ما أن الفعة‎ 
الجزئية 52 مفتوحة والدالة © متصلة » فيوجد عدد 0 < ل محيث أن ب ترسم الفترة‎ 
إل ۵ . نفرض الآن أن ۸ ج( +1 ,):۴ معرفة بأنها‎ )-,1+ ( 
F(t) = fop(t) = f((1 = Da + tb) 
(ج ) وأيضاً .4 ع ) ينتج أن‎ ٣ - 4٠ باستخدام قاعدة السلسلة ( أنظر‎ 
F(t) = زط‎ )1- a + tb)(e'(t)) 
= Df((1- Da + tb)(b -c) 
إلى ۴ » نستنتج أنه يوجد‎ ) ٦ - ۲۷ ( إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة‎ 
بحيث أن )"ل = (5)0 -(۴)1 . بفرض وك ()ي دع ء نحصل عل (0,1)€ ا‎ 
f(b) f(a) - F(1)~ F(0) 
= F(t) = Df(c)(b — a) 
وهو المطلوب إثباته‎ 


مع أن معظم الامتداد الطبيعى لنظرية القيمة المتوسطة لايكون #عيحاً عندما يكون مدى الفراغ 
هو 4<1 ,۴ » يمكن وجود بعض امتدادات . وأحد هذه الامتدادات الأكثر فائدة يعتمد 
على متباينة بالأحرى عن متساوية . 


4٠‏ د ه نظرية القيمة المتوسطة . نفرض أن ”۴ >© فة مفتوحة ونفرض 
أن ۴ < f:0‏ نفرض أن © تحتوى النقطتين 6 ,© وجزه خط مستقيم 5 يصل بين 
هاتين النقطتين » وأن ر قابلة التفاضل عند كل نقطة من £ . حينعذ توجد نقطة م فى £ 
حيث أن 

|اله - م)ء) رمز > إإ(م)- JIf(b)‏ (40.12) 

البر هان إذا كان (4) f‏ س (8)ل/ر = مر المتجه الصفرى ٠۾‏ » فإن النتيجة بسيطة . 
إذا كانت ۶0ر نفرض أن نز ||/ونا = ر ونستخدم حاصل الضرب القیاسی فى ۴ 
لتعريف ۸ جب 1:0 بأنها 

H(x)=f(x)*yı عند‎ xen 
من الواضح أن‎ 
H(b)- H(a) = {f(b)~ f(a)} ١ yı = |lf(b)— إإله)]‎ 
-ح ) أن‎ +٠ ومن السبل اتضاح ( أمرين‎ 


A 


DH(x)(u) = {Df(x)(u)} ٠ yı 
5 أنه توجد نقطة © فى‎ 4 - ٠٠ عند “جين ,وح بد . ينتج من نظرية القيمة المتوسطة‎ 
محيث أن‎ 
H(b)— H(a) = DH(c)(b -a) 
={Df(c)(b — a)}* yı 
إذا استخدمنا متباينة شفار تز وحقيقة كون 1 = إإرر || » نمد أن‎ 
|If(b) - f(a)ll - {Df(c)(b — a)} ° y, = أله - 6)(ه)/||‎ 
وهو النتيجة المطلوبة وهو المطلوب إثباته‎ 
ما أن القيمة المضبوطة للنقطة 6 تكون عادة غير معلومة » فإن النظرية تستخدم غالباً‎ 
72 باستعمال النتيجة الآتية » الى يستخدم نصها مفهوم العسود لرامم خطى £ من ۴7 إلى‎ 
لكل‎ ||. )(| > M المذكور فى كمرين ۲۱ - ل . من الضرورى فقط أن نتذكر أن |[م||‎ 
٠ إذ! وإذا فقط كان العمود 24 > پمإلا|‎ e "عه‎ 
24 < 0 اه ونفرض أنه يوجد‎ +٠ نتيجة. نفرض صحة فروض نظرية‎ ١ - 4٠ 
حينئذ نجد أن‎ . ×٤8 حيث أن 34 > بم|(*)/2] لحميع‎ 
رم)را‎ + f(a)l| > M lb ~ اله‎ 


البرهان . ما أن | - || ہا() ۱2۴ = الاھ - ۴)()5| »وما آن €5 نحصل عل 
IIb - al) = M lb all‏ مرا(ء) رص = إإله — f(b) ~ f(a) > IDf(e)(b‏ 
وهو المطلوب إثباته 


تبادل ترتيب التفاضل : 
إذا كانت ر دالة لها نطاق فى الفراغ "22 و.دى فى الفراغ 8 » حينئذ رما يكون للدالة 
مشتقات جزئية « أولية » عددها م » نرمز لا بالرموز 


ك 
ax SP‏ أو Df‏ 


كل من المشتقات الحزئية هى دالة ها نطاق فى الفراغ ۶ ومدى فى ۳۴ ولذلك كل من هذه 
الدوال م رما يكون لما مشتقات جزئية عددها م . باتباع الرمز الأمريكى المقبول » سنشير 
إلى الدوال 2م الناتجة ( أو مثل هذه الدوال وجدت ) كالمشتقات الحزئية من الرتب الثانية 
للدالة ر وسوف نرمز ها بالآق 


۹ 


2 
2١ افك‎ =2 


و أد 
ينبغى ملاحظة أن المشتقة المحزئية المقصودة بأى من الرموز السابقة فى المشتقة الحزئية بالنسبة 
إلى ر× للمشتقة الحزئية للدالة كر بالنسبة إلى ريد . ( يمعنى آخر : أولا رن ء ثم رن ). 


.مكننا بطريقة مشابهة » بحث و جود المشتقات المزئية من التر بة الثالثة و الى ها رتب أعلى . 
وكقاعدة » يبمكن لدالة فى الفراغ ٩”‏ إلى الفراغ ۸ أن يكون ها ”م مشتقات جزئية نونية . 
لكن » توجد ملائمة ذات الأهمية وهى أنه إذا كانت المشتقات الناتجة متصلة فإن رتبة التفاضل 
ليست مهمة . وعلاوة على ذلك لانقاص المدد ( محتمل تمييزه) للمشتقات الحزئية من رتب 
آمل » فإن هذه القيمة تزيل إلى حد كبير الخطر من المييز الرمزى الدقيق نوعا ما والمستخدم 
لرتب مختلفة للتفاضل . 


يك أن نعتبر تبادل رتبة المشتقات الثانية باعتبار كل الأحداثيات الأخرى ثابتة » نرى 
أنه لايوجد فقد لحالة العامة لاعتبار دالة فى الفراغ 222 إلى الفراغ ۸ . لكى نبسط رموزنا 
نفرض أن (ر ,×) تشير إلى نقطة فى الفراغ #2 وسوف نوضح أنه إذا كانت “ري » 
ګر » كربريرط موجودة وأنه إذا كانت /ربرير متصلة عند نقطة » حينئذ تكون 
المشتقة الحزئية “رررير, 42 موجودة عند هذه النقطة ومساوية ايرو( . سيلاحظ فى تمرين 
( ۰سش ) أنه من الممكن أن كلا من يري و برو موجودة عند نقطة ومع ذلك ليسا 
متساویین . 

التبر ير الذى سيستخدم فى هذا البرهان هو توضيح أن كلا من هاتين المشتقعين المزئيتين 
اتختلطتين عند النقطة (0 ,0) هما نهاية خارج القسمة 


fh, k) ح‎ f(h, 0) — f(O, k) + f(0, 0) 
hk 
. )0,0( عنسا تقرب (۸ ,۸) من‎ 


۷-١‏ مفترض . نفرض أن f‏ معرفة فى جوار ل من نقطة الأصل فى ۶ بقم 
فى ۴ ء وأن المشتقتين 5 › ,5 موجودتان فى ل » وأن يرر2 متصلة عند 
(0 ,0) . إذا كانت 4 هى الفرق الخلوط 

(40.13) A(h, k)= f(h, k)— f(h, 0( - f(0, k) + f(0, 0) 


فنجد أن 


ماه .م _ 
hk‏ ا = (0 D,„f(0,‏ 


1 


البرهان . نفرض أن 0 < ع وأن 0 < 8 صغيرة بدرجة أنه إذا كانت 8 > || > 
5 > |۸| » فإن النقطة (6 ,۸) تنتمى إلى ا وأن 
ع > |(0 ,0)طرط |Dy,f(h, k)—‏ (40.14) 
إذا كانت 8 > |۸| فنعرف 8 عند 8 > |۸| بأنها 
f(h, 0)‏ - ا B(h) = f(h,‏ 
التى مها ينتج أن (8)0 - (8)8 = K(‏ ,4)۸ . حسب الفرض » المشتقة الحزئية ير 
موجودة فى لا وإذن 8 ها مشتقة . بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة لا« - ١‏ إلى 8 » نجد 
أنه يوجد عدد و8 عند | 6 |'> |۸ | > 0 حبث أن 
A(h, k) = B(h)¬— 8)0( = hB'(ho)‏ (40.15) 
( من الملاحظ أن القيمة المقدار م۸ تعتمد على القيمة للمقدار # » لكن سوف لا يسبب هذا 
أى صعوبة ) بالرجوع إلى تعريف الدالة 8 » نجد أن 
B'(ho) = D.f(ho, k)— D,f(ho, 0)‏ 
بتطبيق نظرية القيمة المتوسطة على الطرف الأمن للمعادلة الأخيرة » نجد أنه يوجد عسدد م/ 
حيث | | > مك | > 0 بحيث أن 
B'(ho) = k{D,xf (ho, Ko)}‏ (40.16) 
بربط معادلی ( ٤۰ ( › ) ۱٠١ - +٠‏ - 5()»ء نستنتج أنه إذا كانت 5 >|0>|۸ 
و8 > | )| >0 › فإن 
A(h, k) _‏ 
hk 2 Df (Ro, ko)‏ 
حيث | | > | | > ۸|,0 | > إ۸ | > 0 . ينتج من متباينة ( )١4 - 4٠‏ والتعبير 
السابق أن 
:> وهر قله 


- D,„f (0, 0) 


١ 


عسا 8 >[|0>|/6 و 0>|4[>8. وهو المطلوب إثباته 


مكنا الآن الحصول على شرط مفيد ( يرجم إلى شفارتز ) لتساوى الفزئيات الخلوطة . 


٠‏ - ۸ نظرية . نفرض أن ار معرفة فى جوار ل لنقطة (بر ,*) فى 2ج بقم 
فى 8 . نفرض أن المشتقات الحزئية رر( ,كر بي 8 موجودة فى ل وآن ]رط 
متصلة عند (ر ,×) . حينئذ تكون المشتقة الحزئية /.,10 موجودة عند (ر ر×) ويكون 


1 


D,y f (x, yJ) = Dy, f (x, ¥)‏ 
البرهان . لا نفقد الحالة العامة إذا فرضنا أن (0 ,0) = (نز ,) وسوف نفعل ذلك م 
إذا كانت 4 هى الدالة المذكورة ف المفتر ضة السابقة » فقد لاحظنا أن 


— yy Ak k) 
(40.17) D,y„f(0, 0)= «He hk 


وجود هذه الباية المزدوجة هى جزء من الاستنتاج . من الفرض » f‏ ر2 موجودة فى ل » 

وإذن 

A(h, k) 
hk 


(40.18) im 5 3 {Dyf(h, 0(- D,f(0,0}, h#O 


. إذا كانت0 < ع » فيوجد عدد 0 < ( 8)8 عيث أنه إذا كانت ( )5 > |۸| > 0 .۰ 
(8)ة > | | > 0 ۰ فإن 


A(h, Kk) 
A D,,f(0, 0| <e 


بأخذ الهاية فى هذه المتباينة بالنسبة إلى واستخدام ( ١8 - +٠‏ ) نحصل على 
Drf(h, 0( - D,f(o, 0((- D,,f(o, 0(| >‏ | 


لميع ۸ الى تحقق (8)8 > |۸| > 0 وإذن > (82,.,/)0,0 موجودة وتساوى 
( 0,0 ) ر2 . وهو المطلوب إثباته 


مشتقات اعلى 
إذا كانت كر دالة ها طاق فى 27 وعدى فى ۴ ء حينئذ تكون المشتقة (0) 5f‏ 
للدالة كر عند النقطة © هى الدالة الحطية فى ”2 إلى ۸ بحيث أن 

أغلاء = z2)- f(e)— Df(e)(2)|l‏ +ء )را 
عندما تكون 2 صغير ة صغراً كافياً .. هذا يعنى أن (ء) 2# هى الدالة الخطية الى تقر ب بتدقيق 
أكثر من الفرق (6)/-(6+2)/ عندما 2 تكون صغيرة . تقود أى دالة خطية أخرى 
إلى تقريب أقل فى الدقة عندما تكون 2 صغيرة . من هذه الخاصية للتعريف » يتضح أنه إذا 

كانت (ء) 2# موجودة ء فإنها تكون بالضرورة معطاة بالقانون . 

Df(c)(2)= Dıf(c)z, +° ٠١ + Dpf(c)ze 


حيث (و2.. و21) = 2 فى 8 . 


{۲ 


وبالرغم من أن التقريبات اللطية تنكون بصفة خاصة بسيطة ومضبوطة بدرجة كافيسة 
لأغراض كثيرة » يكون من المرغوب فيه أحيانا الحصول على درجة تقريب أدق من التقريب 
الذى يمكن الحصول عليه باستخدام دوال خطية . من الطبيعى أن نرجع فى مثل هذه الحالات إلى 
دوال الدرجة الثانية » دوال الدرجة الثالثة » . . . الخ ء لإحداث تقريبات أقرب . ما أن 
نطاق دوالنا هو الفراغ ”2 » فينبغى أن نساق إلى دراسة دوال خطية مضاعفة فى الفراغ 77 
إلى © لنقاش شامل لمثل هذه الدوال . مع أن مثل هذه الدراسة ليست صعبة بصفة خاصة 2 
فستأخذنا بالأحرى بعيداً إلى الحقل حسب التطبيقات الحدو دة الموجودة فى عقولنا . 


هذا السبب سنعرف المشتقة الثانية (ع)ثر 22 للدالة ر عند النقطة »© بأنْها الدالة فى. 
RXR‏ إلى جه عيث أنه إذا كانت (2 ,/ز) تنتمى. إلى هذا الضرب وكانت 
(و2 رتت ) =2 و (ملز,...روا) = ر اء فإن 

قلاع )له يلا - ره D*f(y,‏ 
فى مناقشة المشتقة الثانية» سنفترض فما يلى أن المشعقات الحزئية الثانية لادالة كر موجودة ومتصلة 
فى جوار النقطة م بالمثل » نعرف المشتقة الثالثة (ء) ار 23 الدالة كر عند ى بأنها دالة 
(Y, 2,0‏ فى RXR XR?‏ ومعطاة بأنها 
w) - 0 5 102 (C)Yyi2jWk‏ ,2 2200 
jks‏ 


سنفرض عند مناقشة المشتقة الثالئة أن جميع المشتقات المزئية' الثالثة للدالة ار موجودة 
ومتصلة فى جوار النقطة © . 


ينبغى الآن أن تكون طريقة صياغة المشتقات العليا واضحة ( من وجهة نظر الملاحظات 
السابقة المتعلقة بتبادل رتبة التفاضل ء إذا كانت المشتقات الحزئية الخلوطة الناتجة متصلة » 
فإنها لا تتوقف على رتبة التفاضل ) . 
أحد الاخثر اعات الرمزية العميقة ۽ نكتب 
D?f(c)(w) for D?f(c)(w, w),‏ 
D’*f(c)(w)” for D°f(c)(w, w, w),‏ 


D"f(c)(w)" for D"f(c)(w, w,...,w) 


إذا كانت 2 = م وإذا رمزنا لعنصر من الفراغ 22 بأنه (س ,×) وكانت K(‏ ,#) = ۷ 
فإن («)(ء) 0$ تساوی التعبیر 


Daf(c)h?+2D,f(c)hk + Dyyf(c)k? 
افق‎ 


بالمثل »> 0(3)(©) 27 وتساوی 
(c)hk? + D,yyf(c)K?‏ ]ري 312 + Daf (c(h? + 3Da.,f(c)h?k‏ 


)c()«(”‏ "2 تساوی التعبير 


+--+ D,...yf (ek 
الآن وقد قدمنا هذا المفهوم فإننا سوف نثبت الحالة العامة والمامة لنظرية تايلور لدوال‎ 
. 8 إلى‎ FR? فى‎ 

4٠‏ - 4 نظرية تايلور . نفرض أن ر دالة ذات نطاق مفتوح © فى ”۴ ومدى 
فى ٭ ٠‏ ونفرض أن ر لما مشتقات جزئية متصلة من درجة ۸ فى جؤار كل نقطة على 
قطعة مستقبم 5 يصل بين نقطتين ين +4 --8 ,ره ف © . حينئذ توجد نقطة © على 8 
بحيث أن 

f(a + u) - ره)[‎ + Df(a)(u) + #(م)()*ط‎ 


+ + D"f(a)(uy™ مي‎ D"f(c)(u)" 


البرهان . نفرض أن م معرفة عند # فى ۲ إلى 2 بأنها 
f(a + tu)‏ = )سر 
وحسب افتر اض و جود المشتقات الحزئية للدالة كر » ينتج أن 
F(t) = Df(a + tu)(u),‏ 
F"(t = D?f(a + tu)(u)?,‏ 


F™() = D"f(a + tu)(u)" 
ابعد واحد للدالة م فى 1 » نستلتج أنهيوجد‎  - ۲۸ 'إذا استخدمنا ترجمة نظرية تايلور‎ 
عدد حقيق #0 فى 1 نحيث أن‎ 


1 
F(D= FO) ")0( +٠ +l رومس + رو)«مم‎ 


إذا وضعنا 14 + 6-24 0ع حينئذ ينتج المطلوب وهو المطلوب إثباته 


t€ 


تمريشئنات 0 

٠‏ - (أ) إذاكانت ر+”×=(ر f)»‏ و (3-غ2 ,1+غ38) -()ج » نفرض أن 
)8گ = (۴)۴ » احسب (7)4/ بطر يقتين مباشرة و باستخدام قاعدة السلسلة . 

٠‏ - (ب) إذا كانت ر× = (ر ,»)رو (25+34,45+8)-5,2)م » نقرض 
أن (1,) وك = (1,) ۴ › احسب ۴ے( ,۴( بطريقتين مبساشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 

» (ج) إذا كانت 2× = (2 ,لر ,)يم و ( 073+48 )ع‎ - ٠ 
احسب ۴( ,2:4 بطر يقتين مباشرة و باستخدام‎ » ۴),1( = f نفرض أن ( ,)ع‎ 
. قاعدة السلسلة‎ 

٠ه‏ - (د) إذا كانت ×+ مبر+ بم > (2 ,ر )م 

و 8184 g(s, t) = (cos s, Sin s cos gt,‏ 
نفرض أن (8,1)ع' f‏ = 4 ,)۴ . احسب ۴( ,0,۴ بطریقتین مباشرة و باستخدام 
قاعدة السلسلة . 
٠‏ س (ه) إذا دارت الحاور الكارتيزية فى المستوى بالزاوية © > فإن الإحداثين 
الحديدين ۷ ,ت لنقطة ترتبط بالإحداثين الأصليين ر ,× بالعلاقتين 
x = u cos Û - v sin 6, y = u sin 6 + 0v cos‏ 
نفرض أن ۴ ج-*8:/ قابلة للتفاضل فى 87 ونفرض أن (ر,٭) f‏ = (۷,سu)‏ ۴ 
لكل ر ,× . أثبت أن 
y)F‏ جد [Dı f(x, y)]*+ [Daf‏ = *[(ن س)تقوط] + *[(د [D,F(u,‏ 

٠‏ - (و) نفرض أن ۴< ۴:/ قابلة التفاشل فى ۴ ولفرض أن 
+R‏ 2 ا( + ,0): عم معرفة بأنها (0 هذه م ,0 ٥08‏ ) = (0 ,)چ ونفرض أن ٠‏ 
۶g‏ =۴ . احسب و2 و D۴‏ روضح أن 

(DıF(r, + [D»F(r, 6([* = [D, f(r cos 6, r sin 0([* 
+([D,f (r cos 6, r sin 0([* 

. ۴ (ز) نفرض أن ۴+ #:] قابلة للتفاضل فى‎ - +٠ 

xDıF(x, y) = yD„F(x, y) ùji < F(x, y) = f (xy) إذا كانت‎ )1( 
. لحميم («ر,ع)‎ 

(ب) إذا كانت (رط + ج#ه)ك/ر = (ر ,د احيث ‏ #ءطره فإن 
(x, J) gk bBD,F(x, y) = aDaF(x, y)‏ . 


{fo 


yD,F (x, y) = xD, F (x, y) ijj ”)62( - ])>* +9 (ج) إذا كانت‎ 
. لجميع (لر,)‎ 

(د) إذا كانت yDıF(x, y)+xDF(x, y)=0 ijj F(x, y)= f(x? —y%‏ بلمیع 
م . 1 

٠‏ - (ح)نفرض أن “8ب م ونفرض أن © نقطة داخلية من 4 . لفرض 
أن ع رر معرفتان فى 4 إلى #5 وقابلتان للتفاضل عند م . إذا كانت ۸ ج ۸:4 
معرفة بأنها (×)ع . (×) ر = (×)۸ لكل 4ع« > أثبت أن ۸ قابلة للتفاضل عند ٠‏ 
وأنه إذا كانت ”8ع ء فإن 

Dh(c)(u) = (Df(c)(u)) ° g(c) + f(c) ٠ (Dg(c)(u)) 

. ح بدلالة دوال الإحداثيات‎ - ٠ ط) عبر عن نتيجة تمرين‎ ( - +٠ 

6 - (ى) نفرض أن ۸>۸ ونفرض أن © نقطة داخلية من 4 . نفرض أن 
"# 4:؟ قابلة للتفاضل عند © وبحيث أن 1 = ||(×) ۶|| عند ×٤۸‏ . أثبت 
أن 0 = ہس . (0)/ حيث “ع9 تشير إلى ميل الدالة كر عند 6 ( انظر تمرين وم ب 
ى ) . فسر هذه النتيجة هندسيا . 

٠‏ - (ك) نفرض أن ۴< *8:؟ ( موجبة) متجانسة من درجة ۸ مى أن 

XxER", {>0 عند‎ f(tx)=t"f(x) 
: أثبت أنها تحقق علاقة أويلر(*)‎ ٠ 80 (أ) إذا كانت ثر قابلة للتفاضل فى‎ 
kf(x) دع‎ Dı f(x) +٠٠ ١ + x,D,f(x) 
. ×0. لحميم (و×,... ,× = × فى ۴° حیث‎ 

(ب) وبالمكس ء نفرض أن ر تحقق علاقة أويلر ونفرض أن ٠٤۸,۶40‏ 
نفرض أن )1٥(‏ / = (1)ع عند 0< ٤‏ ووضح أن ()ع/ = (0)ع/ عند 1<0 . 
استخدم هذا لإثبات أن الدالة كر متجانسة من درجة #6 . 

۰ - (ل) نفرض أن “8ح :20,2 ۸ ونفرض أن الدالة ‏ "82ح (4)/:عم 
هى الدالة المكسية الدالة كر معى أن : 


(*) ليونارد آیار ( ١078# - 107٠07‏ ) »© من أبناء بازل ء تعلم مع يوهن. برنوكق . 
أقام سنوات كثيرة فى البلاط الملكى فى بيتر زبورج » لكن هذه الإقامة قطعت مخمس 
وعشرين سنة فى برلين بالرغم من حقيقة أنه كان أبا لثلاثة عشر طفلا وأصبح أعمى كلية 
فقد كان قادرا على كتابة أكثر من ممائمائة بحث وكتاب وأعطى مساهمات أساسية لكل فروع 
الرياضيات . 


{1 


gof(y)=y‏ تا 
لكل مءعءع و (f)4ع,‏ . إذا كانت ر قابلة للتفاضل عند نقطة 4عه وإذا 
كانت ع قابلة للتفاضل عند (©) f‏ = 8 » أثبت أن الدالتين المطيتين (ط)ع2 و (4) Df‏ 
تكون كل مهما الدالة المكسية للأخرى . أى أن » (۾) رط ° (ط)ع2 و (ط)عط ° )۾( Df‏ 
هما المحايدان فى ° , : 
+٠‏ - (م) نفرض أن “۴+ *#0-8 »8:80 خطية ثنائية بمعنى أن 
B(ax + bx', y) = aB(x, y) + bB(x', y),‏ 
B(x, ay + by’) = aB(x, y)+ bB(x, y’)‏ 


6# ب وجميع رز ,× ,× فى 87 . من الممكن البرهنة على أنه توجد 
M >0‏ بحيث أن |إس || | × )| 4 > || (ر ,»)8 | لجميع ,× فى مم . بفرض 
هذا » أثبت أن 8 قابلة التفاضل عند كل نقطة ‏ تج =8 »ا (٤‏ ») وأن 


DB(x, y)(u, (ن‎ = B(x, u) + B(u, y) 


RXR? 8ه د‎ dJ (u,v) الجميع‎ 


٠‏ ¬ (ن) نفرض أن #6 جب »8:80 خطية ثنائية بالممنى المذكور فى 
القرين السابق ونفرض أن (× ,*)8 = (×)ع لكل ×٤۸‏ . أثيت أنه إذا كانت 
x, ue 8"‏ »> فإن 

(1) (×)چ ۶ = (x)ع‏ لکل 6۸۴ 

Dg(x)(u) = B(x, u) + B(u, x) = Dg(u)(x) (ii) 

g(x + u) = g(x) + Dg(x)(u) + ممع‎ (Hii) 

وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 8 متاثلة ععى أن (× ,)8 = (ر ,)8 فإن 

Dg(x)(u) = 2B (x, «) (iv) 

. م)‎ ( ٤١ (ح) مستخدما‎ - 4٠١ (س) اعط برهانا ثقرين‎ - 4٠ 

٤٠‏ - (ع) نفرض أن ٩°‏ >© مفتوحة ونفرض أن #6 جب ۴:0 قابلة التفاضل فى 
© . نفرض أن (4,8) = 1 فترة مفتوحة فى © ونفرض أن ۴ < 1:ع قابلة التفاضل 
فى 1 وعحیٹ أن 29 0)ع . إذا كانت ۸° < 1:ع٥'=‏ ۸ أثبت أن 

h'(c)= Df(g(c))(g'(c)) 
(ف) نفرض أن ۵>۸ مقتوحة ونفرض أن ۸ ج-92:/ . تفرض‎ - ٠ 


TY 


أن © تحوى النقطتين 6,8 وقطعة خط $ واصلة بين النقطتين ٠‏ وأن الدالة ر قابلة 
التفاضل عند كل نقطة من 5 . أثبت أنه يوجد راسم خطى ۸۹ >+ 1:۸ محيث أن 
L(b— ©‏ = (ه) f )(— f‏ . 

٠١‏ - (ص) نفرض أن ”۸ >2 فتتمتصلة مفتوحة ونفرض أن “۴ ج 0: قابلة 
للتفاضل فى © . إذا كانت 0 = (×) گ٥‏ لکل ×٤۵‏ › أثبت ان (ر) گم = (٭×) ر 
لكل 02٤ر‏ × . اثبت ان هذا الاستنتاج رما يفشل إذا كانت 52 غير متصلة . 

٠‏ - (ق) نفرض أن ۴>[ خلية مفتوحة ونفرض أن 8ج 3:م قابلة 
التفاضل فى ل . وضح أنه إذا كانت المشتقة الحرئية 0 = (×) ر ,2 لكل لع * » حينئذ 
كر لا تعتمد على المتغير الأول معى أن 

0 ا‎ X2 -.-, Xp) 
. لأى نقطتين فى ل الى الإحداثى الثانى » . . . » الإحداف الذى رتبته م تكون متساوية‎ 

٠؛‏ - (ر) وضح أن الاستنتاج للتمرين السابق ريما يفشل إذا فرض أن ل ليست غلية . 

٠‏ - (ش) نفرض أن ۸+ ۴:۸ معرفة بأنها 

fa =D  orey#0.0, 
=0 for (x, y) = (0, 0) 
)0, 0( أثبت أن المشتقتين الحزئيتين الثانيتين كير و رى( موجودتان عند النقطة‎ 

٠‏ - (ت) استخدم نظرية القيمة المتوسطة لتحدد بالتقرب المسافة من النقطة 
(3.2,4.1 ) لنقطة الأصل .' اعط حدود اللطأ لتقديرك . 

12 (ث) إذا كانت “42-2 مفتوحة وكانت ۴° ج-92:م . نفرض أن‎ - +٠ 
تحتوى النقطتين 8 ,© وقطعة الفط 5, الواصل بين النقطتين » وأن كر هما مشتقات جزئية‎ 
متصلة فى كر ..أثبت أن‎ 

fO)-f(= | Dfta+ r= (ه -ط)((ه‎ dı 


7 (خ) نفرض أن # > 8:۸ ر لما مشتقات ثانية متصلة فى‎ - ٠ 
u), (=f) +cy(+ إذا كانت عه وأن (رc~¬ »)ع‎ )1( 
) أثبت أن ۸ <+ *8:» تحقق ( معادلة الموجة‎ 
c*Dau(x, y)= ,لا)ختررط‎ y) 
لمميح (ل,).‎ 


A 


(ب) إذا كانت (2y-×)چ‏ +(2 +ع3)/ >(« ,اه أثبت أن ۸ <> :0 
تحقق المعادلة 
y) =0‏ ,)310,0 -(73 ,3)نةى 4102 - (82 ,)نا 410 , 
لكل (ر,×) . 
6خ - (ذ) إذا كانت 82ج822:م لا مشتقات جزئية ثانية متصلة وكانت. 


sin 0(‏ م ,0 f (re08‏ = (0 ,)م عند 0968 ,0< ء أثيت أن 
y)= D,F(, 6)+3 D,F(r, 0)+3 DaF(r, 6)‏ جه ؤررط y)+‏ ,)زرط 


= 0 D,(rD,F(r, (+ DF (r, 0) 


x =r cos 0, y =r sin 0 حيث‎ 


. 4 


متشروع ۰ 

 - ٠‏ (هذا المشروع هو تعديل لطريقة نيوتن التقليدية لتحديد الحذور عندما يكون 
جذر قريب بكفاية معلوما ) . نفرض أن ر معرفة ومتصلة فى فئة مفتوحة تحتوى على الكرة 
المعلقة. ( > |مد-ع|: 90 »)= ).8 بقيم فى 26 . نفرض أن كر قابلة للتفاضل عند 
كل نقطة من (م×),8 وأنه يوجد عدد © » حيث 1 > © > 0 » ورامم داخ خطى, 
+8 ج26 بحيث أن C(۲‏ -1) = |لم»)ز»1| وأن 

[lT Df(x)ll, > ©‏ عند »)عع 

(1) نفرض أن "8 + (×),8: ع معرفة بأنها (×) ٣٣۴‏ - ×= (×)ع عند (×),8 € × 
أثبت أن ج قابلة للتفاضل عند كل نقطة من ).8 وأن تتقلص ج شابت 1 > © ( انظر 
؟؟-4) ف B,(xo)‏ . 


(ب) عرف (»)ع =× و ()ع=» عند ۸6۸ . وضح أن 
۵× - هاا "© > × ا وإذن ينتج أن ٥C‏ > مد .كا عند 0 < ۳ < ۸ . ومن 
يج ۴ 
> × اا عند و1 ,0= k‏ 


(ج ) أثبت أن (×) متابعة كوشى ومن ثم تقترب إلى عنصر (.8.)2 ع ٠‏ بحيثه 
أن ٭=()ع . وبالإضافة إلى ذلك » نحصل على التقدير ,*0 > ||*- يا 

(د) وضح أن ۴)50 وأن × هو العنصر الوحيد فى (م*).8 الذى عنده 
تتلاشی ر . 


او 


الباب الحادى والأربعون ‏ نظريات الراسم والدوال الضمنية : 

نفرض أن © فئة مفتوحة فى ”م ونفرض أن ر دالة بنطاق 2© ومدى “8# ؛ 
لا نفرص أن ۾ = م ما لم توجد إشارة خاصة . سيتضح ء تحت فروض سينص عليها » 
أن يشار إلى « الخاصية الموضعية » للراسم ر عند نقطة 0٤ع‏ بالرامم الحطى Df (e)‏ 

بدقة أكثر قليلا . 

(1) إذا كانت وكم ء (ء) (f‏ ادخالية (= واحد - واحد) فإن كر ادخالية 
فى جيرات صغيرة للنقطة ع » : 

» فوقيا إلى83)‎ ٩” إذا كانت و < م وكان (©)/ر2 راسا فوقيا ( = يرسم‎ GD 
فإن الصورة تحت ر لحوار صغير النقطة © هى جوار للدالة (ء) ر؛ وأن‎ 

(ففة) إذا كانت ۾ = م وكانت (2/)6 تناظر أحادياً (= واحد - واحد وفوقيا - 
عكسيا ) » حينئذ ر ترسم جوارا ا للنقطة © فى نظام واحد - واحد فوقيا إلى جوار ۷ 
للدالة (©) كر . توجد فى حالة (فنة) > دالة معرفة على 7 عكس تقييد الدالة ر إلى لا . 

كنتيجة لهذه النظريات الراسم سنحصل على نظرية الدالة الضمنية الى هى إحدى النظريات 
الأساسية فى التحليل واهندسة . نقدم أيضاً نظرية باراءكرية مفيدة والنظرية اطامة للرتبة . 
الصنف (01)92 : 

مجرد وجود المشتقة ليس كافيا لأغراضنا ء تحتاج أيضاً إلى اتصال المشتقة . نتذكر أنه 
إذا كانت ۴° <-2:/ قابلة التفاضل عند كل نقطة من ”0>۸ + فإن الدالة 
f )×(‏ 2 >+ × راسم من © إلى الجموعة (۴° ,"۸)⁄. لمميع الدوال الحطية من ”۴ 
إلى "۴ . من الملاحظ فى باب ۲١‏ أن هذه الغئة (۴° ,”59012 هو متجه فراغ »> لاحظنا 
فى تمرين (۲۱ - ل) » أن هذا الفراغ هو فراغ عمودى تحت العمود 

1ع اعلا x € RP,‏ :)اا sup‏ = مرزانطزا (41.1) 


١ - ١‏ تعريف . إذا كانت 598 مفتوحة فى ٩°‏ وكانت 26 ج f:0‏ » نقول 
أن كي تنتمى إلى الصنف (1)92© إذا كانت المشتقة (*) 2# موجودة لكل ©€× 
وكان الراسم (<«)/2 × من 2© إلى (8° ,”)£ متصلا تحت العمود (1-41) . 

نتذكر من مثال ۳۹ - ۸ ( د) ء أنه لكل 42ع# »> بمكن مثيل المشتقة (٭)5f‏ 
بواسطة م كا ي مصفوفة يعقوبية [(*),رر2] . ومن ثم نمثل (2])9-(+«)/2 
باللمصفوفة م ×4 . 

[D;f(x)- Dıfi(y)] 
f. 


ينتج الآن من متباينة ( 8١‏ - ه) ء أن 
Df}‏ - هم Df‏ يي بل ! = مادورط- رصا 
وإذن يدل الاتصال لكل من المشتقات الزئية 805 فى 2 على أتصال 5f)×(‏ جا × 
سنترك للقارئ إثبات أن المكس هو أيضاً صميح » وإذن نحصل على النتيجة الآنية . 

١‏ - ۲ نظرية . إذا كانت ”۸ 42 مفتوحة وكانت ٩°‏ <-42:/ قابلة للتفاضل 
عند كل نقطة من © > فإن ر تنتمى إلى صنف (42)*© إذا وإذا فقا كانت المشتقات 
الخزنية ‏ ...1 > [ ,و ...1 >1 بر للدالة ر متصلة فى © . 

سوف نحتاج إلى المفتر ص الآقى » الذى هو مغايرة لنظرية القيمة المتوسطة . 

f:0 مفترض . نفرض أن ”0>۸ فة مفتوحة ونفرض أن “1 ج‎ ۴ - ١ 
قابلة للتفاضل فى ) . نفرض أن 2© تحتوى على النقطتين 2,8 وقطعة خطية 5 تصل‎ 
بين هائين النقطتين » و نفرض أن 42م . حينئذ نجد أن‎ 

Df(xo)llpa}‏ - درطا lb - all sup‏ = اله - Df(xo)(b‏ -(ه)] -(0)ا 

البرهان . نفرض أن ° R‏ ج (1:ج معرنة عند (2©5 بأنها 

g(x) = f(x)¬ Df(xo)(x) 


عا أن (مب) كر خطية « فينتج أن Dg(x)= Df(x)— Df(xo)‏ عند x€®‏ 
إذا استخدمنا نظرية القيمة المتوسطة ٠٠‏ - ه » نستنتج أنه توجد نقطة 85 ع0 محيث أن 


f(b) - رم)]‎ - Df(xo)(b - اله‎ > |lg(b) - |الم)ع‎ 
= [Dg (c(h - إ(ه‎ > |(Df(c)— Df(xo))(b - االه‎ 


(xo)lpa}‏ رط - رع)رط|) lb - all sup‏ وهو الطلوب إثباته 


النتيجة الآتية هى المفتر ض الدليل لنظريات الرامم 

f:© مفترض تقريب . نفرض أن "18 > © مفتوحة ونفرض أن 26 ج‎ 4 - ١ 
تنتمى إلى الصنف (1*)42© . إذا كانت 6152م وكانت 0 <ع © حينئذ توجسد‎ 
(ع)8 محيث أنه إذا كانت ,2 ,1 -ط ,(ع)ة > امد بں|| » فإن 9ع« وأن‎ <0 
)41.2 2 -همم- دمر‎ Df(xo)(x: = x2)|| = اسحسعلاء‎ 

البرهان.. ما أن (×) (f‏ + × متصلة فى © إلى (۸° ,)£ ء بإعطاء 0 < م 
توجسد 0< (8)8 0 2 بحيث أله إذا كانت (8)8> م ~ ×إ| فإن © € x‏ ا وأن 
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Df >‏ -(2/)2|| . نفرض الآن يد ,عد تحققان (8)8 > |إہ× - .|| فينتج أن 

قطعة الط المستقم الذى تصل 2× » وعد تقع داخل كرة مغلقة مركزها م× ونصف قطرها 

(ع)ة 8 أى داخل © . أستخدم الآن مفتر ض ۴-١‏ لممصول عل الاستنتاج المذ كور 5 
وهو المطلوب إثباته 


نظرية الراسم الادخالى : 

سنوضح الآن أنه إذا كانت ثر تنتمى إلى الصنف (1)9 © وإذا كانت () Df‏ 
إدخالية » فإن تقييد الدالة كر لوار مناسب للنقطة © يكون إدخاليا . 

سيتذكر القارئ الم بعلامة « الرتبة » لتحويل خطى » أن “۴ < 1:۸ تكون إدشالية 
إذا وإذا فقط كانت رتبة و> م-(8ة) 

]:© ه نظرية راسم إدخالى . نفرض أن ”8 >0 مفتوحة » وأن "8 ج‎ - 4١ 
8 < 0 تنتمى إلى صنف (1)62© » وأن ()/2 = £ إدخالية . حينئذ يوجد عدد‎ 
» بحيث أن التقييد للدالة ر إلى (8 ك |إء - ×||: ”28 ع ×)= و8 إدخالى . وبالإضافة إلى ذلك‎ 
B, < 2" dj (Bs) < 24 يكون عكس التقييد م8 | م هو دالة متصلة فى‎ 

البرهان . ما أن الدالة الحطية (ء) 2f‏ = £1 إدخالية » فينتج من نتيجة ۷-۲۴ أنه 
يوجد 0 <م بحيث أن 

(41.3( rilull  ||/)ءابلإ‎  foru e R° 
حيث مله = ع حصول على عدد 0 < 8 بحيث أنه‎ ٤ - 4١ نستخدم الآن مفار ض التقريب‎ 
إذا كانت 2 ,1 -ط ,8 > || - »×|| فإن‎ 
f(D = f(x) - L(x, - x2)|| = r lx: - | 
إذا استخدمنا متباينة المثلث للطرف الأيسر طذه المتباينة » نحصل على‎ 
L(x - xall - (f(x) = f(x] = Br lx = أل‎ 
حيث دا - ×= ا ء محصل عل‎ ) ٣ - 41 ( إذا ربطنا هذا مع‎ 
(41.4) r lx: - xall =| F(x) - f(x 
عند 86 ع »× . هذا يرهن أن التقييد للدالة ر إلى 8 إدخالى ؛ ومن ثم يكون هذا القيد‎ 
دالة عكسية سوف نرمز لها بالرمز يم . إذا كانت (:8)/ © »ل » حينثذ توجد نقط وحيدة‎ 
غ) أن‎ - 41١ ( فى .8 بحيث أن (:)/ = ير . ينتج من‎ × = 8)7( 
llg(y) - g(ya)|| = (م/2)‎ ly: = yz 
وما ينتج أن (:8 | /) = ع متصلة بانتظام فى (:8) إلى ”۴ . وهو المطلوب إثباته‎ 


tt 


نلاحظ أننا لا نحتاج لتعريف چ فى حوار (6)لر ؛ أى أن ٠‏ (6)ثر لا تحتاج لآنه 
تكون نقطة داخلية من (,8)م/ . لهذا السبب لا يمكننا عمل أى فرص عن قالمية التفاضل 
لدالة ع . ستثبت فيا بعد نظرية عكسية أقوى تحت فروض إضافية . 


نظرية الراسم الفوقى : 

النتيجة الآنية نتيجة زميلة نظرية الرامم الإدخالى . تثبت هذه النظرية » الى ترجع إلى ل. م. 
جرافز(*) أنه إذا كانت كر فى صنف (1)2© وكان الرامم (©) 82 لبعض ,© 66 
فوقيا للفراغ 2 إلى 8° فإن كر ترسم جوارا مناسبا للنقطة 6 إلى جوار لدالة (©) کر 
أى أن كل نقطة من 26 الى تكون ملاصقة بدرجة كافية إلى الدالة (6)/ر هى الصورة تحت كر 
لنقطة قرب © . 

سيتذكر القارىء الم بعلامة « رتبة » لتحويل خطى أن الرامم "2 + 1:80 يكون 
فوقيا إذا وإذا فقط كانت رتبة م > 4 (1) 

4١‏ - 5 نظرية الراسم الفوق . نفرض أن 0>۸ مفتوحة ونفرض أن 
“8 ج-2:/ تنتمى إلى الصنف ()1© . نفرض أنه عند بعض 52ج 6 ء تكون الدالة 
اللطية (0) Df‏ = ا1 فوقية للفراغ R‏ إلى "84 . حينئذ يوجد عددان 0 < 7# و 
0 < » عیٹ أنه إذا كانت +27/يه = |إ(c)؟-‏ را| و 68° y‏ 
فإنه يوجد عع عیٹ أن >-(*)م و e‏ ڪإإء-»|| 

البرهان . ما أن £ فوق » فإن كلا من المتجهات الأساسية 

eı =(1,0,...,0), e =(0,1,...,0),..., 6 = (0,0,...,1(‏ 
فى 25 هو الصورة تحت £ لمتجه ماى "72 » مثلا بلا ,. . . ریں ,ںا . تفرص الآن أن. 
NM: R^ + 2‏ هى الدالة الخطية الى ترمم رع إلى رف عند © ...1,2 = از أى أن » 


سه > = Mae)‏ 
ينتج أن 36 ?£ هو الراسم المحايد فى ۸٩‏ » أى أن لر = ()1.004 لكل "8 © ر . إذإ فرضنا 


"سا احم 


(*) لورانس م. جرافز ( ۱۸۹٩‏ - 1978 ) ولد فى كانساس » لكن أرتبط يجامسة 
شيكاغو لنشنوات كثيرة كطالب وكأستاذ . ومن أحسن .ما عرف به مساهمته فى التحليل الدالمه 
و حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات . : 


tt 


حينئذ يدل تطبيق متباينى المثلث وشفارتز على أنه إذا كانت به :53 - ل ٠‏ فإن 


IMO) > > lal لاسن‎ 


{E r}‏ الك 0 ڪ 


=m ll 
حسب مفار ص التقريب 4-41 يوجد عدد 0 < بحيث أنه إذا كانت‎ 
به = ||ء -ي|| + فإن ©€6»× وإن‎ > 2 


41.5) (f(D - f(x) - L (=x > glx = xal 
ل بحيث أن‎ ٤ ۴۹ نفرض الآن (ه > |[ه - ×ا|: ۴ € بع = ,8 ونفرض أن‎ 
سنوضح أنه يوجد متجه × حيث .8 © × بحيث أن (٭) ر = بر‎ . |ار-f)٥(||‎ = 21 
نفرض أن م = × ونفرض أن ((7)00- 2409 +× =× بحيث أن‎ 
ومنها‎ e | - رز »م = مد‎ = f(e(|| > 36 
د > ام:- كا‎ is1 xcs (1-3)e 
نفرض أن ۸< ,.. . ,1× ,0× = © قد اختیر ت بالاستنتاج فى ”۸ بحيث أن‎ 
)41.6( دزا‎ = x«-ıl| > a/2*, [lx |[ء‎ = )1- 1/2“( 
عند 4-1,...87 . نعرف الآن (1 < 2) دمر بأنها‎ 
)41.7( بم‎ = xn - M[f (xn) = f(xn-) - L(xn - [(دسمة‎ 


١‏ ينتج من ( ۱+ = )١‏ أن 
[الحسمد - x,|| = m [lf (en) = f (xn) - L(x,‏ = مدا 


إا - مرا > 
وإذن ينيج أن '*"2/» = ("2/ه)ة ك ||ہ× - | و أن 
xn = ell‏ + الم || = ell‏ مدا 
(a2 ')+ (1= 1/2” )a‏ = 


= (1-1/2 Da 
عند 1 + م = عل . لذلك » بممكننا هذه الطريقة تركيب متتابعة‎ ) ٩-١ ( ما يغبت‎ 
فى .8 . إذا كانت ۸ < س ۰ فنجد أن‎ )( 


tt 


[xn - xw] = [xn = xall + || بجو‎ = xall + ° ° ° + | مد‎ - x~| 


a ٠ ره‎ 4 
= gar gna 0 om 3 


ينتج أن (.×) هى متتابعة كوشى فى ”۴ ولذلك تقترب إلى عنصر ما × . بما أن. 
|lxa = c|| = (1 -1/2")a‏ » فينتج. أن هدلء-دا أى أذ xB,‏ . 
ماآن -f)((‏ ر)M=م×-,×‏ ء فينتج آن 
L(xı— xo) = Le M(y - f(c))= y - f(xo)‏ 
و بالإضافة إلى ذلك » نجد من ( 4١‏ - 7 ) أن 
[(ححمة = L(x‏ - (-م:)] = L(xn+ı = X,) = Loe M{[f(xn)‏ 
—{f (xn) - f(Xn-) - L(x, - xn-1)}‏ = 
L(x = xn-ı) - [f (xn) - f(xn-1)]‏ = 
بالاستنتاج نجد أن 
L(Xn+1 7 Xn) = y - fxn)‏ 
ومسا ينصح أن f)(=f)×«(‏ ”نا=ر وإذن تكون كل نقطة بر تحقق 
1 > |إ()/ - را| صورة تحت ۶ لنقطة ۵ © × حیث © > ]م - + |[ . 
وهو المطلوب إثباته 
١‏ - 7 نظرية راسم مفتوح . نفرض أن "۴ 42 مفتوحة ونفرض أن ۴° ك f:0‏ 
تنتمى إلى صنف (1)49© . إذا كانت المشتقة لكل (+) 2# لكل © © × فوقية » وإذا كانت 
ع مفتوحة » فإن (6) f‏ مفتوحة فى" . 
البرهان . إذا كانت f)6(‏ ٤ط‏ » فإنه توجد نقطة © عع عیٹ أن 5 = ) ر . 
ينتج بتطبيق نظرية الرامم الفوق +١‏ - 5 على © إثر انه توجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت 
8 > || سم || حينئة توجد © © × بحيث أن (×) كر = بر . إذن (6) ر مفتوحة ى٩8‏ . 


النظرية العكسسية : سي 


سثر بط الآن نظريتى الرامم فى حالة ي = م . مفروض هنا أن المشتقة (©) 2 مفروض. 
إدحالية . هذا حدث إذا وإذا فقط كان للمشتقة (ء) كر عكس الى تكون بدورها صعيحة 
إذاً وإذا فقط كانت قيمة محدد جاكوبيان 
det [f.;(c)]‏ = [ن) تررط] det‏ = )رك 
تختلف عن صفر . 


{to 


سيذكر القارى الم بعلامة « رتبة ٠‏ لتحويل خطى أن ۸٠‏ ج :1 إدخالية إذا وإذا 
فقط كانت رتبة و-م-() 

ينتج من اتصال الدوال الحزئية والمحدد أنه إذا كانت () (f‏ ما عكس » فإن (») 0f‏ . 
ها عكس عند بد اللاصقة بكفاية إلى © . 

/:92 + ۴" م نظرية عكسية . نفرض أن “20 مفتوحة ونفرض أن‎ - ١ 
تنتمى إلى صنف (4)62© . إذا كانت 2 ع م بحيث أن (©) “ر2 إدخالية » حينئذ يوجد‎ 
جوار مفتوح للدالة (6) ر والتقييد للدالة كر‎ 7 = f )7( جوار مفتوح 7 للنقطة ع بحيث أن‎ 
إلى 7]إدخالى إلى 7 فوقياً بعكس متصل ع . و بالإضافة إلى ذلك تنتمى ع إلى صنف (13)10© وأن‎ 

Dg(y)=[Df(g(y))]" for yeV 
البر هان . من الفرض (ء) “2 = لك إدخالية » وإذن تدل نتيجة ۲۲ - ۷ على أنه توجد‎ 
بحيث أن‎ ٣ <0 
2r اءاا‎ = |Df(e)(z)| for zé€ R° 
بما أن ر موجودة فى صنف (1)2© ء فيوجد جوار للنقطة م الى فيها تكون () 0# قابلة‎ 
المكس و تحقق‎ 
)41.8( إإز(ع)(ع«)م/| > اعلا‎ forzeR’ 
حصر انتباهنا أيضاً فى جوار 87 للنقطة © الذى فيه تكون الدالة كر إدشالية والى تكون محتوية‎ 
حينئذ تكون‎ . )١ - 4١ فى كرة مركزها » ونصف القطر © ( كا فى نظرية الراسم الفوق‎ 
ر٣‎ |7 جوارا للدالة (0) كر » ونستنتج من نظريات الرامم السابقة أن التقييد‎ ۷ = f )0( 
. ج ۷ :ع‎ ۴٩7 له دالة عكسية متصلة‎ 
يبى أن نوضح أن م قابلة للتفاضل عند نقطة اختيارية ۷رر . نفرض أن‎ 
ما أن ر قابلة للتفاضل عند ,× » فينتج أنه إذا كانت ا6 × » فإن‎ ٠ (,«)ع = يعد‎ € € 
f()- f(x) - Df(x0(x - x) = |x — xıl| u(x) 
حيث 0 + ||(×)»|| عندما × ج × . إذافرضناآن 241 هى الدالة المكسية للدالة الخطية‎ 


»)رط ء فين 
Mı[Df(x)(x — x]‏ د x—xı‏ 


xıl| 4(0]‏ ح Mı[f() - f(x)—llx‏ = 
إذا كانت 57 ع* ٠‏ فإن (نز)ع = × عند قيمة ما :۷ ©(*)/ - لا ؛ وبالإضافة إلى ذلك 
f )×(‏ = وبر ٠‏ لذلك ممكن كتابة هذه المعادلة فى الصورة . 
xıl| Mı(u(x))‏ - عد || - = زر - g(y)¬ g(y)— Mı(y‏ 
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le‏ أن Df (xı)‏ إدخالية » فيفتج كا فى البرهان لنظرية الراسم الإدال ١غ‏ - ه أن 
ألم = ly - yıl = fC) - f(D = r IX‏ 
بشرط أن ر تكون ملاصقة بكفاية إلى وز . وبالإضافة إلى ذلك » ينتج من ( 4١‏ - ۸) أن 
اا 1/0) = ممق نكل "هع . وإذن نجد آن 
Mı(y - yl > (2/7 flue) ly = yil‏ - نجع - رع || 
الآن عندما ,لر ج لر ء فإن × =(رر)ع ج (ر)ع =× وكذلك ‏ 0ج |(6)|| 

نستنتج » لذلك ء أن ( )ع2 موجودة وتساوی ‏ ((×) [2) = راق . 

تنتج الحقيقة الى تقول إن ع تنتمى إلى الصنف (/1)1© من الملاقة “7 [((2/)8)7] = (ر)ع 
حيث 87 عر » ومن الاتصال للروامم 5 

الآجارة  xm™Df(x),‏ ,زنج جار 


عن £(RF°, R°)‏ جح (RP, R°)‏ د (27 U, U > F(R",‏ ج ۷ e‏ عل الترتیب . 
(انظر تمرین 4١‏ -ل). وهو المطلوب إثباته 


دوال ضمنية : 

نفرض أن ۴ دالة معرفة فى فثة جزئية من ٠‏ × 7 إلى ۸١‏ . ( إذا أجرينا التحقيق, 
الواضح للفراغ 225 ”2 بأنه ۰ حينئذ لا نحتاج لتعريف ما المقصود بالقول أن ۴ 
متصلة » أو قابلة للتفاضل عند نقطة » أو موجودة فى صنف € فى فئة ) نفرض أن 7 ترسل, 
النقطة (ط ,4) إلى متجه الصفر من “8 . مسألة الدوال الضمنية هى حل المعادلة 

F(x, y)=0 

متغير مستقل وأحد ( مثلا > نز ) بدلالة الآخر بمعنى أننا نوجد دالة ‏ معرفة فى فة 

جزئية من 7 بقم فى 26 بحيث أن (4)ب = ط وأن 
0= )م F(x,‏ 

لكل × فى نطاق الدالة ۾ . نفرض أن م متصلة فى جوار النقطة (6,5) وتأمل فى 
استنتاج أن « دالة الحل » © متصلة فى جوار © . سيكون ممتملا أن القارئ سوف لا يندهش 
إذا فرضنا أن ۴ تنتمى إلى صنف € فى جوار النقطة (8 ,4) ؛ لكن ء حى هذا الغرض 
لا يكون كافيا لضان الوجود والوحدوية لدالة حل متصلة ب معرفة فى جوار © . 

فى القيقة » إذا كانت 1= ي = م » فإن الدالة الممطاة بأنها و تير زر F(x,‏ 
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لها دالتى حل متصلان هما .رت ربر)ري و -(ج)رب مناظرتان للنقطة (0 ,0) . ها أيضا 
حلان غير مت متصلين » مثل 

عد =( )وم » × قياسية 

× — = » × غر قياسية 
الدالة ر -×=(ر ,)0 ها دالى حل متصلتان مناظرتان للنقطة (0 ,0) » لكن لا يعرف 
أى منهما فى جوار النقطة 0 = × . لإعطاء مدال أكبر غرابة نجد أن الدالة ۴ ج 11:۸ الممرفة 
بأنها 

H(x,y)=x, y=0, 


A 
0ر (2) مر‎ 
y 0 ؟:‎ 


تنتمى إلى صنف “€ نى جوار النقطة (0 ,0) ٠»‏ لكن لايوجد دالة حل متصلة معرفة فى جوار 
النقطة 0 = × . 


فى جميع هذه الأمثلة الثلاثة كانت المشتقة الجزئية بالنسبة إلى لر تتلائى عند النقطة تحت 
الاعتبار . فى الحالة 1 وعدم » نحتاج لنص إضاق لضان وجود وانفرادية دالة الحل وهو أن 
المشتقة الجزئية ليست صفرآً . فى الحالة العامة » نلاحظ أن (8 ,۴)4( دالة خطية متصلة 
فى ۴١‏ × ”22 إلى 8١‏ وتنتج دالة خطية متصلة ١‏ ج ©22 :1 معرفة بأنها 
L2(v) = DF(a, 6()0, «(‏ 
عند + ع ر . معى ممقول جدآ » تكون ر1 هى « المشتقة الجزئية » للدالة ۴ بالنسبة إل 
ع ر عند النقطة (8 ,4) . الغرض الإضاق الذى سنضمه هو أن ر لما دالة عكسية , 


نر غب الآن فى تفسير هذه المسألة بدلالة الأحدائيات . إذا كانت (م* .... ,ن*) = × 
و (بلر,... ,رن) > بر ء فإن المعادلة 0 = '(ثز ,)۴ تأخذ الصورة لمادلات عددها ٩‏ فى 
متغير أت مستقلة ي + 7 ٠‏ ولإ ,. . . ودلا و3 ,... ,× معطاة كا يل 


,0= (ولا 0 ودلا وو , fiss...‏ 
econ‏ )41.9( 
Ya) =0‏ ,<.۰ ودلا Xp‏ ونع faf%1‏ 
لأجل اللاسة » نفرض أن 0= و 0= عيث تتحقق هذه الجموعة عند 
0 > ولو,. . . ,0 > ولو ,ل > × ,... ,0= ,× ومن المرغوب إيحاد الحل على الأقل بالنسبة 
للمتغير نز بدلالة × عندما يكون :× صغيرآ صغر] كافياً . إذا كانت الدوال رثر خطية » 
فإن الشرط لقابلية الحل هو أن محدد المعاملات رر . لايساوى صفراً . إذا كانت الدوال بر ليست 
ية » حیندذ الشرط هو أن محدد جاكوبيان 


A 


Of ..., f (a,b) #0 


0 
Ya)‏ ...)8 
توجد فى هذه الالة دوال ي ,...,1=ز ,ري معرفة ومتصلة بالقرب من 0 - م 
بحيث أنه إذا عوضنا 
Xp)‏ ...)رب > رب 
Pa(X15 ۰.۰, Xp)‏ = ولا 
فى الجموعة ( 4١‏ - 4) » فنحصل على متطابقة فى × 
١‏ - 4 نطرية دالة ضمنية . نفرض أن 126 × ”۸ - © مفتوحة ونفرض أن © > (8 ,ه) 
نفرض أن ۴۹ + ۴:۵ تنتمى إلى صنف (1)69© » و أن 0=( ,۴)4 ء و أن الراسم الحطی 
المعرف بأنه 
L,(v) = DF(a, b)(0, v), ve R“‏ 
هو تناظر أحادى 26 إلى فوقيا . 
(1) حينئذ يوجد جوار مفتوح 1# من "2 © هم دالة وحيدة "۴ ج ۷ :م منتمية إلى 
صنف (01)17 بحيث أن (6)ن = 8 وأن 
for all x e W‏ 0-(2<)ب F(x,‏ 
(ب) يوجد جوار مفتوح 7 للنقطة (8,5) فى ۴۹ × ۸° بحيث أن الزوج 8 © (« ,) 
يحقق 0 = ( ,٭)۴ إذا وإذا فقط كانت (#)ب = ترعند ×٤ W‏ . 
البرهان . لاتفقد الحالة العامة عند افتراض أن 0= ط و 0= . نفرض أن 
20 ج22: 13 معرفة بأنها 
H(x, y)= (x, F(x, yJ) for (x, y)e ®‏ 
ينتج حالا ( آنظر تمرين م - ت ) أن 2 تنتمى إلى صنف ٥1)©(‏ وأن 
(u, DF(x, y)(u, v))‏ = (ن DH(x, y)(u,‏ 
عند (٤€‏ رx)‏ ر ٤ 2” × R°‏ (8 ,») نطالب الآن بأن (0 ,27700 ها دالة عكسية فى 
R°‏ “87 .فى الحقيقة › إذا فرضنا أن (۴° 1,٤)”,‏ معرفة بأنها 
"عه Lı(u) = DF(O, 0)(u, 0) for‏ 
حينئذ تنبت الحقيقة الى تقول إن (0)ج.آ + ()ررآ = (0 ,»)(0 ,5)0 أن الدالة عكسية للدالة 
(287)0,0 هى رامم خطى × فی ٩‏ ×۳8 معرف بأنه 
Lı(x)])‏ — ع]' مآ K(x, 2( = (x,‏ 
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وإذن ينتج من نظرية الدالة المكسية ١(‏ 4-م) أنه يوجد جوار لا للنقطة “28 × "28 © (0 ,0) 
محيث أن ()8 = ۷ هو جوار مفتوح للنقطة 26 × ۴ €(0 ,0) وتقييد 47 إل 0 
هو تناظر أحادى إلى 7 فوقيا بدألة عكسية متصلة لا ج ۷ : © الى تنتمى إلى صنف (/1)1© 
ويحيث (0 ,0) = (0 ,0) © . الآن © ها الصورة 

D(x, 2)= )دب ,)2 بنتارب)‎ 2(( for (x, z2)e V 
ما أن‎ . iV جد‎ R° حيث "12 > ¥ :م و‎ 
(x, z2) = Ho ©), z2) = 1 م]‎ (x, 2(, )دب‎ 2([ 
= [eı(x, z), F(oı(x, z2), عايب‎ 2(([ 
فنستنتج أن × = (2 ,“)رب لكل 2(۷ ,×) . ومن م © تأخذ الصورة الأبط‎ 
(x, z2) = (x, ,ادب‎ z)) for (x. z)€ V 
فإن 2 خطية ومتصلة‎ » 8), 2( =z :م معرفة بأا‎ 8” x 8* الآن إذا كانت #6 ج‎ 
وأن © ۲° د رب ؛ لذلك وب تنتمى إلى صنف (/[)© ونجد أن‎ 
z= F(x, q(x, z)) for (x,z)eV 
0 بحيث أن #۷ جوار مفتوح العنصر‎ W۷ =)» ٤ ۴:)», 0(€ ۷[ الآن نفرض أن‎ 
)0( = 0 فى ”© » ونعرف (0 ,)وب = (×)م عندما لوعي . من الواضح أن‎ 
وينتج من القانون السابق أن‎ 
F(x. 20-((2)ب‎ for عد‎ W 
ء وإذن‎ xeW, ue R° داوب = (ن)(«)ب2 عند‎ 0)u, 0( و بالإضافة إلى ذلك‎ 
١ )( نستنتج أن © تنتمى إلى صنف (1)18© . هذا يبر هن جزء‎ 

لإكال برهان جزء (ب) › نفرض أن لا €( ,×) تحقق 0 = (ل ,٭)۴ . حينئذ 
7 ع (0 H(x, y) = (x, F(x, y)) = (x,‏ ومها ينتج أن سع× . وعلاوة على ذلك 
(()ت ,)= ((0 ونايب ,») = (0 ,»)۵ زر أى أن (×)ې = ر 

1 وهو المطلوب إثباته 
يكون من المفيد أحياناً وجود قانون صريح لمشتقة الدالة © . لكى نعطى هذا نجد من المناسب 
أن نقدم فكرة كتلة المشتقات الجزئية للدالة ۸ . إذا كانت 42 (لا ,*) . فإن كتلة المشتقات 
الجزئية (ر ,)۴ر5 هو راسم الدالة المطيةه ج ”و معطى بأن 
Do)F(x, y)(u) = Df(x, y)(u, 0) for ue R°‏ 
و كتلة المشتقات الجزئية (ر ,»)٣ى‏ هى رامم الدالة الخطية 24 ج 8° الذى يعطى بأنه 
DaF(x, y)(v)= DF(x. y)(O, u) for ve 9‏ 


(0. 


ما أن (م ,0)+(0 ,) - (ن ,») فن الواضح أن 
y)(u, uv) = DoF(x, y)(u) + DaF(x, y)(u)‏ ,)121 (41.10) 

لاحظ أن الراسمين ے1 و £ المذكورين ف الر هان السابق هما (0 ,0) ۴ر5 و(0 ,0) D۴‏ 
عل الثر تيب . 

|× = تيجة . بفروض النظرية » يوجد 0 < * بحيث أنه إذا كانت + >|إه‎ ٠١-4١ 
,)د والمعطی كا يل‎ R°) فإن المشتقة للدالة م عند × هى العنصر من‎ 

)41.11( De(x)= -[DaF(x, )8(([ [DoF (x, #(x)] 
الر هان . نفرض أن 26 “20 ج :£ معرفة بأنها‎ 
K(x)= (x, ((<)ب‎ for xe W 
هى دال‎ ۴۰۹۸:W حینئذ ما أن 0=(()ب )۴ =()۴۰۸ منجد أن مجر ج‎ 
ثابتة . وعلاوة على ذلك » كما رأينا حالا أن‎ 
DK(x)(u) = (u, De(x)(u)) for u e RP 
؟ على الدالة الثاہعة ڄ ° ۴ أن‎ ٠٠ فينتج بتطبيق قاعدة السلسلة‎ 
0= D(FK)(x) = DF(K(x))o DK(x) 
نجدأن‎ » ) ٠١ - 4١ ( إذا استخدمنا‎ 
DF(x, e(x))(u, u) = DaF(x, (x))(u) + DaF (x, w(x))(u) 
ينتج من هذا أنه إذا كانت 8ع » فإن‎ 
0= DF(x, o(x))(u) = DoF(x, e(x)(u)+DeF(x, e(x))(D (0)()ت‎ 
= DoF(x, o(x))(u) +[DeaF(x, o(x))o De(x)](u) 

وما نحصل عل . 
DopF(x, p(x)) + DaF(x, ¢(x))o De (x)‏ =0 
لكل ۷ ع × . من الفرض (8 ,ه)رى22 = ,]1 طا دالة عكسية . ما أن ۴ و ومتصلتان» 
فإنه توجد 0< بحيث أنه إذا كانت +> |إس× || › حينئذ يكون للدالة (()ب ,)كرو 
دالة عكسية . ومن ثم ينتج معادلة ( ١١ - 4١‏ ) المغادلة السابقة وهو المطلوب إثبائه 

ر ما يكون من المفيد تفسير قانون ( ١١ - 4١‏ ) بدلالة المصفوفات . نفرض أن لدينا' 
مجموعة من © معادلات فى ي + م متغير ات مستقلة معطاة فى ( 4١‏ ¬ و) . كنا لاحظنا ء يتطلب 
الفرض لنظرية الدالة الصريحة أن المصفوفة 


fo 


hern °'' fin 


fap+1 0 fasta 
fi تذكر إن رر تشير إلى المشتقة الجزئية للدالة‎ ( . (2, b( ها مصفوفة عكسية عند النقطة‎ 
بالنسبة للمتغير الذى دليله نر ) . فى هذه الحالة تعطى المشتقة لدالة الحل © عند نقطة ×> بأنها‎ 


fon o fina ha “° fie 


fae °°° fap+a n ees fae 
حيث من المفهوم أن تقيم كلتا المصفوفتين يكون عند النقطة ((×) ,٭) بالقرب من (ط ,ه)‎ 


نظريتا البارامترية والرتبة : 
مكن اعتبار نظرية الدالة الضمنية ( 4١‏ - 4 ) بأنها تعطى الشروط الى تحتها « المنحى 
المستو » . 
C={(x, y)e R’ x R°: F(x, y) =0}‏ 
الذى مر بالنقطة (8 ,4) . مكن أن بمثل بارامتر ياً على الأقل موضعياً مثل المنحنى فى ۸١‏ × ° 
ادالة مامعرفة فى جوار # من "2 حم إلى*8 ؛ أى أن 
e(x)):x e W}‏ ,) دن 
سنمثل الآن نظرية أخرى تعطى شروطاً تحتها بمكن أن تكون الصورة لدالة ترسم فئة جز ئية 
مفتوحة من ۴ إلى 22 مثلة بارامترى بواسطة دالة © معرفة فى فئة مفتوحة فى فراغ فى بعد أقل . 
لوجود هذه النظرية » سنحتاج بعض حقائق أو لية » و لكلها أساسية ء من الجبر المطى الذى 
ر ما يكون مألوفاً للقارىء!*) . نتذكر أنه إذا كانت 25 ج ”۸ :1 تحويلا خطياً فإن المدى أو 
الصورة ا۸ من 1 هو فراغ جز من 226 معطى بأنه 
{L(x):x € R"}‏ ع Rı‏ 
والفراغ الصفرى ( أو اللب ) .30 من 2 هو الفراع الجزئ من «جو والمعطى بأنه 


N, ={xe R° : L(x) = 0} 


# لتفصيل أكبر » استرشد بكتب هوفمان © كونزى أو غنكبيز المدونة فى المراجع . 
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يسمى البعد ()۴ من .۴۸ رثبة 1 » ويسمى البعد (1)3 من ١‏ بصفرية 1 . ( أى أن 
رئبة 1 هى عدد المتجهات المستقلة الخطية.فى “۸ الى نحتاجها لرؤية المدى ,12 » وصفرية 1 
هو عدد المتجهات المستقلة الخطية فى ”8 الى نحتاج إلها لرؤية الفراغ الصفرى ,30 ) . نبرهن 
كتمر ين أنه إذا كانت ا ,... ردها1 ( حيث (۸)1 =" ) فثة متجهات مستقلة خطية فى 
۴۴ تشبح × الى نضيف إليها # م متجهات ملا ,... ,ا لتحصل على أساس الفراغ 
”2 » حينئذ تكون الفعة ((1)س1 ,.. . ,(+ملا)سة1 فثة متجهات خطية مستقلة فى “18 تشبح 
0 . لذلك ينتج أن (.7)1+(2)1 - م ء ومن ثم : يكون البعد انطاق 1 مساوياً لحاصل 
جمع صفرية ورتبة 1 . 

إذا مشلنائة بمصفوفة م × ۾ كا فى (۲۳- ١‏ ) » فيمكن توضيح أن رئبة تلاهى العدد الأكير 
م حيث أنه يوجد على الأقل مصفوفة جزئية ۴ × م محددها ليس صفراً . 

تؤكد نظرية القثيل البارامترية على أنه إذا كانت ر هى رانم © لفئة مفتوحة “12 >0 
إلى "2 بحيث أن f)»(‏ الا رتبة مساوية م لجميع © × وإذا كانت “۸ » ( =()/ 
لقيمة ما (؟ © 6 » حينئذ يوجد جوار 7 العنصر 4 بحيث أن التقييد للدالة ر إلى 7 يمكن إعطاؤه 
كالراسم 03 الذى يرم م المعرفة على جوار فى ۴ . 

١١-١‏ نظرية القثيل البارامترى . نفرض أن ۴° >0 مفتوحة وثفرض أن 
۴ ج ۴:0۵ تنتمى إلى صنف (0)'"© . نفرض أن (2/)2 الا رتبة م لكل ٤©‏ × ونفرض 
أن “8 ٤ط‏ (4)] لقيمة ما 9ه . حينئذ 

(i)‏ يوجد جوار مفتوح © > ۷ العنصر © ودالة "۸ +¬ ۷ : » فى صئف €C')۷(‏ »> و 

(ة) توجد فئة مفتوحة '۴ > ۷ ودوال ۴7 ج W۷‏ :8 263 ج ۷ :م٠‏ بحيث آن. 

teW كل‎ ¢ب()=f°*8()‎ . xe V لكل‎ f)x×( = (نذ) («)عهم‎ 

البر هان , بدون فقد الحالة العامة يمكن فرض a=0eR’s b=0eR°‏ 

نفرض أن (10])0 = £ بحيث أن ۴° ج ”8 :1 غا رتبة م » ونفرض أن م× , .۔۔ ,ا×) 
هى أساس فى ”۴ بحيث أن م ...)شبح الفراغ الصفرى من £ . نفرض أن × 
ھی رؤية × ,... ,دكا وأن ل( =× ھی رؤية (م,...,ر.) . ينتج كا ذکرنا 
سابقا أن 152 ۷١‏ نظرت بواسطة ‏ ((<)لة > ءا ,...,(,*)ط > :4 0 . نفرض أننا 
أختر :ا (ولا,ى... ,ل حيث أن (ولا,...والا1 هی أساس “2 ونفرض أن يلا ھی 
الرؤية للمقدار ينو , . . . ,ربا 

ينتج أنه لكل .مجه ”1 € × تمثيل وحيد فى الصؤرة مو ×+ +٠٠١‏ ررم = × 
نفرض أن ر٣‏ و ,۶ تحويلان خطيان فى 220 ومعرفان كا يل 


tof 


Pı(x)= J oxy ا - )م‎ 
2725 j=r+1 


واضح أن المدى المقدار :8 يساوى 2 ,1= ز ,× . بالمثل » نفرض أن ر و 04 تحويلان 
خطيان فى “22 ومعرفان للمقدار ولاہے +۰۰۰+ ce:‏ = ل بأنهما 


09,0022 Cii o= CiYj 
واضح أن المدى المقدار 0 هو 1,2=ز ,إل‎ 
إذا كانت ورك ھی تقیید £ إلى ول » حینئذ ,£ هو تناظر أحادى من ٭ إلى وا فوقيا ؛‎ 
نفرض أن ,× ج رلا : ۸ هو عكس ,£ . تلاحظ أن ×= (×)۸۰1 لکل ,×× وأن‎ 
«ا-(00 م ه80 لکل ۷ عر . نعرف س الآنى ۴ 9 إلى ”2 بأنها‎ 
)41.12( u(x) - مم‎ Q,°f(x)+ P2(x),  xe® 
إلى ,× » وأن‎ ×١ 0© أى أن 0 = (0) 4 › نه ترسم‎ 
Du(x)= AQ, Df(x)+ ,و‎ xed 
ومن ثم تنتمى + إلى صنف (۳)0 . وبما أنه قد لاحظنا حالا أن. (2:)0 هو الرامم الايد‎ 
4 = 0 أنه يوجد جوار مفتوح لا من‎ ) 8 - 4١ ( على ”22 » حينئذ ينتج من النظرية العكسية‎ 
بحيث أن (8):: = “80 هو جوار مفتوح من 0 » وأن تقييد » إلى /] هو تناظر أحادى إلى “ل‎ 
وله راسم عکنی 0ج[ ج '[]:1-ين = س ينتمى إلى صنف ('4)8© . و بالإضافة إلى ذلك › نجد‎ 
أنه بإحلال "لا و 87 بفئتين اصغر منها » يمكننا أيضا فرض أن ”0 محدبة (أى أنها » تحتوى على‎ 
. ) جزء الخط المستقيم الواصل بين أى نقطتين من نقطها‎ 
نفرض الآن أن ۴° ج '7] :ع معرفة بأنها‎ 
g(z2)=f(w(z), zeU'cR? 
وآن‎ ٥*)7”( واضح أن چ تنتمى إلى صنف‎ 
Dg(z) = Df(w(z))e Dw(z), zeU'’ 
وأن (210)2 ها دالة عكسية عند '[] © × حينئذ‎ × ٤© ما آن (×) 2# ها رتبة م لكل‎ 
و بمعى آخر‎ . ze ينتج من نظرية فى جير خطى أن (28)2 لا رتبة م لجميع‎ 
g(z)= (Q, + 0٠ر0 ((ع)‎ 
= Q,°f(w(z)) + Q2°f(w(z)) 
)ان‎ ۲-١ ( نير » فينتج من‎ = u حيث أن‎ 
دع‎ u(w(z))= Ac Qı°f(w(z))+ ,((ع)سميط‎ ze U’ 


tof 


لکن ما أن,0 = ٠0,‏ هه ] فى 86 وأن 1٥۶=0‏ ف ۴ نجد أن 
L(z)= Q,of(w(z))= Q,°g(z)‏ (41.13) 
وما ينتج أن (ج)ع2 0,0 = 1 عند '] ع z‏ . لذلك » إذا كانت 'لا © 2 » حينئذ برعم 
المؤثر © مدى (28)2 ( الذى بعده هو م ) فوقياً إلى مدى £ ( الذى أيضاً له بعد م ) . ينتج 
أن ,© إدخالية فى مدى (28)2 عند 'ناع z‏ ؛ ومن ثم » إذا كانت ل ع2 و "1ع 
محيث أن 0 = (×) £ فإن 0 = («)(28)2 ونتيجة لذلك نجد أنه » إذا كانت "لا 2 
و ع8 > يكلا عوج فإننا نستنتج أن 0= Dg(z)(z2)‏ . 
سنوضح الآن أن "6 < 'ل] : 8 تعتمد فقط على ,لزج ,2 معنى أنه إذا كانت '00 © 2 
و بلاعوج عيث أن 'ناعيج +2 ٠‏ فإن (ج)ع- (رج+ع)ع اللاحظة هلا » 
نستخدم نظرية القيمة المتوسطة ( ٠٠‏ - ه ) لاستنتاج وجود نقطة 20 على قطعة الحط المستقيم, 
الواصل بين 2+2 ,2 ( ومن ثم فى ل ) بحيث أن 
0 = إإزوع)لمع)ع )|| = |إزم)ع - z2)‏ + )ع || = 0 
وإذن (z)ع=(:2+‏ 8)2 كالمطلوب . 
نستعد الآن لتعريف الرواسم ي ,8 ,ی نفرض أن ”۸ < ٥:‏ هی تحويل خطى. 
يرمم العناصر الأساسية القياسية ,م ,. . . .© فى ۴ إلى المتجهات × ,...,:* الى تكون 
قاعدة للمقدار ولا . حينئذ © هى تناظر أحادى من "۸ إلى فوقيا وإذن "۸ ج ,6 :0-1 
موجودة . نفرض أن W۷ = 070) = ٥C ')1U'0×9(‏ 2 عیٹ أن ۷>۴ هر 
جوار مفتوح عند 0 فى ۸7 ونفرض أن ۷€ جوار مفتوح عند 0= ۾ محيث أن 
Pu) (= U‏ . نعرف الآن 20 <¬ ۵:۷ » م2 ج98 :8 بأنها 
a(x)= C'oP,ou(x), 8) = woC(t)‏ )41.14( 
عند ۷ 6× و ٤W‏ . من الواضح أن » تنتمى إلى صنف C')۷(‏ وأن W‏ >(۷)» 
وأن 8 تنتمى إلى C')W(‏ و لا > 8)W(‏ . نعرف الآن ۸° ج W۷‏ :ب عند ۷ ٤٤‏ بالہا 
¢(t)= geC()‏ 
ومنها ينتج أن : 
(fow)o C(t) = f° 8(1)‏ = )1( 
وعلاوة عل ذلك » نجد أنه إذا كانت ۷ > × . فإن 
f(x) - f(wou(x)) = (fow)eu(x) = go u(x)‏ 
لکن » قد رأينا أن u)×( = g٥ P,°4)×(‏ ٥ع‏ بحيث أن 


{oo 


f(x) - gou(x)= هم)دع‎ 0 ")(P, «)(x) 
= (0مع)‎ 5) ° P1u)(x) 
= ەم‎ »)×( 
إذن («)0م =(×)۴ لکل ۷ €× . وهو المطلوب إثباته‎ 
أثناء هذا التركيب » قد أثبتنا فعلا معلومات أكير قليلا نستفيد فى هذه النتيجة من التصور‎ 
. المستخدم فى برهان النظرية‎ 
نتيجة . (أ) الراسم “2 ج :م يكون فى الصورة 2+ رب حيث‎ ٠١ - 6١ 
إلى‎ ٠٤۴ وب هى التقييد إلى 777 للر اسم المطى من“٩ ج '#النى يأخذ‎ 
زا فوقيا وحيث ر۷ > ()2ب‎ = L(x), j=1,...,r 
«°*86(t)=t فإن‎ « te W (ب) إذا كانت‎ 
B*a(x)=x و‎ xeV إذا كانت ,×0 0 ع* » فإن‎ ج١‎ 
8= £ + 0208 البرهان . (1) ما أن 8 02° +0,058 = 8 فينتج من (۱۴-41) أن‎ 
. )1( ب الى ها الصورة المبينة فى‎ = 1١٥+ 0:٠ع١€ وإذن » من تعريف م نجد أن‎ 
ها حاصية كون‎ x = 8) ع‎ wo C(t) U فإن‎ » te W (ب) إذا كانت‎ 
Pıeu(x)= C(DeU'  مثنمو‎ « u(x)= uewoC(t)= C(De U'N X, 
«(x)= Co P,ou(x) = C7" C(1)= 1 وأن‎ x € V أى أن‎ 
. ما يغبت نص (ب)‎ 
وحقيقة کون 0 > ():2 وآن‎ )١5-41( عفإنه ينتج من‎ × ٤0۵۸ ×, إذا كانت‎ (ج١‎ 
أى‎ Pıu(x)= u(x)e 1'۸ × فینتج آن‎ x € U ۸×, ومن ثم إذا كانت‎ u(x)e X, 
آن ۷ × . وبالإضافة إلى ذلك‎ ٠ 
B*a(x) = (wo C)(C )زيط‎ 
= woC 9C u(x) = wou(x) = x 
. وهو المطلوب إثباته‎ 
. يمكننا الآن استخدام النتيجة لنظرية البار امترية أو اليل البارامترى لبر هنة نظرية الرتبة‎ 
۲:0 + ۴° نظرية رتبة . نفرض أن 0>۴ مفتوحة ونفرض أن‎ 18-4١ 
ها رتبة م لجميع 69ج بد ونفرض أن‎ (f )»( تنتمى إلى صنف (1)9© . نفرض أن‎ 
: عند قيمة ما 4م . حینئذ‎ f)a(=b ء‎ 8“ 
© : ۷ يوجد جواران مفتوحان 7 للنقطة ى » ”7 للعنصر 0 فى ”۴ > ودالة ۷ ج‎ )1( 
فى صنف 00019779 ؟‎ ٠": ۷' فى صنفب (/0")1© ها دالة عكسية ۷ ج‎ 


fo 


(11) يوجد جواران مفتوحان 7 للنقطة ف >7 العنصر 0 فى 124 »ودالة 2 ج-'2:+ 
فى صنف (01)2 ها دالة عكسية '2 ج 7:7 فى صنف (1)2© ؛ 

j: R? > 24 ء حيث‎ f)x(= فإن (2)هدزه+‎ » ×٤ ۷ إذا كانت‎ (ii) 
هو. الرام المعرف بأنه‎ 

i(1... Cn ربجت‎ <<<, Cp) = (C15 ..., ره‎ 0,..., 0)E R“ 

البرهان . نفرض أن 0 = ط و 0 = 4 وسنستخدم التصور والنتائج الى أثيعناها أثناء 
البرهان لنظرية الثثيل البارامترى . نفرض أن "2 ج 8:۸ هى الدالة المطية الى ترسم 
العناصر الأساسية القياسية ,6 , . . . ٠١,‏ من "32 إلى المتجهاث م« , . . . ,× ؛ إذن 8 هو تناظر 
أسادى من ۴ إلى ۴ فوقيا وإذن 8-4 موجودة . الرامم "۴ ج :ن المعرف بأنه 
(٭)4' 8 > (»)ى ینعی إلى صنف (1)9© وما أن التقييد هن إلى لا له راسم عكبى 
w:U'—> RP‏ يرسم إلى 87 فوقيا » فينتج أن تقييد © إلى ل له رأمم عكمى 8ح ىن 
ترمم ( 8)7 إلى لا فوقيا . 

إذا فرضنا أن ۴> ۷ وأن 24 ج ۷ :م ھی کا فى النظرية البارامترية ونفرض أن 
۴ + “8 :11 دالة خطية ترسم العناصر الأساسية القياسية 6 , .. . ,٠ء‏ من “8 إلى المتجهات 
۷۰۰۰ + حينئذ 4 هى تناظر أحادى من “۴ إل" فوقيا وإذن 8-4 موجودة تمرف 

W'= {(c1,...,ca)€ R:(,...,€,)€ W} 
معرفة بأنها‎ 7: W/ ونفرض أن ° ج‎ 
رت )م‎ Ca) > (C1, وت‎ (+ H(O,..., و0‎ Cr+1,..., Ce) 

فينتج من نتيجة ( ٠١ - 4١‏ ) (أ) أن 11 -(27)0 ٠‏ وإذن تدل نظرية الدالة المكسية 
(41-م) عل أن تقييد ج إلى جوار ما '2 المنصر 0 هو تناظر أحادى إلى جوار ما 2 من 
0= (0) < فوقيا . 

وبتقييد أبعد 7 إذا كان ضرورياً » بمكننا فرض أن 7 -(/1)/ . نفرض الآن أن 
xe‏ ونمتير (»«) 8-0 -(ع)ى . إذا كانت رة معرفة كا عرفت أعلاه »> فإن 
roi,oo(x) - po0(x) = f(x) iil . ieo(x) = )2 P,ou(x), 0) = (a(x), 0)‏ 
ميم ×٤۷‏ . وهو المطلوب إثباته. 


تمرينات : 


۱ -(أ) نفرض أن 0>۴ مفتوحة وأن ۸° جب ۴:0 . إذا كانت (+#) Df‏ 
موجودة الجميع 0× وإذا كانت م,...,21ز بو,...,1دزاء حيئئذ أثبت أن 


ع1 


©:)©( ومن ثم إذا كانت ر تنتمى إلى صنف‎ |) - D(9 > -(»)اط]‎ Dye 
. © فإن كلا من المشتقات الجرئية رر ر متصلة فى‎ 

4١‏ - (ب) نفرض أن ”۵>۸ مفتوحة وأن *# ۴:0 . إذا كانث كر تنتمى 
إلى صنف )00 وكانت 822 مدمجة » وضح أن (2/)2 ج بر متصلة بانتظام بمعنى 
أنه لكل 0<ع توجد 0< 8 محيث أنه إذا كانت عرع ربر و 38> |إر- | فإن 

ع < Df(yDlln‏ - ععرط|| 

4١‏ -(ج) نفرض أن 9228© و *8ج,2 مفتوحة ونفرض أن ۴° ه-2:/ 
تنتمى إلى صنف (9)'© وأن ۴ ج ,0:ع تنتمى إلى صنف )00 . إذا كانت 
,0 ۰ أثبت أن ٥ع‏ تنتمى إلى صنف  ©")©(‏ 

4١‏ - (د) نفرض أن ۴ + 7:8 معرفة بأنها 3× = (×) كر . أثبت أن ثر تنتمى إلى 
فصل (8)'"© وأنه تناظر أحادى من 2 إلى ۸ فوقيا وا دالة عكسية "×=(«»)ع لكل 
8ع . لکن (2/)0 ليست رأسماً إدخالياً أو فوقياً . هل تنتمى ع إلى صف (8)"© ؟ 

۱ - (ه) نفرض أن © +¬ #:عم بحيث أن #40(*)م لكل 6۴× . وضح 
أن چ تناظر أحادى من ۸ ليل (۸)ع فوقيا . 

۱+ - (و) نفرض أن "428 » ونفرض أن "2ج 4:| »> ونفرض أن 
۴ > (۴)۸: ي هى الدالة المكسية للدالة كر . نفرض أن ر قابلة التفاضل عند ۸ عه وأن ع 
قابلة للتفاضل عند (4) ر = 8 . إذا كانت (ه) /( ليس ها دالة عكسية » حينئذ أثبت أن 
(28)5 ليست ها دالة عكسية . 

۱ (ز)- نفرض أن 22 ۴:8 ممطاة بأنها 

f(x, y)= ) + y, 2x + ay) 

() احسب (ر ,×) كر فأثبت أن (ر ,×) كرض لا دالة عكسية إذا وإذا فقط كانت 
2 © 

(ب) افحص الصورة لمربع الوحدة [6]0,1 ر,×:(ر,»)) عند 2,3 ,1 = ه , 

١‏ - (ح) نفرض أن ٣ر‏ هى الراسم من ”8 إلى ۸ فوقيا الذى يرسل النقطة (لر ,) إلى 
النقطة (« ,) حيث 

u=x, عن‎ >y 
ومقدار ثابت = ا فى المستوى (2 ,×) وبعض منحنيات‎ ١ = ارمم بعض منحنرات مقدار ثابت‎ 
مقدار ثابت = لر ومقدار ثابت = بد ف المستوى (« ,») . هل هذا الرمم واحد - واحد ؟ . هل‎ 
ترمم ر كل ۴ فوقا ؟ , أثبت أنه إذا كانت 0 كج × » فإن كر ترمم جوار! ما للنقطة (« ,ج)‎ 
بنمط واحد - واحد إلى جوار («× ,×) فوقيا . فى أى نطاق فى المستوى (« ,ة) ترمم الدالة بر‎ 
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المستطيل (2 > بع 0 ,2 > د ع 1:(ر)) ماهى النقط فى المستوى (2 ,×) ألى تر نسم تحت 
عر إل المستطيل (2 => ن = 0 ,2 > ها = 1 : (0 (u,‏ 

4١‏ - (ط) نفرض أن ۴ هو الرامم من ”۸ إلى ۸ الذى يرسل النقطة (لز,ئد) إلى النقطة 
٠‏ (<,) والمعطى کا يل 

u= × ,ر‎ ١ 0> 21 

ماهى المنحنيات فى المستوى (2 ,*) الى ترسم تحت ر إلى الخطين مقدار ابت =« ومقدار 
ثابت = إلى أى منحنيين فى المستوى («») ينقل الخطين ومقدار ثابت = ومقدار ثابت =× 
أثبت أن كل نقطة (« ,/) ليست صفرية هى الصورة تحت ثر لنقطتين . إلى أى حيز ترسم الدالة كر 
المربع (1 > برع 0 ,1ع + > 21:0 ,)1 ماهو الخبر المرسوم بالدالة كر إلى المريم 

O<v s1}‏ ,1 عدي > 0:(دبن)! 


4١‏ -(ى) امرض أن ۴ + ۸:8 معرفة بأنها 


h(x) = x +2x* sin for x#0 
=0 for x=0 
أثبت أن ۸ لاتنتمى إلى صنف (۸)'° وأن ۸ ليست إدخالية فى جوار 0 . لكن » فوقية فى‎ 
. جوار 0 أن (0) 2# ا دالة عكسية‎ 
. زوب‎ > ۴٣ معرفة بأنها 7+ × رر) = (ر 60[ عند‎ f]: > 82 (ك) نفرض أن‎ - غ١‎ 
. ۸7 ثبت أن ر تنتمى إلى صنف 0177© وأن ر هما دالة عكسية فى جوار ما لنقطة اختيارية من‎ 
أوجد الدالة‎ . x=0, ±1, ±2 ارمم الصورة تحت ث/ر المستقبات ±2 ,±1 ,0= ر لص‎ 
De(f(xo, yo))= Df(«o, y0)" م واثيت أن‎ =f": R? ¬ ۴° المكسية‎ 
(ل) (هذا المرين يحتاج إلى معرفة معى محدد المصفوفة المربعة ) . لفرض أن.‎ - ١ 
. ۴” ونفرض أن [,] هى مصفوفة تمثل 1 بالنسبة للقاعدة القياسية فى‎ 1e )8*.80( 
وضح فى عل الجبر المطى أن £ لما مصفوفة عكسية إذا وإذا فقط كان[]066 = د ليس‎ 
صقر . وبالإ ضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 كد ۸ » فإن مصفوفة 2-4 تكون فى الصورة‎ 
. [ذايم] » حيث رم كثيرات حدود فى به‎ 
صغيرة‎ ١ أثبت أنه إذا كانت ,2 ها مصفوفة عكسية وإذا كانت مرأم1-.1]5‎ )( 
. بكفاية » فإن 1 لا معكوس‎ 
فإن الرامم 1+1 يكون متصلا فى‎ ٠ (ب) أثبت أنه إذا كانت و1 ها معكوس‎ 
56)34, ۸°( جوار 1 بالنسبة العمود فى‎ 
)0:)0( (ج) نفرض أن "۵>۸ مفتوحة وأن ۴ +-2:/ تنتى إلى صنفا‎ 


0۹ 


إذا كانت (2/)6 ها دالة عكسية عند بعض 42 ع6 ء فإن ()/2 لا دالة عكسية فى 
جوار ما العنصر ©. 

۱ -(م) نفرض أن ۸ ۴:۴ معرفة بنا ×- ”ر =(ر ,)۴ . أثيت أن ۴ 
تنعى إلى صنف 0823© لكن 0 = (0 ,۳)0( . أثبت انه لا توجد دالة © معرفة 
فى جوار مثل 77 للعنصر 0 يحيث أن 0 = ((×)م ,)۴ لجميع ×٤ W۷‏ . 

4١‏ - (ن) نفرض أن ۴ :| معرفة بأنها 

f(x,y, 2)= (x+y +z, x —y - 2x2) 
محبيث (0 ,0) = (0 ,0 ,0) ر وأن (0 ,0 ,0) “رط معطاة بالآق‎ 
] 
آثبت أنه يمكننا الحل بالنسبة إلى (0)2 = (ز ,×) بالقرب من 0 = ± وأن‎ )1( 
[)-]-0مم‎ ١ 
(ب) أد الحل الصريح عند (0)2 = (ر ,×) للعصول على‎ 


5 2 2-7 
rT) res 


حقق النتيجة الموجودة فى جزء () . 
(ج ) أثيت أنه مكنا الحل بالنسبة إلى () لو = (2 ,) بالقرب من 0 = عد وأن 
| !]| -0بم 
(د) أد الل الصريح عند (), = (2 ,نز) لتحصل على 


E 8 
ع‎ f 5 
م لكف‎ E 


حقق النتيجة الموجودة فى جزء (ج ) + 
١‏ - (س) نفرض أن 8 ۴:۴8 معرفة بأنها 
w, x, y) > (uy + ox + w+ x, uw +x + y +1)‏ و80 F(u,‏ 
ولاحظ أن (0 ,0) = (0 ,1 ~0 ,1 F(2,‏ 
(i)‏ وضح أنه مكننا حل (0 ,0) = (ل ,× ,س ,« ,نم بالنسبة إلى (لررد) بدلالة 
w(‏ ,« ,») بالفروض (0 ,1 ,2) . 
(ب) إذا كانت (« ,« ,/ة)ب ح(ثز ,×) هى الحل فى جزء ( أ) » أثيت أن (0 ,1 ,2) ۵ 
تعملى بالمصفوفة . 
1 


1 
4١‏ -(م) نفرض أن “428 ونفرض أن ۴ د ۴:۸ تمثل ضمنياً ملحا :252 
فى 22 مثل « السطح المستوى » 
Sr = {(x, 3, z2J€ A : F(x, y, z2) =0}‏ 
إذا كانت ۴ قابلة التفاضل عند نقطة داخلية 
المامى للسطح مر عند هذه النقطة هو فثة النقط 


CNS 


ع5 206 .لا .ه*) ف 4 ٠‏ فإن الفراغ 


{(%, Yy, 2( © R°: )و ومن كك‎ Y, z2) = O} 


0 
Acoso am 


هو الرامم المألوف من RR‏ والمعمرف بأنه 
F(Xo, Yo, 20) + DF(Xo, Yo, Zo)(X - Xo, Y - Yo, 2 - 2o)‏ = (2 ولا Ao. yo.so(X,‏ 
Yo, 2 - 2o)‏ - لا DF(Xo, Yo, Zo)(X - Xo,‏ = 
() اثبت أن الفراغ المامى عند النقطة 200 ,ولا,,*) يعطى بالآق : 

(Xo, Yo, 2002 - zo) = 0}‏ قوط + {(x, y, 2): Dı F(%o, Ya, 20) = xo) + DaF(xo, Yo, 2o)(y - yo)‏ 
حينئذ الفراغ المانى السطح ء5 يكون مستوياً إذا كان واحد على الأقل من الأعداد 
(Xo, Yo, zo)‏ 17و10 Zo),‏ رولا Yo, Zo), DzF(Xo,‏ ,)12,1 يختلف عن صفر . فى هذه الحالة يسبى 

الفراغ الماس السطح م5 بالمستوى الاس للسطح .5 عند النقطة (20 ,ولا ومج) 


۱ - (ف) نفرض أن ۴ + ۴:۴ ء والمعطاة أسفل » تمثل ضمنئياً سطحاً +5 ى 
كالسطح المستوى 


Sr = {(x, y, ء (ع‎ R°: F(x, y, z2) > 0( 

فى كل من الحالات الآثية » حدد فراغ اماس للسطح م5 عند النقط المبينة 

() نفرض أن 2-2 +× > (2 ,ا ,۴)۸ عند النقطتين (1,1:2) و (0,2,4) 

(ب) نفرض أن 22-25 + ر +× > (2 ,ر ,۴)۸ عند النقطتين (0 ,4 ,3) و (3,۷7 ,3) 

(ج ) نفرض آن «×-2(=2,ر ,»)۴ عند النقطتين (1 ,1 ,1) و (2, 8 ,4) 
+١‏ - (ص) (أ) نفرض أنه ء بالإضافة إلى فروض نظرية الدالة العكسية ( 41-م) » 
من المعروف أن الدالة كر مشعقات جزئية متصلة من رتبة 1 < . أثبت أن الدالة المكسية 
"۴ + ۷:ع الا مشتقات جزئية متصلة من رتبة 2 . 

(ب) أثبت النتيجة المناظرة لنظرية الدالة الضمنية ( 41 - 4) . 

» وضح آن ر ليست إدخالية‎ . ٥)8 -(ق) نفرض أن 2 +-*2:/ تنتمى إلى صنف‎ ١ 
تقييد الدالة ر لفئة مفتوحة من 82 ليست إدخالية‎ ٠ فى الحقيقة‎ 


لفت 


٩۱‏ -(ر) نفرض أن #2 جب :ع تنتمى إلى صنف ‏ (1)10© . وضح أنه إذا كانت 
٤۴‏ ء حينئذ تقييد الدالة م لأى جوار © ليس راسماً فوقيا إلى جوار (©)8 . 

4١‏ - (ش) نفرض أن (*87,85)” 1 إدخالية ونفرض أن 0 <م بحيث أن 
)عا = اعلا لكل x۴7‏ . وضح أنه إذا كانت (۴° ,'۸)⁄ 1,٤‏ عیٹ أن 
<r‏ ورا = Lı‏ »> فإن وم إدخالية ( ومن ثم تكون الفئة لروامم إدخالية مفتوحة فى 
£R',R)‏ . 

٤١‏ - (ت) نفرض أن (۸° ,۸°)£ ع1 رامم فوق وأن 0 < دم ھی کا فی برهان 
)٦- 4۱ (‏ . أثبت أنه إذا كانت (0م ,)£ عر عیٹ أن ۸/2 > ہا -,۔ا| ©» 
فإن وك راسم فوق . ( من ثم » تكون فئة الرواسم الفوقية مفتوحة فى (۸° ,")2 ) . 

|| (ث ) نفرض أن "28 < ”۸ :ع تنتمى إلى صنف (01)187© وتحقق 1 > ۾ = مر|(>)ع‎ - 4١ 

لكل" ء × إذا كانت (×)ع + ×=(»)؟ عند ×٤۸"‏ » وضح أن الدالة كر تحقق 
2× :×| ه > الع — f(x) - f(x) - (x:‏ 
لجميع ون« رود فی۸ وآن ر تناظر أحادى من ۸ إلى ۴° , 


مشروعات : 

+١‏ - (») ( يعطى هذا المشروع برهاناً أولياً ومباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) نفرض 
أن 2287© مفتوحة ونفرض أن ۴۸ ج-92:م تنتمى إلى صنف ٥")‏ . نفرض أن 
(a,b)eQ‏ وأن F(a, b)=0‏ وأن 0< (ط DıF(a,‏ 

(أ) أثبت أنه توجد خلية مغلقة [ءط ,,ط][يه,ره]- 0 مركز (4,8) بحيث أن 
0<(« ,«)طرط لکل ©ع(رع) وبحيث أن 0>(ط)5 و 0<(ط,)۴ لکل 
زمه x € [a,,‏ 

(ب) إذاكانت [يه ,ره]ء × »فإن الدالة ۴ ج [يط ررط]: ,5 المعرفة پأنہا(ر ,)۴ = F,(y(‏ 
عند [بطررطاء بر تكون بحيث أن (يم)5 >0> )م و ۴)y(<0‏ عند ye], b[‏ . 

(ج ) توجد دالة ب ترسم [يه,,ه] إلى [دط.رة] میٹ أن 0= ((×)ب ۴)۸ جيم 
xE[a,, a]‏ . 

(د) إذا كانت (به ×٤),‏ و كانت || صغيرة بكفاية » أثبت أنه توجد رط عند 
|| > :|>0 عیٹ أن 

0= F[x +h, ç(x + h)]— [()م بحا‎ 
= DF[x + hı, p(x + hh + D:F[x + hı, (x + h(x + h)— e(x)] 
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(ه) أثبت أن ب قابلة للتفاضل فى (ر» ,,») وأن 
(x)]‏ ,آلو /[()م —DıF[x,‏ = رير)'ي 

( و) عدل الاستنتاج السابق لدالة ۴ معرفة على فئة مفتوحة "۴ > 0 

(ز) نفرض أن ۴7 × ۴ >2 مفتوحة ونفرض أن ۴ + 6:0 ,۴ تنتمى إلى صدف 
(9)'© ونفرض أنه لنقطة ما ۴ × ”۴ (e‏ ,4) نعصل على 0=(ط,F۴)a‏ » 0=( ,6)4 
نفرض أن 

2 D,.ıF(a, b)  ظربيط)هبط(‎ 
E 

حينئذ لا يتلاثى على الأقل واحد من (ط,2,.۴)۵ و (ط ,)5,۴ نفرض أن 
0 (ط ,)0,۴ ونستخدم (و) لنحصل على (:,,3 ,... x,.2= (X1.‏ فى جوار 1 e 2" x‏ (رط (a,‏ 
ومن ثم 0 = ((بيجة , .۰۰ ,%1( Xpeıy‏ ...)1 فى هذا الجوار . نضع الآن 

(لصمة ».° و00 © Xp,‏ و .< G(X,‏ = (بيو H(Xxy,...,‏ 
حسب قاعدة السلسلة يكون 

D,,ıH = D,,ıG +(D,..6}(D,.19) 

حيث حسبت هذه الدوال عند نقطة مناسبة . ما آن(2,,۴(/)2,,:۴)- > ,0 فنستنتج أن 
D,,,H = -A/D,F‏ الى لا تنعدم عند (52 ,©) . حینئذ مکنا استخدام (و) لممصول على 
(م× , ...)ل = ,يد فى جوار “8 عه . ( هذا يثبت نظرية الدالة الضمنية فى الالة الى فيها 
2 = ي نمحصل على امتدادات حمالة ألى فيها تكون © عامة بالاستنتاج ) . 

4١‏ - (8) (هذا المشروع يوازى المشروع 4٠‏ - بن ويعطى برهاناً مباشراً بدرجة أكثر 
لمزء الأول لنظرية الدالة العكسية 4١‏ - م ثم للمزء المذكور فى النص ) . نفرض أن 
”8 2 مفتوحة » وأن "2 +¬ ۴:0 تنتمى إلى صنف (001)42 وأنه عند بعض !12061 
يكون الرامم الخطى (,+)/2 تناظراً أحادياً . نفرض أن ٣ 9f)»‏ 

(أ) أثبت أنه توجد 0 <م محيث أنه إذا كانت + >|.«- | ٠‏ فإن 
٠١ Dfelle = +‏ -ة|ا . 

(ب) نفرض أن لآ[ = ء وتعرف عند ثبوت لر حيث ‏ 5>|(م/- را » 
و -(٭)f‏ = )اك عند ۲= اإہ×- »)| . حینئذ ۴ قابلة للتفاضل 12 > |(م<) 5505| » 
(I~ TeDF; (ely = $‏ عند x= xa <r‏ . 

(ج) إذا كانت د إل)؟-رإإ, » نفرض أن ر معرفة عند ١‏ ك | | 
با (۴,)۸ 15 ع -(»),© . حينئذ ,6 تقلص مقدار ثابت. + على سطح هذه الكرة . 

(د) إذا كانت ء > لمعا - جو تعرف م×=(ر)ب ۰ (().ب),6 = (ر)..ې عند 


رف 


... ,2 ,0,1 ع م . أثيت أن 2*7 = رمم - (عيهز| "2 > ).ب - (كنيف وها 
ينتج أن +2 = |(«).ب-(0)...م]] عند 0< " = ۸ . بوجه خاصيكون ؟ > |إ:- (9).م| 
أى أن هذا القكرر ممكن . 

(ه) وضح أن كلا من الدوال (يم) متصلة عند 5 > |(,:)/- <| وأن المتتابعة ب 
تتقارب بانتظام إلى دالة متصلة ب حيث أن (9)م =((«)ب),6 عند 5 > إ(م×)؟- «ا| ومن ذلك 
ينتج أن ر=(ر)ب)؟ عند ءك=ال)؟-را| . حينئذ تكون الدالة م هى الدالة المكسية 
للدالة كر فى الفئة (5 > |](<)/ - رأا: نا) وترسمها إلى الفعة إ٣‏ = إإه× - ×||: ×4 

4١‏ - (7) (یوازی هذا المشروع مشروعى .+ - © » ١غ  -‏ ويعطى يرهانا 
مباشراً لنظرية الدالة الضمنية ) . نفرض أن “8 ×۴° 42 مفتوحة ونفرضص أن ©£ € (۷ )x,‏ 
نفرض أن #6 ج ۴:۵ تنتمی إلى صنف (©)'© › وأن 0= (۷ ۴)٠,‏ . وأن ألراسم 
الخطى "جر ج126 :12 المعروف يأنه 

DF(xo, yo}(0, u) for ve R°‏ = (م)مسآ 

هو تناظر أحادى من ۴° إلى *2 فوقيا » نفرض أن ٣1,"‏ 

() أثبت أنه يوجد 0 < ٣‏ بحيث أنه إذا كانت *7 = “ولا - راا + ”م - + حينئذ 

"عه for‏ |إصزا؛> —TeDF(x, y)(0,w)l‏ د 
(ب) نفرض أن !> و>0 بحيث أنه إذا كانت 45 | حينئذ 
r FIle‏ = لتنا 
لكل × ثابتة عند 5ك ال«- ×| نعرف (ر ٣۰۴),‏ - ر =(ر),6G‏ عند +٣‏ = ور | 
بم فى ۴° . أثبت أنه لكل × عند 5>|ى- ]| » يكون 
yall‏ دزا = المت lG.(y)~‏ 

لمحميع وز روز اللذين يحققان اذ ك اام - راا , 

(ج ) إذاكانت : = اں×-«ا| ٠‏ عرف مر =(ب)رل و ((×).6.)4<=()...ل عند 
... ,0= . وضح أن 27'۲ > |(»)رب - («),بمل|| عند 0 < ۸ <۸ ومن مم 
ll (x) yall = êr‏ » أى أن هذا العكرار كن . 

(د) أثبت أن كلا من الدوال بل متصلة عند 5 > |إ,- بإ وأن المتتابعة (4) تقاربية 
منتظمة لدالة منتظمة لي عيث أن 

F(x, y(x)) = 0 for all |x - xall > 5 

(ه) لتوضيح أن و قابلة للتفاضل عند 5>أ*- | استعمل تمرين وم اث 

واستخدم استنتاجا مشابها للذى فى (د) ê‏ (ھ) فى مشروع ١‏ - © لكل مركبة ۴ . 


a: 


الباب الثانى والأربعون ‏ مسائل إضافية : 

ناقشنا فى باب ۲۷ باختصار العملية المألوفة لتحديد نقط داخلية الى عندها نال دالة حقيقية 
القيمة لمتغير واحد وقابلة للتفاضل نهايات عظمى أو صغرى نسبيا . لم يناقش داجما الاستفسار 
عن كون نقطة حرجة ( أى » نقطة نتلاشى عندها المشتقة ) هى فصلا نقطة نهائية » لكن بمكن 
غالبا در استه باستخدام طريقة نظرية تايلور ۲۸ - 5 . التحليل لنقط الرجوع ( النهايات ) الى 
تنتمى إلى حدى النطاق يؤدى غالبا إلى تطبيق لنظرية القيمة المتوسطة ۷ - 5 . 

فى حالة الدالة بنطاق ى (1 < م) ”2 ومدى فى © » يعتبر الموقف غالبا أكثر تعقيدا » 
وتحتاج كل دالة إلى در اسة قائمة بذائها . لكن » توجد نظريات عامة قليلة ومفيدة ستقدم هنا . 


نفرض أن ”۴ 1422 ونفرض أن 2 ج 7:2 . يقال لنقطة 42 © 6 إنبا نقطة نباية 
صغرى نسبية للدالة كر إذا كانت توجد 0< 8 محيث أن (*)/ > (0)م/ لكل © © عند 
8 >إإء - ×|| يقال لنقطة ©> »> إنها نقطة جاية صغرى دقيقة نسبية للدالة ر إذا كان يوجد 
8<0 میٹ أن (*)م >()/ لكل 42 e‏ × عند >||ه- *|| >0 بالل نعرف نقطة 
هاية عظمى ( دقيقة ) نسبية للدالة ر . بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 6192© هى نقطة نهاية 
صغرى ( دقيقة ) نسبية أو نهاية عظمى (دقيقة ) نسبية للدالة ر » نقول إن © هى نقطة نهائية 
( دقيقة ) نسبية للدالة كر » أو إن كر ها نماية ( دقيقة ) نسبية عند النقطة © . 

الننيجة الآتية مفيدة جدا فى حالات كثيرة . 


١ - ۴‏ نظرية . أفرض أن”۴ >© ونفرض أن 2 ج ©:/ إذا كانت نقطة 
داخلية © من 42 هى نقطة نهاية نسبية للدالة كر » وإذا كانت المشتقة الحرئية .f)١(‏ للدالة 
كر بالنسبة إلى متجه ”46 1€ موجودة » حينئذ 0-(12,/)0 


البر هان . من ألفرض تقييد الدالة كر إلى تقاطع ري مع الخط المستقم R[‏ 1 : يم +ع) 
له نهاية نسبية عند © . لذلك ينتج من نظرية ٣۷‏ ب + أن 0>-(2,/)6 
وهو المطلوب إثباته 
47 - ۲ نتيجة . نفرض أن ”12287 »2 ونفرض ۸ ج ۴:0 . إذا كانت 
نقطة داحلية ع من 22 نقطة نباية نسبية من الدالة كر » وإذا كانت المشتقة (10/)6 موجودة » 
فإن 2/)0-0 


البرهان . ينتج من نتيجة .هم - ۷ أن كلا من المشتقات الحزئية م , . . . ,1 > ز ,(»)/,2 
«وجودة وأنه إذا كانت "8 €( , ...)= »ا اء فإن 


Df(e)(u) 300 uDıf(e) 


{lo 


من النظرية السابقة يكون 0 -()/,82 عند م,... ,1 حدثر »ومنها Df(c)(u)=0‏ 
لكل *1عين . وهو المطلوب اثباته 
ينتج أنه إذا كانت ”2 4 »ء وإذا كانت ۴۸ ج ۴:0 ها نقطة نباية نسبية عند 
2؟ع » و إذا كانت (©) /2 مو جودة » حينئذ 
Dıf(c©(=0,..., Dpf(c©)0(=0 ١‏ (42.1( 

تسمى نقطة داخلية © الى عندها 0 =(ء)0f‏ نقطة حرجة الدالة كر . نستنتج أنه إذا 
كانت () فة مفتوحة فى "#2 الى فما تكون ر قابلة للتفاضلى » حينئذ تحتوى فثة النقطة 
الحرجة للدالة ٣ر‏ على كل نقطة النهاية النسبية للدالة كر . من الطبيعى ر ما تحعوى هذه الفئة النقط 
الحرجة أيضاً نقطا عندها لا يكون الدالة كر نقط مباية نسبية . 

( وبالإضافة إلى ذلك » رما يكون الدالة ر نقط نهاية نسبية عند نقط داخلية © من 2© عندها 
لا تكون المشتقة (»)/2 موجودة أو رما يكون للدالة كر نقطة نهاية نسبية عند نقطة © © 6 
والى ليست نقطة داخلية للفئة (© ى أى حالة » سوف لا تكون النقطة © نقطة حر جة للدالة ر ) . 

«؛ م أمثلة . () نفرض أن 3× = (*)لكر عند ×٤]-1,1[‏ . حیشذ 
0 > (2/,)0 » لكن » رر ليس هما نقطة نهاية عند 0 تس × . ومن زاوية أخرى » الدالة 
ر ها نقطة هاية دقيقة عند النقطتين 1 + .( اللتين ليستا نقطتين داخليتين من النطاق و ليستا 
نقطتين حر جتين ) . 

(ب) نفرض أن | × |-(*)ي عند [1,1-] جد . حينتذ (2/:)0 غير موجودة» 
لكن ء دار لها نباية صغرى دقيقة نسبية عند النقطه الداخلية 0 . ومن زاوية أخرى » 
ور ها نقطة نماية نسبية عند النقطتين 1 3 . 

(ج ) نفرض أن 2 ج 8 f:‏ معرفة بأنها ر×=(ر ,+)و/ . حينئذ 0(=0 ,2)0 
أى أن نقطة الأصل (0 ,0) نقطة حرجة للدالة وار » لكن » ليست نقطة ناية للدالة وكرلآن : 

f(0, 0( > ,دام‎ y) for xy >0 

f(0, 0)> f(x, y) for xy <0‏ 
نقول أن نقطة الأصل (0 ,0) هى نقطة ركوب ( نقطة بردعة ) للدالة ور معى أن كل جوار 
(0 ,0) يحتوى نقطا عندها وار أكبر بدقة من (0 ,0) وار وأيض] يحتوى نقطا عندها ور أقل بدقة 
من (0 ,0) وك . 

(د) نفرض أن 8 f4: R>‏ معرفة بأنها  2+2(‏ ر)(× — ر) = (ل ,)یر . 
أثبت أن 0 =(0 ,2)0 وأن تقييد وار إلى كل خط مار بالنقطة (0 ,0) له نماية صغرى نسبية 
عند نقط الأصل . لكن » أثبت أنه فى كل جوار (0 ,0) توجد نقط عندها وار موجبة بدقة 
ونقط أيضاً عندها ير سالبة بدقة . 
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اختبار المشتقة الثانية : 

نظراً إلى الأمثلة السابقة » يكون من المناسب وجود شروط تكون ضرورية ( أو كافية ) 
لضان أن نقطة حرجة هى نقطة نهاية أو أنها نقطة ركوب ( بردعة ) . نعطى النتائج الآتية شر وطا 
بدلالة المشتقة الثانية للدالة كر الى قدمناها عند نهاية باب 4٠‏ . 

4٠‏ - 4 نظرية . نفرض أن ”82 42 مفتوحة ونفرض أن 7 + 17:/ ها مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى © . إذا كانت 42 © © هى نقطة لهاية صغرى نسبية ( على الترتيب » 
نباية عظمى ) للدالة كر » حينئد 

Duf(eww, = 0‏ يل - مراص 42.2 


[ عل التر تیب » [0 > (۷)(ء) ر#ه] لكل W € F”‏ 
البرهان . نفرض أن 1= ||س|| ,87 ع س . إذا كانت م هى نقطة نهاية صغرى نسبية » 
فتوجد 0 < 8 محيث أنه إذا كانت 5 > | | حينيذ 0« )/-(مم +ع)م ‏ . ماآن 
2 مفتوحة » فيوجد 0 < ,8 عند 8 ك ,8 بحيث أن 1W‏ -له تنتمى إلى © عند رق > + ك 0 
من نظرية تايلور ٩ - 4٠‏ تود ,+ حيث ,8 > 1ک ,م > 0 محيث أنه إذا كانت 
gS FEW‏ » فان 
f(e + tw) = f(c)+ Df(c)(tw) +4D°f(c.)(tw)?‏ 
ما أن © هى قطة نبساية صغرى نسبية وينتج من نتيجة 49 - ۲ أن 0 = (0) 2f‏ ؛ 
حيلئد نجد أن 
3D?f(c (iw) = 0‏ 
عند ,8 > 1> 0 . ینتج أن 0 < )e^)w(*‏ £ 22 . ما أن |+| = | | = «j|‏ حرم 
فينتج أن »جيك عند 0< .٠‏ ما أن المشتقات الحزئية الثانية للدالة ر متصلة » إذن 
(0)ير 22 0 < *(«) نكل ۴۸ e‏ س حيث 1 = |[ ||ء اى مہا تنتج النتيجة . 
وهو المطلوب إثباته 
النتيجة الآتية هى نتيجة عكسية جزئيا لنظرية ٤٣‏ - 4 . لكن » لاحظ أن فرضها أقوى 
قليلا من الاستنتاج ٤ - ٤۲‏ . 
۲ - ه نظرية . نفرض أن "49-72 مفتوحة ء ونفرض أن ۴ د 0©:؟ لها 
مشتقات جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرض أن 22 © © هى نقطة حرجة للدالة كر . 
(أ) إذا كانت 0 < f )c()w(?‏ 22 لكل 0غدسر و 85 عدا ع حينذ ر ها 


نباية صغرى دقيقة نسبية عند © . 


1Y 


(ب) إذا كانت 0 > 2(س)(م)ثر 22 لکل 0 كسد ,#89 ع 0 ۰ حينئذ گر ھا نباية 
عظمى دقيقة نسبية عند © . 
(ج ) إذا كانت *(«)(ء) f‏ 22 تأخذ كلا من قم موجبة دقيقة وقم سالبة دقيقة عند 
”6 ع بن » حينئذ گر ها نقطة ركوب ( بردعة ) عند ٥‏ . 
البرهان . (أ) من الفرض نجد أن 0 < ”(«) (ء) ر 22 عند س فى الفثة المدمجة 
{we Rw = 1}‏ . ما أن الراسم *(«)() f‏ 22 ج « متصلة فتوجد 0 < :7 
عيث أن 
1 - ام D?°f(c)(w)” x m for‏ 
ما أن المشتقات المزئية الثانية للدالة حر '.تصلة فى © » فتوجد 0 < 8 بحيث أنه إذا كانت. 
5 > || × || فإن 
$m for lwl=1‏ د D?f(x)(w)Y‏ 
حسب نظرية تايلور ٩ - +٠‏ » إذا كانت 1 ك ك 0 فإنه توجد نقطة ,© فى قطعة الخط 
الواصل بين © و ٤+1۷‏ ميث أن 
f(c + tw) = f(e) + Df(c)(tw) +3 D?f(c:)(tw)?‏ 
بما أن منقطة حرجة فينتج أنه إذا كانت 8 > + > 0 و 1 = || || » فإن 
f(c) =}? D?f(c.)(w)? = mt? <0‏ رمم + f(c‏ 
أى أن ()۴ <( ۶)١+‏ عند 8 >إإه »|| > 0 ٠‏ وإذن كر ها نهاية صغرى دقيقة 
نسبية عند 6 . أى أننا قد برهنا الزء (أ) وبرهان الحزء (ب) يكون بالمثل . 
(ج ) نفرض أن -۷ ,+10 متجهى وحدة فى ”8 بحيث أن 
D°f(c)((w-)*<0‏ ,0< :م1 
إذن ينتج من نظرية تايلور أنه عندما تكون 0 < 4 صغيرة بكفاية نجد أن 
 flec+ttw-)<f(c)‏ ,)2/< رس جار 
أى أن م نقطة ركوب ( بردعة ) للدالة ار . وهو المطلوب إثباته 
تقودنا مقارنة نظريى +4 ¬ + »> مغ - ه ٠‏ إلى أجزاء التخمينات الآتية : 
(1) إذا كانت 42 ع6 نقطة نهاية صغرى دقيقة نسبية » حينئذ 0 < *(#)(ء) 22 
لكل wER’, w#0‏ « 
(ف) إذا كانت 42> 6 نقطة ركوب لدالة مر » حينئذ 2(«)(ء) م 22 تأعذ كلد 


من قم موجية دقيقة وقما سالبة دقيقة 0 


OA 


(نفة) إذا كانت 0 < (س«)(ء) f‏ 22 لكل ”22 © فإن م لقطة نهاية صغرى 
نسبية . جميع هذه التخمينات باطلة » و يمكن ملاحظة ذلك بأمثلة . 
لإكال نظرية ٤۲‏ - ه نجد من الضرورى معرفة ما إذا كان للدالة *(«)(ء) f‏ 22 ج س 
علامة واحدة . بمكن استخدام نتيجة هامة ومعروفة جدا لى احبر ( أنظر كتاب هوفان وكونتس 
المدون فى المراجم) . لتحديد هذا . لكل م ,... ,1,2 = ارا نفرض أن ر۸ هى النحدد 
للمصفوفة ( الاثلة) . 
Dıaf(c) °‘ Duf(c)‏ 


D;ıf(c) اا‎ Dyf(c) 

إدا كانت الأعداد وذ ,... ,۵2 ورك كلها موجبة بدقة » حيندذ 0 < (w)(ء) f‏ 22 
لكل 0×س وأن ر ها نهاية صغرى بدقة نسبية عند © . إذا كانت الأعداديك,... ريشررظ 
على التعاقب سالبة وموجبة بدقة » فإن 0 > («)(ء) f‏ 22 لكل 0س« وأن رالا نهاية 
عظمى نسبية دقيقة عند © . فى الحالات الأخرى بمكن وجود نقط ية ونقط ركوب . 

تكون صيغة أقل تعقيدا فى الحالة الخاصة الهامة التى فيها 2 عد م أكثر ملاءمة وجزء أكير من 
المعلرمات بمكن اشتقاقه نحتاج هنا لدراسة دالة الدرجة الثانية . 

Q = ةيرم‎ + 2Buv + Cu? 

إذا كانت 0 < 8 406 = 4 » حينئذ ۸<0 (وأن C۶0‏ ) ويمكن تكلة 

المربع ونكتب 
Bî]‏ -عه) + رمه + [(Au‏ ل - Q‏ 


وإذن علامة © هى نفسها علامة 4 ( أو ) . ومن ناحية أخرى » إذا كانت 0 > 4 » 
فإن © تأخذ كلا من قم موجبة بدقة وقيم سالبة بدقة . يتضح هذا من المعادلة السابقة إذا كانت 
0 4 وال أثبعناها حالا عنما 0 = 4م . 

تجمع هذه الملاحظات فى نص أساسى . 

۴ -5 نتيجة . نفرض أن ۴7 >© مفتوحة » ونفرض أن ۸ ج 2:م لا 
مشتقات جزئية ثابتة فى © » نفرض أن 4ع 0 نقطة حرجة للدالة ر » ونفرض أن 

)42.3( A= Dııf(c)Dzf(c)-[D2f(ce)P 
(أ) إذا كانت 0 < 4 وإذا كانت 0 < (ء) ر ,0 فإن للدالة كر نباية صغرى دقيقة‎ 


نسبية عند التقطة © . 


لكف 


(ب) إذا كانت 0 < 4 وإذا كانت 0 > (6)/ر ,0 فإن للدالة ر نباية عظمى دقيقة 
نسبية عند النقطة © . 


(ج) إذا كانت 0 > 4 » فإن للدالة ار نقطة ركوب عند النقطة م . 


بعض المعلومات الخاصة بالحالة الى فيا 0 = لى ستعطى فى المارين . 


مسائل نهايات بقيود : 
قد ناقشنا للآن الحالة الى فيها تنتمى نباية الدالة ۴۸ + ©: داخل نطاقها "2 >0 . 
م نستخدم إحدى ملاحظاتنا لتحديد نقط الماية عند الطرفين . لكن » إذا كانت الدالة معرفة 
عند طرق © وإذا كان هذان الطرفان © بمكن مثيلهما بارامتريا بدالة م » حينئذ تستلتج 
مسألة نقط الهاية بفحص نقطةالهايات للت ركب م ر . 


توجد مسألة متعلقة تقود إلى طريقة لطيفة ومشوقة نفرض أن 5 هو «سطح » محتوى فى 
النطاق 2> لدالة حقيقية القيمة /ر . يكون المطلوب غالبا هو إيحاد قم الدالة كر الى تنكون نباية 
عظمى أو صغرى من بين جميع القيم الى تناها على 5, . مثال ذلك » إذا كانت "2 =0 وكانت 
[إ×ا| = (×) ۶ ء فإن المسألة الى وضعناها تكون مختصة بإيحاد النقط على السطح 5 الى تكون 
أقرب ما .مكن » أو أبعد ما بمكن » من نقطة الأصل . إذا كان السطح 5, معطى بصورة 
بارامترية » فإنه يمكننا معاملة هذه المسألة باعتبار تركيب الدالة كر بالتّثيل البارامترى 
السطح 5 . لكن » ليس من المناسب غالبا التعبيز عن 5 بذه الطريقة . ونرغب بدرجة أكثر 
فى طريقة أخرى . 


نفرض أن 5 مكن إعطاؤها كنقط × فى © عيث تحقق علاقة على الصورة 
g(x) =0‏ 


لدالة ع معرفة فى © إلى ۴ . سنحاول إيحاد قيم النماية النسبية للدالة ر لهذه النقط ج فى © 

انى تحقق القيد ( أو الشرط المابى ) 0 = (×)ع . إذا فرضنا أن ع و ار موجودين فى صنف 

(©)€ وأن 0 ()ع2 » فإن شرطا ضروريا لأن » نقطة نهاية للدالة كر بالنسبة إلى 

النقط × الى تحقق 0 = (×)ع »> هو أن المشتقة (©)ع2. تكون مضاعفا للمشتقة (0) f‏ 

و باستعمال المشتقات الحزئية » يكون هذا الشرط هو وجود عدد حقيق 3 محيث أن 
Dıf(c)(= 212:8)©(‏ 


(42.4) ne 
D,f(c)= AD,g(c) 


(¥. 


و عمليا نرغب فى تحديد الإحداثيات م للنقطة » الى تحقق هذا الشرط الضرورى لكن » العسدد 
الحقيق ۸ » الذى يسمى عادة بمضروب لاجرانج » ليس معروفا كذلك . تحل المعادلات م المعطاة 
فى أعلى > سويا مع المعادلة , 

g(c) =0 

حينئذ للكيات الجهولة 1+ ٠‏ ومها تكون إحداثيات النقطة م ذات فائدة . 

۲ - ۷ نظرية لاجرانج . نفرض أن ۴ >) مفتوحة ونفرض أن ۾ و كر دوال 
لقم موجبة فى صنف (9)*© . نفرض أن 142©© بحيث أن 0 = (6)م وأنه يوجد 
جوار ل من © عیٹ أن 

f(x) = f(ce). أو‎ f(x) = f(e) 

لكل نقط ل ٤‏ × الى تحقق 0 = (×)ع . حينئذ يوجد عددان حقبقيان ۸ وير وأن كلا منهما 
لا يساوى صفرا » بحيث أن 

)42.5( wDf(c)= ADg(c) 
. و بالإضافة إلى ذلك » إذا كانت 0 كد (0)ع2. » فيمكننا أخذ احير‎ 

البرهان . :فرض أن27 ج ا:۴ معرفة بأنها 
(f(x), g(x) for xeU‏ - مام 
وإذن ۴ تنتمى إلى صنف (]01)8© وأن 
DF(x)(o) = (Df(x(), Dg(x(u)),  xeU, veR’‏ 

وبالإضافة إلى ذلك » تحةق نقطة لآ ×٤‏ القيد 0 = (×)ع إذا وإذا فقط كانت 
F(x) = (f (x), 0)‏ . 

إذا كانت (©) f‏ ک (×) f‏ لکل [] >< الى تحقق 0 = (×)ع » حينئذ تكون النقط 
(0,”) حيث ٣‏ > ()ث/ر ليست فى الصورة (7)8 ؛ ومن ثم () ۴( ليست تناظرا أحاديا 
للفراغ ”8 إلى 27 فوقيا . لکن ما أن المدى الراسم المطى (2/7)0 هو فراغ جز من 
۴ ولا ينطبق على ۴7 » فإن مدى (2/7)0 يكون محتويا ی خط ما لى ۸2 مر بالنقطة 
(0 ,0) . لذلك » توجد نقطة (0 ,0) ع (مم ,3) بحيث أن مدى (2/)6 يكون محتويا 
فى الط المار بالنقطتين (0 ,0) ٠‏ (م ,۸) . وإذن نحصل عل 

)42.6( uDf(c)(v) = ADg(c)(v) for all ve R°, ve R° 
کے ب‎ ٤۲ ( ومن ثم تنتج معادلة‎ 


أخير ا > نفرض أن 0 كد (28)0 . إذا كانت 0 = بر » حينيذ المعادلة ( ٤۲‏ - م ) 
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تدل على أن 0 = 3 » ما مخالف حقيقة كون أن (0 ,0) ع (2 ,لم) . لذلك يحب فى هذه الحالة 
أن ټک ن ٠‏ القسمة 1 5 
ان تكون 0 كج مم و بمكن القسمة على مر وإبدال مر/ة بالمقدار .2 ٠"‏ وهو المطلوب إثياته 
53 أن UCR?‏ » فإن معادلة ( )٦ - ٤۲‏ حيث Y= E1, ...,€p‏ تنتج المجموعة 
لمعادلات بر : 
)وطح wDıf(c)=‏ 


AD,g(c)‏ = () ]رماس 


إذا لم تتلاثى جميع م ,... ,1  -‏ ,(2,8)6. » فيمكننا أخذ 1 = هم للحصول على المجموعة 
(۲ = 4). 


يجب أن نو كد أن نظرية لاجرائج تنتج شرطا ضروريا فقط » وأن النقط الى نحصل عليها 
بحل المعادلات ( الى غالبا يكون إجراؤها صعبا) رما تكون نهاية عظمى نسبية » نباية صغرى 
نسبية » أو ليست أى مهما . لكن » نستعمل نتيجة 41 - ١١‏ الآنية غالباً لاختبار الباية 
المظمى أو الصغرى النسبية . بالإضافة إلى ذلك » يكون فى تطبيقات تحديد ما إذا النقط هى فى 
الحقيقة . نقط نباية مكن تأسيسه على اعتبارات هندسية أو فيز يائية . 

۴ - م أمثلة. (أ) نرغب فى إيجاد نقطة فى المستوى }5 = 3-2 +22 :(2 {(x, y,‏ 
فى الفراغ ”۸ الى تكون أقرب ما يمكن إلى نقطة الأصل . لحل هذه المسألة » سوف نجمل 
الدالة الى تعطى مريع المسافة إلى نقطة الأصل فى لماية صغرى . 

f(x, y, z2)= x+y? + z22 
: تحت القيد‎ 


0 -5-ج -بير3 +22 - (2 g(x, Jy,‏ 
ما أن 0 كد (0)ع2. نكل ”۴ > نآ » فإن نظرية لاجرانج تقودنا على اجموعة 


,22-2 
280-39 
ب2-- ع2 


2x+3y-2-5=0 


حينئذ » عند حذف 2 ,لر ,× » مجصل على 


2۸ +36۸)-(-})-5 =0 


أو 1482-48+98+2-10 ومها 5/7 = ۸ . ونحصل عل النقطة الوحيدة 
(5/14 - ,15/14 ,5/7) .. من اعتبارات هندسية نستنتج أن هذه هى النقطة فى المستوى الى 
تكون أقرب ما بمكن إلى النقطة (0 ,0 ,0) . 


¥ 


(ب) أوجد أبعاد صندوق على شكل متوازى مستطيلات » مفتوح من أعلى الذى حجمه 
أكبر ما بمكن إذا كانت مساحة سطحه هى 4 . نفرض أن 2 ,لز ,× هى أبعاد الصندوق » 
حيث 2 الار تفاع . 

إذن نر غب نى جعل الدالة 

V(x, y, z2) = xyz 
ى نباية عظمى تحت شر ط القيد‎ 
8(%, y, 2) = xy +2xz +2 y2 — A =0 
ما أن للنقطة المطلوبة إحدائيات موجبة بدقة » فقودنا نظرية لاجرائج إلى الجموعة‎ 
yz =) +22). 
^ xz = A(x +22), 
| ١ xy =2 +2y), 
xy +2xz24 z-A=0 
3. إذا ضربنا الممادلات الثلاث الأولى فى 2 ,لز ,لياعلى التر تيب » ثم ساوينا وقسمنا على‎ 
ل ذاتکون £0 2 ؟) ء نصل إلى‎ ( 
xy +2xz = xy +2yzZ = 2xz +2 yz 
تدل المتساوية الأولى على أن «ر = × » وتعطى الفانية 22 = لل . حينئذ تكون نسبة‎ 
الاضلاع 2:1 : 2 وينتج من المعادلة الأخيرة أن جر ع2ج2+4ج2+4ج4 تعطى‎ 
. 4 )4/3(3/2 52ح = 2 . لذلك يكون حجم هذا الصندوق هو‎ 

يوجد غالبا أكثر من قيد واحد » فى هذه الحالة نجد أن النتيجة الآتية مفيدة . 

؟4 - 4 نظرية . نفرض أن ”۴ 42 مفتوحة ونفرض أن يرع ...#15 و گر هى 
دوال حقيقية القيمة فى (1)2© . نفرض أن 6142© تحقق القيود 

gı(x%)=0,..., gx(x)=0 


وأنه يوجد جوار مفتوح ۷ محيث أن )٥(‏ ۶ ک (٭×) ر [ أو (0) ٣ )×( < f‏ ] لمع 
لا * الى تحقق هذه القيود . حينئذ توجد أعداد حقيقية ع3 ,... ,ر1 ,لم ليست كلها 
أصفارا بحيث أن 


(42.7) wDf(c) = A,Dgı(c)+۰۰۰+ ADgx(c) 
البر هان . نفرض :+“ جل :۴ معرفة پأنها‎ 
F(x) = (f(x), gı(x),..., gx(x)) for xe U 


YF 


وبرهن كا فى برهان نظرية ( ۲+ = ۷). وهو المطلوب إثباته 
٠١ - 1‏ نقيجة . بالاضافة إلى فرض نظرية ( 49 - ٩‏ ) » نفرضص أن الرتبة المصفوفة 
Dıgıfe) ۰۰ Dıgx(c)‏ 
: )42.8( 
هط <<< Dreı(e)‏ 
تساوى (م )۸ . حينئذ توجد أعداد حقيقية ر۸ ,... ,۸ ليست جميعاً أصفاراً بحيث أن 
A«Dıgx(c)‏ +° ۰°+ )روطن د )زرط 
eens‏ )42.9( 


البر هان . إذا طبقنا القانون er)‏ على ”8 € م€,...,€ « نحصل على مجموعة 
من معادلات طرفها الأمن هو الطرف الأز أ( 49 - 4 ) وطرفها الأيسر هو الطرف الأيسر 
فى ( ,4 - ه ) مضروباً بالقدار مر . إذأر أت 0 = هر » فإن الفرض بأن الرتبة مساوية 4 
تدل على أن 0 = 1 = .. . = .3 » مالف الغفرض . ومن ثم 0 حب هر ويمكننا أن نجمل 
هذه المجموعة طبيعية #صول على ( ٤۲‏ - 4 ) وهو المطلوب إثباته 

١١ - ۴‏ مثال . أوجد النقط الموجودة فى تقاطع الاسطوانة ٠‏ (4 = ”ر z(:×”+‏ ب ,)) 
والمستوى (6 = 31+22 +<2(:6 ,لا ,)1 الى تكون أقرب ما مكن إلى نقطة الأصل چوا 
تكون أبعد مايمكن من نقطة الأصل . 

سنبحث النقط اللهائية النسبية للدالة 

f(x, y, (ج‎ > x? + y+ 2 
نحت القيود‎ 


g(x,y, 2= x+y? —-4 =0, 
,لا ادع‎ z2) = 6x +3y +22 ~6 =0 


المصفوفة المناظرة إلى ( ٤۲‏ - ۸ ) فى هذه الخالة هى 
2x 6‏ 
ل 
2 0 
ذات رتبة 2 ماعداً عند النقطة (0 ,0) = (« ,×) الى لاتحقق القيود . حينئذ يمكننا استخدام 
النتيجة ل#صول على المجموعة 


1/5 


2x = ۸\,(2x)+۸A,(6), 
2y =۸,(2Y)+۸2(3), 
ک2‎ ۸(2), 
x+y? =4, 
6x +3y +22 =6 
حمس معادلات فى خمس متغيرات المعادلة الثالثة تعطى 2ح رة » لذلك يمكننا حذف 32 من‎ 
» المعاداتين الأوليين . لحذف 3.1 » نضرب المعادلة الأولى الناتجة فى ر والثانية فى »د ونطرح‎ 
لتحصل على‎ 
0 - عع 3 - جر‎ = 32)20-«( 
Ay ينتج أنه إما 0 = 2 ا‎ 
إذا كانت 0 = 2 » فإن المعادلة الخامسة تعطى 2 ح بر +4 26 . وعند ربطها بالمعادلة‎ 
الر ابعة نحصل على‎ 


4 2ب 4 + برق -4 + تير ع :2(2 -2) + x?‏ 


وإذن 0 = (8 --«5)ج = ×8 2ر5 ومن ثم 0 = × أو 8/5 = × . تقودنا هذه 
الحالة إلى النقطتين (0 ,2 ,0) و (0 ,6/5 س ,8/5) الى تكون كل مهما لما على مسافة 2 من 
نقطة الأصل . 

ومن زاوية أخرى » إذا كانت ر2 = × » فإن المعادلة الرابعة تعطى 4 ر5 أى أن 
5 د بر (فإن (4//5 - × ) أو 2/۷5-= ر (وأن (4/۷5-= × ). بالتعويض فالمعادلة 
الحامسة نحصل على ردب +3)1 دج و z=-3)1-/5(‏ »ء عل التر تيب , لذلك » تقودنا هذه 
الحالة إلى النقطتين ((5/.+3)1 ,2//5- ,4//5-) و (5/-2//5,3)1 ,4//5) ويلاحظ 
أن مربع المسافتين بين كل من هاتين النقطتين ونقطة الأصل هما 18۷3 -58 و 1805 +58 » 
على الثر تيب . 

نستنتج أن كلتا النقطتين (0 ,6/5- ,8/5) و (0,2,0) تجعلان المسافة من 'تمطة الأصل 
وهذا التقاطع هى نهاية صغرى » وأن النقطة ((5/-+3)1 ,2/۷5- ,4//5-) تجمل هذه المسافة فى 
مباية عظمى . من اعتبارات هندسية نلاحظ أيضاً أن النقطة ((5/-3)1 ,2//5 ,4//5) تعطى باية 
عظمى نسبية بين نقط هذا التقاطع . ( ينبغى على القارىء أن يرسم شكلا ليساعده لرؤية هذاالموقف ) . 


قيود متباينة : 


فى السنوات الحديثة » ازدادت مسائل النقط الهائية الى تحتوى قيودا هى متباينات أ كار من 
متساويات أهمية . أى ر ما نرغب فى إبجاد نقط نائية نسبية لدالة ٩‏ ج 42: م كل نقط 17 422 
الى تحقق القيود 


{¥o 


hı(x) => 0,..., hx(x)= 0‏ 
سرى أن مثل هذه المسائل يمكن أيضاً معاملها بطريقة لاجرائج . 
ر ما تحتوى مسألة نقطة نائية أحيانا كلا من متساويات ومتباينات » لكن ما أن المتساوية 
0 = («)م تكافى' المتباينة 0 < ((×) م)- ٠‏ فإن مثل هذه المسائلى مك دائما اخّز الها 
إلى مسألة تحتوى فقط على قيود متباينة . 
١١ - ۲‏ نظرية . نفرض أن ”۴ >© مفتوحة ونفرض أن الدالة ر والدوال 
مأ ,... ,۸ دوال حقيقية القيمة فى (1)52© . نفرض أن © © © تحقق القيود المتبايئة . 
hı(x)= 0,..., hx(x) =0‏ 
ونفرض أنه يوجد جوار مفتوح ا من » بحيث أن f )٥(‏ ک (٭) ۶ [آر (0) ۶ < (٭) رع 
لجميع ل ع × الى تحقق هذه القيود . حينئذ توجد أعداد حقيقية أ ,. . . ,۸ ,لم ليست 
كلها أصفارا ححيث أن 
wDf(c) = X1 Dhı(c)+- ٠ ١+ A,Dhu(c)‏ (42.10( 
وأبعد من ذلك » إذا كانت 0 < ۸;)٥(‏ لبعض ¡ » فإن 0 = ۸ , 


البرهان . نفرض أن '**2 ج ل :۴ معرفة بأنها 
لاعع F(x) = (f(x), hı(x),..., h(x) for‏ 
إذا كانت © نقطة فى لا حيثد تتحقق القيود وحيث تكون ر إما فى نهاية عظمى أو فى نباية. 
صغری » حينئذ لابمكن أن تكون ()/2 راسا فوقيا ولذلك نجد أن تظل ( )1.١- ٤۲‏ 
صتريحة . 


إذا كانت 0 = ©)رة ,... ,0 = ۸)٤(‏ لکن 0 < ()۸ ,. ١‏ . ,0 < )برا 
حينئذ نفرض أن لاع ,ل هو جوار مفتوح للنقطة © الذى فيه تكون أ ,. . . ووبم۸ط 
«وجبة بدقة وأستخدم النظرية للقيود 0 < (<)م#, ... ,0 < ()ر۸ . 
وهو المطلوب إثباته 
١١ - ۳‏ نتيجة . بالإضافة إلى فروض نظرية 4۲ - ٠١‏ » نفرض أن رتبة المصفوفة 
المناظرة إلى ,م حيث 0 = (ء) ,م مساوية إلى ٣‏ . حيتذ مكننا أخذ 1 = بر فى 


Dıhı(c) ٠٠-١ Dıh,(c) 


(42.11) 


Dp,hı(c) ٠٠-١ Dph,(c) 
1 


)٠١ - 4(‏ وبالإضافة إلى ذلك » إذا كانت () ۶ > (٭) ٣ر‏ على الترتیب + [(0) ار < (:«) /] 
لكل ا ×٤‏ الى تحقق القيود وإذا أخذنا 1 = م فى ( ٠١ - ٤۲‏ ) فإن 0 > ۸ على 


الرئيب » [0 < ر] عند 7 ,... 2-1 


البرهان . البر هان الذى مكننا أخذ 1 = يم فى ( ٠١ - +٣‏ ) ماثل للبرهان فى نتيجة 
۴ - ۱۰ . نفرض » إذن » أن 1 ح م وأن )يرك (×) f‏ لكل 1ا ×٤‏ الى تحقق 
القيود . ما أن الرتبة المصفوفة ( )١١ - ٤۲‏ هی / ک ۶ » حينئذ إذا كانت + > ارك 1 
فإنه يوجد متجه "2 © إن عیٹ أن 
Dhi(c)(u,) = 8;‏ 
وإذن » إذا كانت 0 < + صغيرة بكفاية » فإنه توجد نقطة ,ع على قطعة الحط المستقيم الواصلة 
بين © و00 +60 ححيث أن 


0> ]) + (نه‎ - f(e) = Df(c(tu,)= tDf(c.)(u) 


و نتيجة لذاك نحصل على 
بد - (م)ك) ماد Ê‏ = رورم - EZO‏ يون دم 
وإذن 0 > ر۸ عند مى. .. ,1ع تر . وهو المطلوب إثباته 


محصول على يرهان أولى »> لكن مختلف جدا لنظرية لاجرانج الى تحتوى قيودا متباينة » 
أنظر مقالة أ.رج ماك شان( المدونة فى المراجع 


قمرينئنات : 
؟4 - () أوجد النقط الحرجة للدو ال الآتية و حدد الطبيعة هذه النقط 


f(x, y)= x*+4xy (i) 
f(x, y)= x*+2y*+ ج32‎ y +17 (ب)‎ 
f(x, y)= x? + )ج( 122-362 - تبره‎ 
fn y)= x'—4xy )د‎ 
f(x, y)= x? + 4xy +2y? ح‎ 210 (^) 
f), برق + × = (ر‎ - 4y - 12y (و)‎ 


(#) أءج ماك شان ( 114.6 ) حصل على درجة الدكتوراه من شيكافى . وارتبط 
دة طويلة بجامعة فيرجينيا وسعروف عالميا بمساهماته فى نظرية التكامل وتفاضل وتكامل 
المتغيرات © نظرية التحكم الامثل والقذفيات والطروم والدقشومات الخارجية ٠‏ 


يفف 


؟4 - (ب) نفرض أن 42227 مفتوحة › نفرض أن ۴ جب ۴:0 الا مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى © » ونفرض أن 1492©© نقطة حرجة للدالة كر » ونفرض كذلك أن 
0< 8. 

() آثبت أنه إذا كانت 0 < *(w)(٭)‏ ۶ 2ه لکل 8 > |[ - + || >0 وأن 
"عبر ء فإن © هى نقطة نباية صغرى نسبية للدالة ر . 

(ب) أثبت أنه إذا كانت 0 < 0(2)(*)ثير 22 لكل 8 >||اء-+ | > 0 
و 0*# ,"#6 0م ء فإن م هى نقطة اية صغرى دقيقة نسبية للدالة كر . 

۲ -(ج) نفرض أن 0>۴ مفتوحة » ونفرض أن ۴ +-2:/ ها مشتقات 
جزئية ثانية متصلة فى 52 » ونفرض أن ۲0ء هى نقطة حرجة للدالة f‏ » ونفرض كذلك 
(x)= (Daf (x))*‏ زرط »)ل ,رط = A(x)‏ 

علد ع × . نفرض أنه عند قيمة ما 0 > 8 » فإن 0 < (×)4 لكل § > |إه- × || . 

(أ) إذا كانت 0 < (×) گ ريه (أو إذا كانت 0 < (×) كر ووص) لکل × بحيث أن 
6 > || × | > 0 » وضح أن ع هى نقطة نهاية صغرى نسبية للدالة ر . 

(ب) إذا كانت 0 > (*«)/ر ,2 ( أو إذا كانت 0 > (×) كر ور) لكل × محيث 
أن 8 > ||ء × || > 0 » وضح أن © هى نقطة نهاية عظمى نسبية للدالة كر . 

۲ -(د) نفرض أن ۴۸ + ”۸: قابلة التفاضل فى 8 وأن 0 = (×) ر لكل 
“عع حيث 1= || || . وضح أنه توجد نقطة ce"‏ عند 1 > || || بحيث أن 
0 = (ء) “رط . (هذه هی ترجمة نظرية رول ۴° ) . 

؟!؛ - (ه) استخدم نظرية الرامم الفوق ( ١ ~ 4١‏ ) لإثبات نتيجة ( 4١‏ - 8). 

۲ - (و) وضح أن كلا من الدوال الآتية ها نقطة حرجة عند نقطة الأصل . أوجد 
تلك الى لها نقط نباية نسبية والى ها نقط ركوب عند نقطة الأصل . 


fn y)=xy* (Î)‏ (ب) ال اا 
(ج) توت د زمر )5( f, y)=x'—x? y+)“‏ 
زه) f(x, y)= xy - xy*‏ (ف) “برج كع f(x, y)=‏ 


۲ - (ز) أثبت أن الدالة ‏ “ر”×-ر4+<×2=(ر,×)؟ ها نقطة حرجة لكن ليس 
ها نقط نهاية نسبية . 

۴ - (ح ) ادرس سلوك الدالة ×3 3م = (ل ,)كر فى جوار نقطة الأصل, . 
يسمى الشكل. هذه الدالة أحيانا « بر دعة القرد» لماذا ؟ 

۴ - (ط) أوجد أصغر مسافة من النقطة (3 -,1 ,2). للمستوى 4 = 22- لإ + ×2 


{YA 


۲ - (ى) أوجد الأبعاد لصندوق قائم > مفتوح من آعل > حجم معلوم بحيث 
تكون مساحة سطحه فى نبهاية صغرى . 

۲ - (ك) أوجد أصغر بعد بين المطين ,1 2 = × : (2 ,ل ر( = ب1 

y=3+t ع‎ -1-20( 9 L={(x,y,2):x > 1- رو‎ Jy > 2-3, ع‎ =3 +s} 

۲ - (ل) اعط أمثلة لتوضح أن كل التخمينات المنصوصة بعد نظرية ۲+ - ه باطلة . 

۲ - (م) نفرض أنه لدينا # نقط 8 ,. . . ,1 = ثر ,(رنز ,ز× ) فى ۴ وتريد 
إيحاد الدالة المألوفة © <- ۴:۸ المعطاة بأنيا 8+×۴)×(=۸ عیٹ تكون الكية 


ات 
فى نهاية صغرى . وضح أن هذا يؤدى إلى المعادلات 
ردي = لقعب AÛ‏ 
لاي قمعو رم 
للعددين 8 و 4 . [ تسى هذه الدالة ‏ بالدالة المألوفة الى « هى أحسن توفيق للنقط 7 مفهوم 
طريقة أقل المربعات » ] . 


۲ -(ن) نفرض أن 1< [0,1]:/ متصلة فى [1 ,0] . نرغب فى اختيار أعداد 
حقيقية ٤‏ ,8 ,4 بطريقة تجمل الكية 


| Uo0=(ax+ Bx + OF dx 
أصفر ما يمكن » وضح أننا يحب أن نختار € ,8 ,4 لتحقق المجموعا‎ 
1A +48 عماج‎ | f dx 
1A +B HC = j وا‎ dx 
jA 44B + C= | مار‎ dx 
يقال للدالة النائجة 8+6 +47 × أنها دالة درجة ثانية الى هى أحسن توفيق‎ [ 
. ] للدالة كر فى [1 ,0] بمفهوم طريقة « أقل المربعات»‎ 


؟؛- (س) استخدم نظرية لاجرانج لتحديد النقط على المنحى 2- + يدبن 
الى عندها ر ما يكون للدالة برس × = (2 ,×) ر فقط ية نسبية . حينئذ ارمم رسا تخطيطيا 


۹ 


المنحى والمنحنيات المستوية للدالة كر لإثبات أن النقطة ( النقط ) الى حددتها ليست نقطة ( نقطا) 
لنقط نباية نسبية للدالة كر . 

۲ -(ع) نفرض أن 2 < ”۴:/ دالة من الدرجة الثائية ”ر + ×ط2 + جه = (ر f),‏ 
عند ۴7٤(ر»)‏ . نرغب فى إبحاد النقطة البسائية النسبية للدالة كر فى دائرة الوحدة . 
[1=”ر +*×:(ر ,)1 . استخدم نظرية لاجرانج لتوضيح أن النقط (ولز ,مئ) الى عندها 
تكون هذه النقط نقط نباية نسبية يحب أن تحقق المموعة 

(a—۸)x,+byo= 0‏ 
bxo+(c—۸)ya =0‏ 
حيث مضروب لاجرانج .3 هو جذر المعادلة 
۸?—-(a+c)\ + (ac -b*) =0‏ 

أثبت أن القيمة المناظرة للمضروب 322 تساوى القيمة البائية للدالة حر عند مثل هذه النقط 
ألهائية النسبية 

۲ - (ف) حاصل جمع ثلاثة أعداد حقيقية هو 9 . أوجد هذه الأعداد إذا كان حاصل, 
ضر یم أكير ما يمكن, 

؟؛ - (ص) أثبت أن حجم أكبر صندوق الذى يمكن رسمه داخل الجسم الناقص 

8 y2): + <| 

( حيث © ,8 ,© هى أعداد قوجبة بدقة 00 

۲ - (ق) أوجد قيمة اللهاية العظمى والنباية الصغرى لكل من الدوال الآثية فى الفئة. 
المعطاة ( عند التخصيص » اعتبر إشارة المضر وبات ) . 

 S={eyixty = 1} 4‏ 00 
(ب) }1 = ذبر+* :رو ,)2 35 خب + ع2 +2 - رر نار 


fu y)=x+2x+y,  S=Heylxlsl,lyl =1} )چ(‎ 
fy) =(-x%siny, 5 داعا ,زد كنا‎ bly} (2) 


؟؛ (ر) - نفرض أن ر معرفة عند 0< لا را < × إلى ۴ بأئها ر/1 + × + ×/1 =( ,)رز 
(Î)‏ عين مواقع النقط الحرجة للدالة كر وحدد طبيعتها . 
(ب) إذا كانت 0 < م > نفرض ( > +× ,>0 ,× >0:(ر ,) - و 
حدد قي الثهاية المظمى والصغرى النسبية للدالة f‏ فى 8 . 
۴ - (ش) أوجد القم البائية للدالة *2+*+*+* -(2 ,8 ,)م تحت القيود 


x+y +2 =1 9 x+y+7z=1 


A. 


؟؛ - (ت) نفرض أن ثر لحا مشتقات جزئية ثانية متصلة فى فئة فئة مفتوحة تحتوى على 
الكرة  {xeR°:llxllsr})‏ إلى 8اء ونفرض أنه توجد © حيث م > || © || بحيث إن 


M = f(c)> sup حل = أزع|: )ر)‎ m 
نفرض أن ع معرفة بأنها‎ 
ب مر -(م)ع‎ ® 2 "lx = el 


أثبت أن 4ق = )8 بنا 24 > (×)ع عند م = || × || . حينئذ ع تصل إلى نہاية عظمى 
عند نقطة ما وم حيث ” > || :© || » وحيث نحصل على 


0 >( - 4ه ;= = J Dyfed‏ 
۴ -(ث) نفرض أن "2-82 فة مفتوحة محدودة ٠»‏ نفرض أن (8)2 هى الفغة 
لنقط حدودية من © ( انظر تعريف 7-9 ) ء ونفرض أن (©0)طل0© -2© هی إقفال © 
يقال لدالة ۴ ¬ 1:27 آنا توافقية فى © إذا كانت متصلة فى ”2) و تحقق معادلة لابلاس 
0-> ارط 
لكل ۵× 
() استخدم الاستنتاج فى الدّرين السابق لتوضيح أن دالة توافقية فى 2> تنال أعلى قيمة 
وأدل قيمة فى (8)9 . 
(ب) إذا كانت چ و ثر دالتين توافقيتين فى © وإذا كانت (ء)ع =(»)؟ عند 
x eb(®‏ » حينئذ (+)م -(2)] لكل عع 
(ج ) إذا كانت چ و كر دالتین توافقيتين فى 52 وإذا كانت (<) > (×)ع ,(×)ب = (٭»)f‏ 
عند (0)42 ٤‏ × حينئذ 
b(®}‏ € ع : | x € O} = sup fe ()— (x)‏ : [(م)ع - («)م|) sup‏ 
( هذا الاستنتاج بمكن نصه بقولنا إن « الحلول لمسألة ديرشلت للفراغ © تتوقف دائماً 
على البيانات الحدودية «( 7 
۲ - 0 أثبت أن الهاية العظمى للدالة *(مد ٠٠٠‏ ,+) > (م,... ,)م ء تحت القيود. 
+٠٠. + ×, - 1‏ × تساوى 1/۶ . استخدم هذا معصول على المتباينة : 


AI 


)ه٠..., (ذ) أثبت أن المتوسط افندسى لمجموعة أعداد حقيقية موجبة به‎ - ٣ 
لا يزيد عن متوسطها الحسابى » أى‎ 


(مه +۰ (a+‏ ع اليه (a,‏ 


؟؛ - (ض) (أ) نفرض أن 1/0+1/9-1 ,4<1 ,1<م . أثيت أن الهاية الصغرى 
للدالة (0< ر ,0< ) “«(و/1) + ”×(م/1) = (ر,×)؟ نحت القيد 1 = ر× تساوى الواحد 


الصحيح . 


(ب) استخدم جزء (أ) لتوضيح أنه إذا كانت 0< ,0<ه . فإن 
م + مي لط ع مو 
P 4q‏ 


(ج) نفرض أن «,...,1-: ,(ط) ,م4 هى أعداد حقيقية موجبة . أثبت أن 
متباينة هولدر : 


(E)‏ لا ده 


بوضم B = (SX b^)“‏ ,“زمه A = (E‏ وتطبيق جزء ( ج ) على a = a/A, b= b/B‏ 
( د) استخدم متباينة هولدر فى (ج ) لنمصول على متباينة منكوفسكى 


1p 


(ea) (ler) "سن‎ 


.( |a+b|l’" =|a+b| la +b|”* < [a| ja + |ض| + *”|ض‎ |a + إرشاد : *إظ‎ ( 


اي 
ر 


AY 


المصل الشامس 
تكاملا ف ۸۶° 

سنقدم فى هذا الباب النظرية لتكامل دوال حقيقية القيمة فى الفراغ ° حيث 1< ر. 
الاقتراب المستخدم هنا هو نفسه الذى ابتدأنا به فى باب ۲۹ فى حالة 1 = ص » لكن سوف 
بم هنا فقط بتكامل رمان ( ولیس تكامل رمان - اشتلعجز ) . 

سيلاحظ فى باب “4# أنه » لدوال محدودة معرفة فى خلية مغلقة فى 27 ٠‏ فإن النظرية 
لا تتطلب بالفعل تغييراً فى تلك الموجودة فى 8# . لكن » لإمكانية القدرة على أن تكامل على 
فئات عامة فى ۸ يكون من الضرورى أن نطور » كا نفعل فى باب 44 » نظرية « محتوى » 
( كما سنسمى التصور « لساحة » ذات ”۴ من الأبعاد ) لعائلة فثات مناسبة فى الفراغ "۸ . 
سوف “ميز نظرية التوى من هذه العائلة من فئات » وتوضح كيف تعبر عن تكاملات فى 7 
كتكاملات متكررة . سنخصص الباب الأخير لتطور نظريات هامة على تحويل الفئات وتكاملات 
تحت رواسم قابلة للتفاضل . المشاكل النظرية تستحق الاعتبار » لكن نيم بنظرية مفيدة جداً 
تحقق تغيير المتخير أت حى فى حالات ر مما يجوز فبا التحويل كية محدودة من سلوك « شاذ» . 


الباب الثالث والأربعون ‏ التكامل فى ۴ : 


ناقشنا فى الأبواب ۲۹ - ۳١‏ التكامل لدوال #دودة حقيقية معرفة فى فترة مدجة ل 

فى الفراغ 8 . قد يلاحظ قارىء بصير بالحالات العامة أن جزءاً کبیر ا من الذى أجريناه فى هذه 

الأبواب بمكن إجراؤه عندما تقع قم الدالة فى الفراغات الكارتيرية 126 . و بمجرد تعريف 

هذه الإمكانية فليس من الصعب إجراء التعديلات الضر ورية للحصول على نظرية تكامل لدوال 
فى ل إل R°‏ . 


وطبيعى أن نسأل عما إذا كان من الممكن الحصول على نظرية تكامل الدوال نطاقها هو 
فئة جزئية من الفراغ ”۴ » وسيتذكر القارىء أن هذه قد أجريت ف الحقيقة فى مقر رأت التفاضل 
والتكامل حيث اعتبر نا تكاءلات » مزدوجة » أو « ثلاثية » . سنبتدىء فى هذا الباب بدراسة 
تكامل رمان لدوال حقيقية القيمة معرفة فى فئة جزئية محدودة مناسبة من الفراغ 22 . وبالرنم, 
من أن كثيراً من نتائجنا يمكن امتدادها لتسمح بقيم فى 227 عند 1< © > فسوف نترك هذا 
الامتداد القاريء . 


AY 


محتوى صفر : 
نتذكر من باب ه أن خلية فى 7 هى فئة يكون لما إحدى الصور الأدبع : 
[ab], [a,b), (a,b}‏ ,(طبه) 

حيث 8 ك © . يسمى العددان 8 ,© بالنقطتين الطرفيتين هذه الخلايا . خلية فى"12 
ھی حاصل ضر ب كار تيزى 7 كال دل تخليات م فى 2 . يقال تخلية ك 
آنا مغلقة ( على الترتيب » مفو حة ) إذا كانت كل الخلايا ,ل ...ل مغلقة ( على التر تيب » 
مفنتوحة ) فى +1 . إذا كانت الخلايا إل طا نقطتان طرفيعان (م ,... ,1 = 4)رق ك ره » 
فنعرف المحتوى من 31×٠٠ ٠>,‏ > 3 بأنه حاصل الضرب 

c(D = حرط)‎ a) ٠٠١ (bp — ap) 

إذا كانت 1= م » يسمى محتوى عادة « طول » » إذا كانت 2= م › فيسمى 
امحتوى « مساحة ۾ » إذا كانت 3 = م » فيسمى الحتوى: حجم » . سنستعمل الكلمة « محتوى » 
لأا خالية من مدلولات مصاحبة خاصة لكلمات أخرى ها مدلولات . 

لاحظ أنه إذا كانت ,0xJ--xإ J=J K = K, 20.0. Kg,‏ خلايا Rd‏ 
بحيث إن النقطتين الطرفيتين تخلية رل ها نفس. النقطتين الطرفيتين الخلية ري لكل 
م, ... ,=1 فإن ©1)ء - (7)ء . بالمثلء إذاكانت »2 = عه لبعضم , ... ,1= ۸ 
فإن للية ل محتوى 0 = (7) م ؛ لكن » ليس ضرورياً أن 0=[ 

إذا كانت :ل خلية بنقطتين طرفيتين ظط ك ره و إذا كانت0< مه - رط = ٠٠١‏ د ره درم 
فنقول إن 

ارق دل 

هو مكعب . رما يكون مكعباً مغلقاً » مفتوحاً أولا واحد مهما . ستسمى العدد 0< ره رط 
الطول الجائى المكعب . 


١ - ۴‏ تعريف . يكون للفئة ۴۸ > 7Z‏ محتوى صفر إذا كان يوجد لكل 0 < ع 
فئة محدودة «آل ,... ,ال للخلايا الى يحتوى اتحادها 2 وبحيث إن 
ع > زل)ء +0 +٠‏ )0 
من الهم أن يوضح القارىء أن شخصاً تاج إلى كون الحلايا الظاهرة فى هذا التعريف 
مغلقة » أو مفتوحة » أو مكعبات » وفكرة الحتوى صفر تظل آماماً نفس التصور 
٤۴‏ - ۲ أمثلة . (1) نقطة فى الفراغ #7 ها محتوى صفر » (لماذا ؟) وأكثر عونا 
أى فثة جزئية محدودة للفراغ 27 ها محتوى صفر .. 


Af 


(ب) إذا كانت ہے,(.2) متتابعة فى ”۸ متقاربة إلى 9 206 » حينئذ يكون 
للفئة (0 < :,2)- 2 محتوى صفر . لأنه ء إذا كانت 0 < ع نفرض أن ىل خلية 
مفتوحة تحتوى ع2 بحيث إن ع >(7)» . لذلك توجد لالع م بحيث إن 2.70 لكل )<۸ 
ويمكننا أخذ [:2)= رق عند 6 , ... ,2-1 لحصول على ,لل --03:000ا30 22 
ما أن 

ع 0-2 + .جل +ع > (يل)ء + +٠٠‏ لله +ل6)0 
وما أن 0 < ع اختيارية » فينتج آن 2 ها یوی صفر . 

(ج) أى فئة جزئية من فئة بمحتوى صفر ها محتوى صفر . الاتحاد لسدد محدود من فئات 
محتوى صفر له محتوى صفر . 

(د) ف الفراغ 7 » يكون للفئة الى على هيئة ماسة ‏ 1= |ر|+ |×|:(ر ,*)) = 5 
محتوى «مفر . لأنه » إذا كانت ٤N‏ ۸ ء فإننا نقدم ٠ر‏ بعات بأقطار على طول 5 ورؤوس 
عند النقط (0,1,...,۸= )k‏ 4/< = ر=»× حينئذ نرى أنه مكنا أن نحصر 
5 فى 47 مربعات مقفلة كل له محتوى 1/2 . ومن ثم المحتوى الكلى هو #/4 ٠»‏ الى 
سكن جعله صغيراً بدرجة اختيارية . (انظر شكل .)١ - +٣‏ 

(ه) الاائرة 1= ر+ »×:(ر »)=8 ف ۴ ا محتوى صفر . يمكن 
برهئة هذه النتيجة بتعديل التعليل (د) . 

(و) نفرض أن ر دالة متصلة فى [8 ,ه] = ل إلى ۸ حينئذ يكون للشكل 
التخطيطى 

G ={(x, f(x)e 8: e J} 
. محتوى صغفر . مكن برهنة ذلك باستخدام الاتصال المنعظم للدالة ر وتعديل المناقشة فى (د)‎ 


(ز) الفئة 87 5: نحتوى كل نقط ( ,×) حيث كل من لر و × تنتمى إلى 
200 هى فة محسوبة لكن ليس ها حتوى صفر . ف الحقيقة » أى .تحاد محدود من خلايا 
تحتوى $ يحب أن تحتوى أيضاً الللية 1 كا 1 » الى ها محتوى الواحد الصحيح . 

نلاحظ لاف (و ) أنه توجد « منحنيات متصلة» فى ۸ اللا محتوى موجب . فى 
الحقيقة » توجد دالتان متصلتان ع كر فى [1 ,0] =1 إلى ۴۸ عيث إن الفعة 

S={(f(D, :(()ع‎ te B 
تحتوى اللحلية 1 ×1 فى #22 . يسمى مثل هذا المنحى منحنى حشو فراغ » أو منحنى بيتو‎ 
. ش)‎ - ٤۳ انظر أمرين‎ ( 


{Ao 


)١ = ٤۳ شكل‎ ( 


نعريف التكامل : 

سنعرف أولا تكامل دالة محدودة ر معرفة على خلية مغلقة giy ISR‏ فى 8اء 

نفرض أن 
٠١١» (ap, b,]‏ [دط I= [aı,‏ 

ولكن مو ... ,1 =( فرض أن ۲ هى تقسيم [ءط ..ه] إلى عدد محدود لللايا 
مغلقة فى . ينتج هذا تقسرما م من 7 إلى عدد محدود من خلايا مغلقة فى + . إذا كانت 
0 و ۶ تقسيمى ۲ » فنقول إن ۶ ھی تكرير © إذا كانت كل خلية فى ۶ محتوية فى 
خلية ماى © . ( وبالتعاقب » ملاحظة أن تفسيراً يتحدد برؤوس غلاياها ». تكون ۲ 
تكرير © إذا واإذا فقط كانت كل الرؤوس الحتوية فى © هى أيضاً فى طل) . 

۴ - ۲ تعريف . يعطى حاصل جمع ران ( ۶f‏ ) 5 المناظر للتقسيم 

...)دم من 1 مايل : 


S(P; 0=  f(x)c() 
1 يعرف عدد حقيق‎ . [kK =1,...,۴۸ حيث »× هى أى نقطة « متوسطة » فى‎ 
بأنه تكامل ر مان لدالة كر على 1 إذا كان يوجد ء لكل 0 < ع تقسيم .م من 1 بحيث‎ 


إنه إذا كانت م أى تكرير ,۴ وكان ( :5)۲ هى أى حاصل جمع رمان المناظر إلى 
۶ » حينئذ ع > |1 f(-‏ :5)2] . فى حالة وجود هذا التكامل نقول إن ثر قابلة التكامل 


A1 


على 1 . نفرض كتمرين روتيى نوضح أن القيمة 1 التكامل محدودة وحيدة عند وجودها » 
سوف نكتب فى الخالة العامة 
L= [f‏ 


لكن » عندما 2 = م فإننا نرمز من حين لين للتكامل بالرمز 


]|| زا 


1 


وعند 3 = م نكيب اتفاقاً , 


Day.)‏ ا أو آنا 


يوجد معيار كوثى مناسب لقابلية التكامل . ما أن برهانه بشأن بر هان نظرية 9« ل ع » 


فسون حذفه . 


۴ - 4 معيار كوشى . تكون دالة حدودة ۸ < 1:/ قابلة للتكامل على / إذآ 
وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع تقسرما ,0 من / بحيث إنه إذا كان © » ۲ تقسيمين 
من 1 هما تكريران للتقسيم .0 وكان ( :5)۲ و (/ :)5 هما أى حواصل رمان 
المناظرين » حينئة . 

|S(P; f)~S(Q; ع > اث‎ 

فرغب الآن فى أن نعتبر دوال «عرفة على فئات جزئية محدودة من "8 أكثر خموماً من 
خلايا مغلقة . نفرض أن ”۴ > 4 هى فئة محدودة ونفرض أن 2 ج 4 : / دالة عدردة , 
ما أن 4 محدودة فتوجد خلية مغلقة ۴ 1 عحيث إن 1 4 . نعرف ۸ ج 1: f‏ 
بأنها 

(«)/ > (2)] اعد مع 
0= هه xeI\A‏ 
إذا كانت الدالة رر قابلة للشكاءل على 1 مفهوم تعريف ٤٣‏ - م » حيئئذ نوضح 
كتمرين (انظر ۴+ - م) أن القيمة ,1,1 لا تتوقف على اختيار الللية المغلقة 7 الى 
تحتوى 4 . سنقول تبعاً لذلك أن ٣ر‏ قابلة التكامل على 4 ونمرف 


ا 


مما أن الطرف الأيمن يعتمد فقط على 4 و كر . ( فى مناقشات قادمة » سوف نرمز غالاً إلى 
ور ببساطة الرمز /ر) . 


AY 


بائثل » نفرص أن 8 و 4 فتتان جزئيتان محدودتان من ۸ ونفرض أن 2 ج 4 f:‏ 
تفرض أن 1 هى خلية مغلقة تحتوى 8ل ۸ ونعرف 8 <-1:./ بأنها 
f,)×(= f)×(‏ عد xeANB‏ 
0= عند )8 0 xe1\(A‏ 
لاحظ أن رار هى الامتداد إلى 1 للقيد 8 0 كر ١|‏ . إذا كانت ور قابلة للتكامل على 7 » 
فنقول إن ر قابلة للتكامل على 8 ونعرف 


خواص التكامل : 


سوف نعطى الآن بعض الحواص المتوقعة ا.كامل . أثناء ذلك » ستكون 4 فة جزئية 
محدودة من 7 . 


«4 - ه نظرية . نفرض أن ع و كر دالتان فى 4 إلى 1 وقابلتان للتكامل على 
ونفرض أن ۴۸ ٤‏ 8 ,» . حينئذ تكون الدالة عم + ره قابلة للتكامل 4 ويكون 


e 
البرهان . تنتج هذه النتيجة من حقيقة كون أن حاصل جسم رمان لتقسيم م للية‎ 


1-4 يحتقان 
S(P; af + Bg) = aS(P; f) + BS(P; g8)‏ 
عندما تستخدم نفس النقط المتوسطة × . وهو المطلوب إثباته 


۴ - 4 نظرية . نفرص أن ۴ <- 4 :/ قابلة للتكامل على 4 و إذا كانت 0 < (×) ار 
عند 4 ابعر » تلذ 0 < f‏ ہا . 

البرهان . لاحظ أن 0 < (تروط) $ لأ حاصل جمع رمان وهو المطلوب إثياته 

«4 - ۷ نظرية . نفرض أن ۴ ج 4:/ دالة محدودة ونفرض أن للدالة 4 
محتوى صفر . حينئذ ر قابلة العكامل على 4 وأن 0= [رل . 

البرهان . نفرض أن / خلية مغلقة تحتوى 4 . إذا كانت 0 < ع ١‏ معطاة 
فنفرض أن ,8 تقسيم 1 بحيث إن تلك الخلايا فى ۴١‏ الى تحتوى نقطاً من 4 طا محتوى 
كلى أقل من ع . ( وضح أنه يوجد مثل هذا التقسے ,2 ) . الآن إذا كانت 8 تكريراً من 
۶ اء حينتذ يكون هذه الملايا فى ۲ الى تحتوى نقطاً من 4 ممحتوى كيا أقل من ع . 


ليك 


حينئذ إذا كانت 84 ك | («)/| عند ×٤۸‏ . نجدأن 802 >> |(/:5)2| لأىحاصل 
جمع رمان مناظر إلى م . لأن 0 < ع اختيارية » ما ينبت أن 0 > ول 
وهو المطلوب إثباته 


۴ - م نظرية . نفرض أن +R‏ 4:ع f‏ دوال محدودة ونفرض أن گر 
قابلة للتكامل على 4 . نفرض أن 4 > 2 لها محتوى صفر ونفرض أن («)ع = (٭) ر 
لكل 4188 ©* . حينئذ تكون ع قابلة التكامل على 4 ويكون 


rls 


البرهان . مد ع و إلى الدالتين بع ,/ المعرفتين فى خلية مغلقة 1 تحتوى 4 . 
يدل الفرض على أن الدالة بع - ب = ,ط محدودة وتساوى صفراً ماعدا على . حسب 
نظرية +4 7 نستنتج أن ۸ قابلة للتكامل على 1 وقيمة تكاملها هى صفر باستخدام 
نظرية م4 س ه ٠‏ نستلتج أن ,8 -/ = ,ع قابلة للعكامل على 7 وأن 


[s=fe=[a-m= f= js 


وهو المطلوب إثباته 


وجود التكامل : 

من المتوقع أنه إذا كانت كر متصلة فى خلية مغلقة 1 إلى ۸ » فإن كر قابلة للتكامل 
على 1 . سنثبت تنيجة أقوى تسمح الدالة كر بأن تكون غير متصلة على مكلة فثة بمحتوى صفر . 

*4 - 4 نظرية القابلية التكامل . نفرض أن ”2 1 هى خلية مغلقة ونفرض 
أن # f:1¬>‏ محدودة . إذا كان يوجد فثة جزئية 1221 محتوى صفر محيث تكون ر 
متصلة على ٤‏ )1 » فإن كر قابلة للتكامل على 1 . 

البرهان . نفرض أن 764 > | (+«)م| لكل ×٤1‏ ونفرض أن 0 < ع ممطاة . 
حينكذ يوجد (لماذا ؟) تقسيم ,م للخلية 1 بحيث إن (1) الللايا فى ,م الى تحتوى 
أى فقط من £ تحتوى هذه النقط فى داخلهم » وأن ( 1ذ) هذه الملايا محتوى كل أقل من ع 
الاتحاد © الخلايا مغلقة فى م7 الى لا تحتوى نقطاً من 2 هى فئة جزئية مدمجة تكون علييا 
الدالة كر متصلة . طبقاً لنظرية الاتصال المنتظم #م ‏ م ء يكون التةييد الدالة ر متصلا 
بانتظام على "© . بإحلال .5 بتكرير » إذا كان ذلك ضرورياً » رما نفترض أنه إذا كانت 
3 خلية ى١۲‏ ومحتوية فى © » وإذا كانت ملاعل ٠‏ ب فإنع>|(9)/-(*)]| 

نفتر ض أن 2 و ۶ تكريران للمقدار .۲ . إذا كانت ( :8)2 و (۴ 8)٥:‏ 
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ترمزان إلى أجزاء حواصل جمع رمان المتدة على الللايا فى © » فإن مناقشة مشاببة إلى تلك 
الموجودة فى الحزء التالى من برهان نظرية = CQ‏ تنتج 
|S(P; P=S(O:; P| > |S(P; P= S(P.; Pl + |S(P.; f) = 5')© P|‏ 
2ec(D‏ < 
باعل » إذا كانت ( ;5)0 و ( 5)۴ ترمزان إلى الحزء الباق من حواصل جمع 
رمان » فإن » 
+|S"(Q; f)| = 2Me‏ ار |S“(P; f) S(O; f} = |S"(P;‏ 
لذلك ينتج أن 
(23 + (1)ء2)ء = رز |S(P; fP-S(Q;‏ 


) ۲ - ٤۳ شکل‎ ( 


بما أن 0 < ۾ اختيارية » فنستنتج من معيار كوثى أن كر قابلة للتكامل على 1 . 
وهو المطلوب إتباثه 


ستعطى الشروط الضرورية والأساسية لقابلية التكامل فى (تمرين ٠۴‏ -ع) ومشروع 


am ¢4 
: تمرينات‎ 

م - (أ) . (أ) نفرض آن 6۴(,...,,ه)=ه» ونفرض أن 

[به ,]= J,‏ ...لبه ,]= J‏ هى غلایا فى 8 . أثبت أن ,ل ×۰۰-× 1=[ الا محتوى 


صفر فى ”۴ . ومن ثم آثبت أن للفثئة ۾ محتوى ضفر فى 8 . 


(ب) إذا أخذنا (يه,ره) =[ حنئذ تكون الللية ,ل»ا١0٠٠<ي1‏ ,3 = "ل حالية وها 
محتوى صفر . 

م4 - (ب) أثبت أن للفئة ”2>۴ محتوى صفر إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < م 
فئة محدودة ,1 K,,...,‏ المكعبات اتحادها حتوى 2 وبحيث إن ce(K٫ (+۰۰۰ +c)6.(>٤‏ 

6ع لم (ج ) اكتب تفاصيل البر هان للفرص » المذكور فى مثال ٤٣‏ - ؟ (و) ٠‏ 
الذى يقول إن المنحى ۸° >$ لدالة متصلة ۸ +[ ,ه]:] له محتوى صفر . 

م؛ - (د) إذا كانت ل خلية مغلقة فى *8 وكانت ۴ ج-7:م8 متصلة » أثبت. 
أن المنحنى ۸ >إ(3٤‏ ((,):((2 جع ,ر ,)4 للدالة چ غتوى صفر . 

۴ - (ه) نفرض أن 4>۴ هى فة تتكون من كل أزواج («إز ,«/) 
حيث م هو عدد أولى » وأن 1-م,...,1,2= زا . أثبت أن كل خط أف وأن 
كل خط رأمى فى 182 يقطع 4 فى عدد محدود ( غالباً صف رأ ) من نقط . هل4 ها حتوی صفر ؟ 


۴ - (و) نفرض أن 1۴ غلية مغلقة ونفرض أن اما,....1)= ۲ 
و لمل.....ل)- © تقسان الخلية 7 إلى خلايا مغلقة . أثيت أن 


j=1,...,m}‏ بخ رابك لفاك مر 

تقسم للخلية 7 وأن ۸ تكرير لكل من © و . يسمى التقسم ۸ بالعكرير المشارك 
للتقسييين © و ۲ . 

م4 - (ز) إذا كانت ع خلايا فى ۴ وإذا كانت © تقس) للخلية 1 » 
وضح أنه يوجد تقسيم © المقدار ل بحيث إن كل خلية فى ۲ تنتمى إلى © . 

+4 - (ح ) نفرض أن “228 فة بمحتوى صفر ونفرض أن 1 خلية مغلقة 
محتؤية 2 . إذا كانت .ل,...,,[ هى خلايا محتوية فى 1 الى اتحادها يحتوى 2 » 
أثبت أنه يوجد تقسيم م للخلية 7 بحيث إن الإقفال لكل ,ل هو الاتحاد للخلايا فى ۲ . 

۳ - (ط) نفرض أن 2>۴ فة بمحتوى صفر ونفرض أن 7 خلية منلقة 
تحتوى 2 . إذا كانت 0 < 8 » وضح أنه يوجد تقسيم ,۲ للخلية 7 عحيث إن للخلايا 
فى .8. الذى يحتوى نقطاً فى 2 محتوى كل أقل من 8 . 

+4 - (ى) فى الدرين السابق » وضح أنه يمكننا اختيار ,م محيث يكون لما 
الخاصية الإضاقية وهى أن الللايا ى ,م الى تحتوى أى نقطة للفئة 2 تحتوءها فى داخلها . 

ع4 - (ك) ف (تمرين ع4 -ط) ء إذا كانت 7 مكعبا » أثبت أنه يوجد تقسيم .0 
للمكعب 4 إلى مكعبات بحيث إن المكعبات فى .0 الى تحتوى نقطاً فى 2 لما محتوى كل أقل 
من € 
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۴ - (ل) نفرض أن ”۸> ۸ محدودة ونفرض أن ل و 1 خليتان مغلقتان 
فى ۴ عيث إن ل[لك>اكه . إذا كانت ۸> 4:؟ دالة محدودة » عرف 
© 6:1 ( على التر تيب ۴ + ل لتكون الدالة الى تنفق مع م على 4 وتنعدم على 
۸ (على التر تيب J۱۸ ٠‏ ) . وضح أن تكامل الدالة ور على 1 موجود إذاً وإذا فقط 
كان تكامل الدالة رر على ل موجوداً وفى هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

۳ - (م) نفرض أن ”2ح 4 محدودة ونفرض أن ے1 و )7 غليتان مغلقتان فى 
"8 یٹ إن ات ۸ . نفرض أن ۸ ج :م دالة محدودة » وأثنا » عند 2 ,1 = ز» 
نعرف ۸ ج f:‏ بأنها («)7 - (2), عند ×٤۸‏ وأن 0-(2)/ عند 114+ وضح 
أن تكامل الدالة رر على الخلية ,م موجود إذاً وإذا فقط كان تكامل الدالة رر على 221 
موجوداً » وف هذه الحالة يكون التكاملان متساويين . 

م - (ن) أثبت وحدوية تكامل دالة محدودة ر معرفة على خلية مقفلة "8 12 

۴۳ - (س) اكتب التفاصيل لبر هان معيار كوشى ٤۳‏ - 4 . 

۳ - (ع) نفرض أن ”1>۴ خلية مغلقة ونفرض أن ۴ <+1:؟ محدودة . 
حينئذ تكون الدالة ر قابلة للتكامل على 7 إذاً وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < ع تقسم 
عم للخلية 1 بحيث إنه إذا كانت (ط,...,,ل)= ۶ تكريراً بط » فإن 


> (M,= m)e()<e 

حيث إإدع + :()]) m= inf‏ و e J}‏ ع :(»)]) M = sup‏ عند „,...,1=ز تسمى هذه 
النتيجة معيار رمان القابلية للتكامل ( انظر نظرية )١ - ۳١‏ . 

4+ - (ف) نفرض أن “1-2 خلية مغلقة ونفرض أن 8# ج-1:م/ محدودة 
بالمقدار 24 . إذا كانت ٣ر‏ قابلة التكامل على 7 » أثبت أن الدالة |۴| تكون قابلة 
للعكامل على 7 وأن (1)عك/ة > زرا رز 

4م - (ص) نفرض أن 1۸8 خلية مغلقة ونفرض أن ج 1:ع f‏ قابلة 
للمكامل على / . أثيت أن دالة حاصل الضرب كر قابلة للتكامل على 1 . 

+4 - (ق) نفرض أن 1>۴ خلية مغلقة ونفراض أن (./) متتابعة دوال قابلة 
للشكامل على 7 . إذا كانت المتتابعة تتقارب بانتظام على 1 إلى كر » أثبت أن كر قابلة 


للعكامل علي 7 وأن 
)سد 
۴ - (ر) نفرض أن "128 مكعب مغلق ونفرض أن 8ج f, g:K‏ 


كت 


متصلة . أثبت أنه إذا كانت 0 < ع » فإنه يوجد تقسيم (12,...,,) - ,2 للمکعب 
إلى مكعبات محيث إنه إذا كانت را ,د أى نقط من 1,...,۲=ز K٤,‏ © فإن 


هع > | مرو وومر و - 16 ب | 


۴ - (ش) يعطى هذا الّرين مثالا يرجع إلى آى . ج . شونبرج(«) لمنحى حشو 
الفراغ نفرض أن +R‏ R:م‏ متصلة » زوجية » بدوره 2 ومحيث إن 


for Osts}‏ 0>0)؟ب 
=3t-1 for 1> >‏ 
1غع+)>ة for‏ 1= 


(1) ازسم شكلا تخطيطيا للدالة ب . لاحظ أن .1= مااباا 
(ب) إذا كانت 467 »ء عرف ()ع و (4)ي/ بأنها 


4 2 1 1 
+٠٠‏ (*3)ب أب e GD‏ جأد+ (0) مج - (1)0 


٠٠+350)م‏ بأد (*ق)م =JeGD+‏ ماع 
أثبت أن هاتين المسلسلتين يتقاربان بانتظام » أى أن ع ,/ر متصلتان على 1 . 
(ج) أوجد قيمة (0يم و ()ثر » حيث / ها المفكوك الللائى (قاعدة 3 ) 
المعطى كنا يل 
0.2002 ,0.0022 ,0.0220 ,02020 
(د) نفرض أن (« ,×) تنتمى إلى المنحنى ٠‏ (5-14)700(,8)0(:41 واكتب 
ر ,× فى صورة مفكو كها الفناى (قاعدة 2 ) : 
]86,8 د X= 0.» 201.0 y‏ 
حيث 8 و په يساويان إما صفراً أو 1 . نفرض أن £ هى العدد الحقيق المناظر الذى 
مفکو كه الثلا هو 
.... (د0.)2()28()26()28 دع 


أثبت أن )/- + و ()ج در . وإذن كل نقطة فى المكعب 15 ×1 تنتمى إلى المنحى £ . 


(») احق ج. شونيرج ( ١4.8‏ -200 ) ولد فى رومائيا وتعلم هناك وفى ألمانيا 
لعدة سنوات أثناء وجوده فى جامعة بنسلفانيا » حث ى نظرية المسدد » التحليل الحقيق والمركب » 
وتفاضل وتكامل المتغيرات . 
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4 - (ت) فئة “2-6 الا مقياس صفر إذا وجدت لكل 0 < ع معابعة 30) 
لحلايا اتحادها يحتوى 2 ومحيث إن 26)10(>8 

(أ) ما أن الفئة الخالية هى خلية » وضح أن فثة طا محتوى صفر يكون ها أيضا 
مقياس صفر . 

(ب) أثبت أن كل فة محسوبة فى ”۴ اها مقياس صفر . وإذن الفثة فى مثال 4# - ٠‏ 
( ز) ها مقياس صفر ( لکن ليس ها محتوى صفر ) . 

(ج) وضح أنه » ف التعريف « المقياس صفر » المعطى أعلى ع يمكن أن نحتاج إلى 
كون الحلايا مفتوحة » أو مكعبات . 

( د) أثبت أن لكل فئة مدمجة مقياس صفر أيضاً حتوى صفر . 

( ه) للاتحاد لعائلة من فئات محسوبة بمحتوى صفر مقياس صفر . 


مشروعات : 
۳ - 0 نفرض أن “1-8 خلية مغلقة ونفرض أن 8 ه1:م محدودة ي 
إذا كانت (.3,...,3) =۲ تقسيا لخلية 1 » نفرض أن 
m, = inf {f(x): x € J}, M, = sup {f(x): x € J}‏ 
عند , ... ,1 = تر وعرف حاصل الجمع العلوى والسفلى للدالة عر عند م كا يل 
Me()‏ بآ me), UP; f=‏ ررك ور L(P;‏ 
(أ) إذاكانت ( ;8)۶ أى حاصل جمع رمان المناظر إلى م » حينئذ 
L(P; f) = S(P;f) SU(P: f)‏ 
إذا كانت 0 < ع » فإنه يوجد حاصل جمع رمان 5)٨; f(‏ و f(‏ )ى المناظران إلى 
۶ بحيث إن 
SP;‏ = م - مم S,(P;f) > L(P: ]( + © U(P;‏ 
(ب) إذا كانت ۲ تقسما من 7 وكانت © تكرير ۶ © حينئذ 
L(P; f) = L(Q; f) = U(Q; f) = U(P;D‏ 
( ج) إذا كانت وم و ,۶ أى تقسيمين من 1 » حينة f( > 1)۴; f(‏ ,1)۴ 
( د ). عرف التكامل الأدنى والأعلى للدالة كر على / يأنه 
L(f) = sup {L(P; f}, UC =inf{U(P; f}‏ 
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عل التر تيب » حسبت اللهاية الأعلى والباية الأدنى تكون مأخوذة على كل أجزاء # . أثبت أن 
(7) 0ك (1)ة. . 

(ه) وضح أن ٣ر‏ قابلة للتكامل ( مفهوم تعريف ٤٣‏ - ۴ ) إذا وإذا فقط كان 
( 0)۴ ع (عر)ة › وف هذه الحالة يكون 1,7 -()13-()-.آ 

(و) وضح أن ر قابلة للتكامل إذا وإذا فقط كان يوجد لكل 0 < © تقسيما م بحيث 
إن ٭>(;L)۶-(U)۶:f‏ . (يسمى هذا الشرط أحياناً شرط رمان » قارنه بتمرين 
#واع). 

م؛ - 8 تطور هذا المشروع تكامل الدوال على خلية مغلقة “8 12 ويقيم ف 
۴° ,„ إذا كانت (3,... )=۴ تقسمالخلية م » فإن حاصل جمع ريمان 
( ;5)۶ المناظر إلى م هو حاصل جمع 

S(P; لا دم‎ cf) 


حيث ٤,‏ × ,يكون/1عنصر ۴8 1e‏ تكامل رمان للدالة كم على / إذا كان يوجد لكل 
0 < ع تقسم لخلية 1 بحيث إنه إذا كانت م تكرير ,2 وكان (ثر :)5 هوأى 
حاصل جمع ر يمان مناظر » فإن :>||1-(۶:f)؟||‏ . افحص أى النظريات الموجودة 
فى هذا الباب تظل صحيحة لدوال بقم فى ۴° , رضح أن '1+۴:؟ قابلة للتكامل إذا 
وإذا فقط كانت كل دالة 1....4 >3 ١,‏ © >7 قابلة للتكامل . ( هنا ,©,...,,© هى 
المتجهات الأساسية القياسية فى “8 ) . 


الباب الرابع والأربعون ‏ محتوى التكامل : 

سنقدم فى هذا الباب مجموعة الفئات بمحتويات » وأميز الدالة المحتوية كدالة حقيقية القيمة 
معرفة على هذه المجموعة من فئات . سنحصل الآن على بعض خواص أبعد للتكامل على فئات 
محتوی » ونوضح كيف أنه يمكن حساب التكامل « كتكامل مكرر » . 

١ - 44‏ تعريف . إذا كانت”2 > ۰۸ حينئذ نتذكر أن نقطة ”2 © × يقال إنها 
نقطة حدودية للفعة 4 إذا احتوى كل جوار × على كل من نقط فى 4 ونقط فى مكلها(6)4© 
حدود 4 هى فئة جزئية من الفراغ ”8 وتتكون من كل النقط الحدودية من 4 ؛ وسيرمز 
ا بالرمز (4) 6 . 

نتذكر أنه إذا كانت "۸ 4 ٠‏ فإن نقطة الفراغ “8# هى بالضبط إحدى النقط 
الآتية : نقطة داخلية من 4 » نقطة حدودية من ٠‏ أو هى نقطة خارجية عن 4 . يتكون 
الداخل 49 من كل النقط الداخلية من 4 ؛ هى فئة مفتوحة فى “۴ كا لاحظنا أعلاه 
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تحتوى الحدودية (5)4 على كل النقط الحدودية من 4م ؛ هى فئة مغلقة فى ۴° . إقفال -4 
هو اتحاد (5)4 ا ۸ ؛ هو فة مغلقة فى ° . 

نتوقع عادة أن الحدودية لفئة صغيرة ء لكن هذا ناتج بسبب تعودنا التفكير فى المستطيلات 
والدوائر والأشكال الأولية . يوضح مثال +4 - ۲ (ز) أن الحدودية لفئة محسوبة فى 
الفراغ ۸ مکن أن تساوى حدوديتها 1×1 


فئات مع محتوى : 

سنعرف الآن المحتوى لفثة جزئية من الفراغ "8 الى حدوديتها لها محتوى صفر . 

4 - 7 تعريف . فة محدودة "28 > ل حدوديتها (5)4 والی ها محتوى صفر يقال 
إن ها حتوى . سيرمز للمجموعة لكل الفئات الجزئية للفراغ ٠۴"‏ الى ها محتوى بالرمز 
(85)© . إذا كانت ٤9)۸"(‏ ۸ وإذا كانت م خلية مغلقة تحتوى 4 © فإن 
الدالة ريم المعرفة بأنها 

XEA, ye Rı(x)=1 
xEI\A ue =0 

متصلة على 7 ماعدا إمكانية عدم اتصاها عند نقط من (0)4 . ومن ثم رع قابلة للتكامل على 1 
ونعرف المحتوى (4)ء للفئة 4 بأنه يساوى ,م ر . أى أن 


]ده ]درم 


لاحظ أنه إذا كانت ”8 ل خلية ع حينئذ تتكون حدوديتها من الاتحاد لأعداد 
محدودة من ر الأوجه » الى هى خلايا كل ها محتوى صفر . [ مثال ذلك » إذا كانت 
[4 ,ء] × [4,5] = ل ٠‏ حينئذ (/)6 هو الاتحاد للأربع خلايا 
[a, b]x[c, e], [a, b1x (4d, d]‏ 
[a,a]x (c,d). [b, b]x(c, d]‏ 
.هذه الللايا الأربع نضها هى أيضاً الحدودية لخلية (4 )٠,‏ × (6,8) ] ينتج أن خلية فى 
۴ يكون ها محتوى ؛ بالإضافة إلى ذلك » يكون من اللسهولة ملاحظة أنه إذا كانت 
٠ J =[a, bı]x-**X[ap, bp]‏ فإن 


c()= | 1= (0-a) -(b, =a) 


ومن ثم يتفق معى المحتوى لللية ٠‏ كا أعطى بتعريف ( ٤٤‏ = ۲) > مع التعريف 
للمحتوى امختص ترجع بخلية مغلقة فى باب م4 . بالمثل تستخدم ملاحظات مائلة لايا أخرى 


1 


ی الفراغ ”8 » بوجه خاص » نلاحظ أنه إذا كانت (م2 بيه] 2٠٠١6‏ (6 ,يه] - K‏ 
فإن 
e(K= f 1= (bı = a) ٠٠١ (Dp ~ ap).‏ 
Kk‏ 
سوف نوضح الآن أن المفهوم محتوى صفر الذى قدمناء فى تمريف ( ١ - ٤٣‏ ) يتفق 
مع المفهوم المحتوى الذى قدمناه فى تعريف ( 44 - 8 ) . 
8-44 مفترض . يكون للفئة 8-87 الا محتوى صفر ( مفهوم تعريف 
١ - ۴‏ إذا وإذا فقط كان طا محتوى ( مفهوم تعريف 44 - 8 ) ويكون 0 = (4)» . 
البرهان . نفرض أن "2 ح ۸ ا محتوى صفر . حينئذ » إذا كانت 0 < عم » 
فيمكننا أن حصر 4 ف الاتحاد لا لعدد محدود لحلايا مغلقة بمحتوى كلى أقل من ع . ما أن 
هذا الاتحاد لا هو فثة محدودة » فإن 4 مدودة » بما أن ل مغلقة » فإنها تحتوى أيضاً (4 )5 
بما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن (6)4 هما محتوى صفر ؛ ومن ثم 4 لا محتوى وأن 
6 | = )4( 
A‏ 
الآن ينتج من مفترض ( ٤٣‏ - ۷ ) أن 0 = (4) . 
وبالعكس » نفرض أن ۴ 2 ۸ فا محتوى وأن 0 = (0)4 » ومن ثم توجد خلية 
مغلقة # تحتوى 4 وبحيث تكون الدالة 
gı(x)=1 for xEA,‏ 
for xel\A,‏ 0= 
قابلة القكامل على 1 . نفرض 0 < © معطاة ونفرض أن ۶١‏ تقسم 1 بحيث إن أى حاصل 
جمع رمان المناظر إلى ,۴ قق (>١‏ ع .5)۲ =0 . إذا أحذنا النقط الوسطى فى 
(بع:,) . لتنتمى إلى 4 كلما كان ذلك مكنا » فنستنتج أن ۸4 تكون محتوية فى 
الاتحاد لمدد محدود لايا فى ,8 بمحتوى كل أقل من ع . أى إن 4 هما محتوى صفر معى 
تعريف ( .)١ ¬ ٤۳‏ 
4 - 4 نظرية . نفرض أن 8 و 4 تنعميان إلى (7)ن ونفرض أن "۸× . 
(أ) الفتتان 8 م ۸ م 8 ل ۸ تنتميان إلى ("22) 2 وأن 
c(A)+c(B)=c(A N B)+c(A UB)‏ 
(ب) الفعان 8 ١‏ 4. تنعمیإن إل و 8 وأن ("2)8 و 
c(AUB)=c(A\ B)+c(ANB)+c(B\ A)‏ 


فكت 


( ج) إذا كانت (لك € ه: + ع) - ۸ +× » فإن 4 + × تنتمى إلى (”2)12 وأن 
c(x+A)=c(A)‏ 
البرهان . من الفرض » الحدوديتان (8)ط ,(5)4 طما محتوى صفر . سنتر ك كتمرين 
للقارىء توضيح أن الحدو ديات 
b(ANB), b(AUB), b(A\B), b(B\ A)‏ 
هی محتوية فى (5)8لا(4)م6 . ينتج من هذا ومن شال ۲-٤۳‏ (ج) أن : 
AUB A\B sB\A‏ ,408 تنسى إلى 9(R°)‏ 
نفرض الآن أن 1 خلية مغلقة تحتوى 8 ل 4 ونفرض أن ا دا اڳ هى 
الدوال المساوية للواحد الصحيح على 8 ل ۸ ,08 ۸ ,8 ,هر » على الترتيب » ومساوية 
صفراً حلاف ذلك على 7 . ما أن كلا من هذه الدوال متصلة ماعدا على فثات محتوى صفر» 
فإنها قابلة للتكامل على 7 . ما أن 
f+ fe‏ د fa + fo‏ 
فينتج من نظرية ( 4# - ٠‏ ) وتعريف المحتوى أن 
+[ حم إخم | eA)+e(B)=‏ 


[+= + ff 

=c(ANB)+c(A UB) 
. ما يثبت القانون المعطى فى () » ورمكن برهنة القانون فى (ب) بالمثل‎ 

لبرهان (ج ) » لاحظ أنه إذا كانت 0 < ع معطاة وإذا كانت «ل 1,٠.‏ غلايا 
بمحتوى كل أقل من ع اتحادها حتوی (2)/4 > حينئة «3 + × ,... روك + × خلايا بمحتوى 
كل أقل من ع اتحادها يحتوى (4 + )م . بماأن 0 < ع اختيارية » فإن الفئة 4 + ×< 
تنشمى إلى (”2)8 . لتوضح أن (۸(=)4+ »)ء ونفرض أن 7 خلية مغلقة تحتوى 
4 » ومن ثم تكون / + × خلية مغلقة تحتوى 4 + × . نفرض أن ۸ ج f:‏ 
بحيث إن 1= (2)ير عند 4لا وأن 0= (2)ير عند 6114( ونفرض أن 
pix +1! 2‏ بحيث إن 1 = (2) كر عند ك4ل+«عج وأن 0= (2) ير عند 
(4+×)1(۱+×)26 . وضح أنه لكل حاصل جمع رمان للدالة رر يوجد حاصل جمع 
رمان مناظر للدالة كر ويساويه . وإذن 


f= |, =e +4)‏ | دلم)ه 
وهو المطلوب إثباته 


۸ 


4 - ه نتيجة . نفرض أن 8 و 4 تنتميان إلى (”2:)14 
(Î)‏ إذا كانت 8-6 مك4 c(AUB)=c(A)+c(B) ijj‏ 
(ب) إذا كانث 8م + ili‏ (ه)ء-(8)ء- (ماهء 


نمبيز للدالة المحتوية : 
قد رأينا أن الدالة امحتوية ۸ ج (820) 2 :ع موجبة « إضافية » » م ثابتة تحت إزاحة ». 
و تخصص القيمة 1 إلى مكعب « نصف مفتوح » . 
Ko= [0, 1)x<([0, 1)x-۰-x[0, 1)‏ 
سنوضح الآن أن هذه المواص الأريع أميز © . 
44 - 5 نظرية . نفرض أن 2 ج-(2)85:/د دالة ذات الفواص الآثية : 
(i)‏ 0< زمه كل (2)8عم 
(ii‏ إذا كانت 0 همهم ,م A, B€®(R°)‏ 
فإن y(A)+ (8B)‏ -(8 لاه)روة 
(ثث) إذا كانت xe R°‏ و 4(A۸)= y(x + A) ili A € ®(R°)‏ 
y(Ko) =1 (iv)‏ 
حينئذ نجد أن (ش)ء = (۷)۸ لکل (2)۴۸° € لم 
البرهان . إذا كانت 6م » نفرض أن »× هى المكمب « النصف مفتوح » 
Ka = ]0, 27”) x ]0, 2"( ٠٠ ١10, 27(‏ 
نلاحظ أن ميل هى الاتحاد إزاحات غير متصلة عددها "2 للمكعب .× + إذن 
lags 1 - (Ko) = 2"y(K,)‏ (كل)ء = "1/2 Y(K.)=‏ 
نفرض أن 8 ,4 تنتیان إلى (9)۸ ونفرض أن 8> ۸ . حينئة مكننا أن 
نکتب (4١81)لاك‏ -8 ماأن 8-(40)8144 ء نينج من (ل) ,() أن 
y(B)= y(A)+y(B ١ A) = (A)‏ 
ومن ثم تكون ۲ مطردة بمعى أنه إذا كانت 8 > ۸ فإن (7)8 = (۸) . نفرض الآن 
(2)8ءع ۸ بما أن 4 محدودة > حينئذ لبعض لزع 34 > تكون الفئة 4 محتوية ى 
داخل مكعب مغلق 1 طول نصف ضلعه هو ”2 ومركزه عند 0 . إذا كانت 0< 8 » 
فيوجد تقسيم للمكعب 1 إلى مكعبات صغيرة طول ضلع كل مها 2 . مثلا » بحيث يكون 
محتوى الاتحاد لكل المكعبات .1 ...ا المحتوية فى 4 تزيد عن ع (0)4 » ونحيث 
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إن محتوى كل الحلايا (د > ۲) ,1 ,...,,1 الى تحتوى. نقطاً من 4 لاتزيد عن 8 + (6)4 
( انظر 'تمرين 44 -ط) . الآن كل من هذه الفئات 1 نختلف عن إزاحة ,)+× بفئة 
م+لهاء = (+K) = (4) > ej +k»)‏ نا)» دء-زم)ء 


الآن كل من ۲ و ب لاتتغيران تحت إزاحة الفثة وتتفق مع >1 . وبالإضافة إلى ذلك ۲ و 6 
هما قابلتان لجمع تحت اتحادات محدودة غير متصلة . حينئذ ينتج أن 


كتج هديع سجس ري - (سدى (Û‏ 


)+= 
ينتج من هذا وحقيقة كون 4 مطردة أن 
لم2 +K»)‏ 5 )د > (A)‏ < لك c(A)-e = (U (i+‏ 
وهو المطلوب إثباته 


4 - لانتيجة . نفرض أن (>R‏ 3)R:س‏ س دالة تحقق الحواص (1) 
و (لذ) و (ففة) حينئذ يوجد مقدار ثابت 0 < مم بحيث إن (4)ء =(4) كل 
(2)80 عم 


ار هان . ما أن بم تحقق الخاصيتين (1) و (فة) » فن السبل ملاحظة أن بم مطردة 
منى أن 8 ۸ تضمن أن (8)س > (4)س . إذا كانت 0= (م)س › فإن بر 
لأى فئة محدودة هی صفر » ومن ثم ينتج أن 0 = (4) بر لكل (”2)8 » ۸ » لذلك مكنا 
أخذ 0 = يم . إذا كانت 60 (460)س ۰ نفرض أن 
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4= لهاس جام‎ for all A e ®(R”) 
» ما أننا رأينا حالا أن ب ها المواص (*1) و(فنة) و (فة) و (ة) المد كورة فى النظرية‎ 
فينتج أن م = ۲ . وإذن تأخذ (مكل)م = ۸ 00 وهو المطلوب إثباته‎ 


خواص اضافية للتكامل : 

سنعطى الآن بعض خواص إضافية للتكامل مفيدة غالبا . 

44 س م نظرية . نفرض أن (2)80 © كر ونفرض أن ۸> 4/:] محدردة 
ومتصلة نى 4 . حينئذ تكون ر قابلة للتكامل على 4 . 

البرهان . نفرض أن 1 خلية مغلقة حيث ۸>۲ ونفرض أن ۸ +-1اثر 
تساوى الدالة كر على 4 وتساوى صفراً على 114 . ما أن ؛/ محدودة فى / ومتصلة على 
(1۱0)4 فينتج من نظرية القابلية للتكامل ( ۴+ - 4) أن 5 تكون قابلة التكامل فى 7 . 
لذلك تكون كر قابلة للتكامل على 4 . وهو المطلوب إثباته 

سنوضح الآن أن التكامل يقبل الجمع بالنسبة إلى الفئة الى يكون التكامل مأخوذا عليها . 

4-44 نظرية. (أ) نفرض أن ر4 و ,4 تنتمى إلى (۸)® ونفرض أن 
2:42 لا توى صفر . إذا كانت دك ل۸ = ۸ وإذا كانت ۸ < 4 : / قابلة 
التكامل على 4 و .4 فإن ار قابلة الدكامل على 4 وأن 


(44.1 [rj rft 
م‎ A1 A2 
(ب) نفرض أن 4 تنتمى إلى (”۸)® . ونفرض أن (2)۸ 4:6 ,۸ حيث إن‎ 
[:4 وبحيث إن :۸:04۸ ها ترى صفر . إذا كانت ۸ د‎ ۸A4 
قابلة العكامل على 4 » وإذا كانت تقبيدات الدالة ۴ر على 42 و ,4 قابلة الشكامل » فإن‎ 
. تظل صعيحة‎ )١ - 44 ( 
البرهان . (أ) نفرض أن 7 خلية مغلقة تحتوى على ر4 ل ,۸ = ۸ ونفرض أن‎ 
. / ج1:م 0 تساوى ثر فى 4 وتساوى صفراً فى أى مكان آخر فى‎ #8, -2 
من الفرض رار و رار قابلتان التكامل على 7 وأن‎ 


ينتج من نظرية مغ - ه أنيكر + ور قابلة العكامل على 1 وأن 


n+ f f‏ إعهوعنى] 
ها أن f:)×(+ f)×(‏ - (م)م بشرط آن(4 ۱)۸0 ×٤۸‏ » فينتج الآن من مفرض 
۴ء - م أن ثر قابلة للشكامل على 4 وأن ( ؛ - ١‏ ) تظل صميحة . 


(ب) نحتفظ برموز البرهان فى (أ) . من الفرض ء ور قابلة التكامل على 1 . تنكون 


o. 


الآن fı(x) = f(x) + fax)‏ ماعدا عند × ىق 42١ارك‏ > فثة محتوى صفر . 
لذلك ينتج من نظرية 4۳ - ه ومفترض #غ - م أن 


]ان ]دصح سر ]| 
j.‏ 
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وهو المطلوب إثباته 
لاحظ أنه إذا كانت ۴< :م دالة محدودة قابلة للتكامل » حينئذ يتحقق 
الغرض الموجود فى +4 - 4 (ب) الذى يقول إن تقييدى الدالة ر إلى 42 و ,4 قابلتان 
للعكامل تكون أوتوماتيكياً ( انظر تمرين ٤٤‏ -ى ) . 
النتيجة القادمة مفيدة غالباً لحساب قيمة التكامل . 
٠١ - 4‏ نظرية . نفرض أن ٤9)۸”(‏ ۸ ونفرض أن ۴۸ ج 4:] قابلة 
للعكامل على 4 ومحیٹ إن 24 >> |(*)]| لکل ۸ ع × . حينئذ 


)44.2( ا ا‎ 1 > Mc(A) 
لكل اع » فإن‎ 1 > f)×( > 04 وبصورة أعم » إذا كانت / حقيقية القيمة وكانت‎ 
)44.3( me(A) = f > Mc(4A) 
البر هان . نفرض أن ثم امتداد الدالة ر للملية مغلقة ۲ تحتوى 4 . إذا كانت‎ 
ع معطاة » فإنه يوجد تقسم («[,...,,[])= .۴ للخلية # محيث إنه إذا كانت‎ < 0 
٠ هی أى حاصسل جمع رمان المناظر » فإن‎ 5)۶. /( 
S(Pif)=e = | f = S(P.; +e 


تلاحظ أنه إذا اختير ت النقطالوسطى لحاصل جمع رمان خارج 4 كلما كان ذلك مكتا» 
فتجد أن 


)02م 30 S(P.;f)=‏ 
حيث يؤخذ حاصل الجمع على هذه الحلايا فى ,7 المحتوية كلية فى 4 . ومن م 
S(P.;f)<s MX c(J) > Me(A)‏ 


لذلك نحد أن 


o. 


f= | f =Me(A)+e‏ ا 


وما أن 0 < ع اختيارية فنحصل على الطرف الأرمن من المتبايئة ( ٠٤‏ - ۴) . يثبت 


الطرف الأيسر بطريقة مائلة . وهو المطلوب إثباته 
كنتيجة هذه النتيجة » نحصل على النظرية الآتية » الى هى امتداد النظرية الأولى القيمسة 
المتوسطة .١ = #٠‏ 


١١ - 44‏ نظرية قيمة متوسطة . نفرض أن (”2)18 © 4 فة متصلة ونفرض 
أن ۴۸ ج 4 f:‏ محدودة ومتصلة على 4 . حينئذ توجد نقطة 4 © م بحيث إن 


(44.4) |. f= fee) 


البرهان . إذا كانت 0 = (4)ء » فالاستنتاج .بسيط » لذلك نفرض أن 0 26 (4)ء. 
نفرض أن : 
m =inf{f(x):x e A}, M =sup {f(x):x e A}‏ 
فينتج من الحزء الثانى من النظرية السابقة أن 
1 ل | رح > n‏ (44.5) 


إذا كانت كل من المتباينتين الموجودتين فى ( 44 - ه ) دقيقتين » وتنتج النتيجة 
من نظرية القيمة الوسطى لبولتزانو ۲۲ - 4 . 

نفرض الآن أن (ه4)ء284 = f‏ ر . إذا كان حصلنا على الهاية الأعلى 14 عند 4 € م » 
فينتج المطلوب أيضاً . لذلك نفئرض أن الاية الأعلى 74 ليست عند 4م . ما أن 
0 (2»0)4 وتوجد خلية مغلقة 4رع >1 » محيث إن 0 6 ()ن (انظر مرين 
4 - ز) بما أن × مدمجة وأن كر متصلة على ع » فتوجد 0 < ع نحيث إن 
M e‏ > («)/ر لكل كاعر . ما أن (كراه)لا» - ۸ فينتج من نظرية 
44 سو ilet‏ 


+f, 0‏ 1 1 ا 1/20 
(M~ e)c(K)+ Mc(A \ K) > Mc(A)‏ < 
هى تقلص . إذا كانت (4اء” = f‏ ءا » فنستخدم مناقشة ماثلة . 
1 وهو المطلوب إثباته 


التكامل كتكامل مكرر : 


يكون من المرغوب معرفة أنه إذا كانت ۴ر قابلة العكامل على خلية مغلقة 
J = (a, bı]x۰ ۰۰ X[ap, b,]‏ 
فى ۴ وها قم فى ۴ » فإن التكامل f‏ را مكن حسابه بدلالة « تكامل متكرر » لطيات م : 


عه ]<<| زم (Elfen...‏ 


هذه الطريقة لساب التكاملات الثنائية والثلائية بطريقة التكاملات المتكررة مألوفة للقارى. 
من علم حساب التفاضل و التشكامل الأول . سنعطى تحقيقا لهذ الطر يقة : البساطة سنفتر ض أن 2-م» 
لكن من الواضح أن النتيجة صحيحة فى حالة أبعد أ كار 5 


44 - ۴ نظرية . إذا كانت ر متصلة على خلية مغلقة [4 ,>] ×[ ,ه] = ل إلى 27 


| t= ] {free ar} a 
= {f fo) av] a 


البرهان . لاحظنا فى نظرية التبديل ١م‏ - 4 أن التكاملين المكررين متساويان . 
لتوضيح أن تكامل الدالة كر على 4 يكون معطياً بالتكامل المكرر الأول » نفرض أن / 
معرفة عند [4 ,6]ء ر بأنها 


فإن 


. 


F(y)= 1 f(x,y) dx 


نفرض أن 4 = بر ك ٠٠٠‏ ك إل كمرك تقسم لفترة [4.ن] ع لفرض أن 
EE E‏ تسم للفتر ة [6 ,4] » ونفرض أن ۴ ترز إلى التقسيم 
للفترة ل الناتج من استخدام الملايا [رر -رر] ×[ ر ں] . تفرض أن *رر هى أى 
نقطة فى [رر,١-رر]‏ ولاحظ أن 
e PF‏ 3 
عه foc yf) ax = [ fey)‏ | دوم 


حسب النظرية الأولى للقترة المتوسطة ۴١‏ - 5 » يوجد لكل )وار نقطة × فى 
زد ,-»×] يث إن 


Û f y0 =x)‏ ووم 


0. 


بالشرب فى (,_رنوس رو) ثم الممع تحصل على 
لحرلا = fxs yOu = x«-D(y;‏ لذ 2 > F(y P0; = yi)‏ 2 


الآن يكون المقدار الموجود فى الطرف الأيسر هذا القانون هو حاصل جمع رمان 


الاختيارى التكامل 
ax} a‏ درمز | !]| = [Fo av‏ 


قد وضحنا أن حاصل جمع رمان السابق يساوى حاصل جمع رمان القماص والمناظر 
التقسبم م . ما أن ثر قابلة للعكامل على ل » فتحصل على إثبات وجود التكامل المكرر 
ومساواته بالتكامل على ل . وهو المطلوب إثباته 


تعديل بسيط البرهان المعطى فى النظرية السابقة يعطى النص الأقوى قليلا . 


١۴ - 44‏ نظرية . نفرض أن ۴ قابلة للتكامل على المستطيل ‏ [4 ,]×[ ,ه] = [ 
إلى ۴ ونفرض أنه » لكل [4,ء]عر ء تكون للدالة (7 ,عد )مرج ب لفترة 
[5 ,ه] إل ۸ متصلة ما عدا إمكانية عند عدد محدود من نقط » الى عندها يكون ها نهايات 


طرف واحد . حينشذ 
t= f {free sax] ay‏ | 


كنتيجة هذه النظرية » سنحصل على نتيجة تستخدم غالباً لحساب التكاملات لدوال معرفة 
على فئة محدودة بمنحنيات متصلة . والملائمة » سنقرر النتيجة ف الخالة الى فيها تكون للفئة 
قطع خطوط مستقيمة أفقية كحدود عليا وسفلى ها ومنحنيات متصلة كحدود جائبية . ومن 
الواضح أن نتيجة مائلة تظل صصحيحة . إذا كانت الحدود الحائبية هى قطع خطوط مستقيمة رأسية 
وكانت الحدود العليا والسفل منحنيات . تعامل فئات أكثر تعقيداً بتحليل الفئات إلى الاتحاد 
لفئات جزئية من هذين النوعين . 

١4 - 44‏ نظرية . نفرض أن ۴7 > 4 معطاة كا يل : 

(ك = رع ء ,(8)9 = YJia(y)= x‏ ,) - هم 

حيث 8 ه دالتان متصلتان على [4 ,©] بقيم فى [5 ,4] . إذا كانت ر متصلة على 
© + 4 » فإن ر قابلة التكامل على 4 وأن 


ال ااا 


)١ - ٤٤ فشكل‎ ( 


البرهان . نفرض أن ل خلية مغلقة تحتوى 4 ونفرض أن رم هى الامتداد للدالة كر 
إلى ل . يوضح تغيير لمثال مغ - ۲ ( و) أن حدود الفئة 4 ها محتوى صفر ؛ وإذن تكون f‏ 
قابلة للشكامل على ل . الآن لكل [4 ,]عر تكون الدالة (ن,»)ر,م جد متصلة 
ماعدا إمكانية عند النقطتين ()8 و (7) » » الى عندها يكون ها نهايات طرف واحد 
ينتج من النظرية السابقة أن 


= [ {f res» ax] a 


|, 10» 4) © 


ss 
چت‎ 
١| 
س‎ 
ER 


| 


کت 


وهو المطلوب إثباته 
تمرينات : 
4: - (أ) إذا كانت ”4>۸ ٠‏ فإن نقطة تكون نقطة حدودية للفئة 4, إذا 
وإذا فقط كانت نقطة حدودية للمكلة (6)4 للفئة ۸4 . حينتذ ‏ ((5)6)۸ -(ماط 
٠‏ 44 - (ب) نفرض أن "4>۴ ٠‏ ونفرض أن (6)4 هى الحدودية للفئة 4 . 
(أ) الفئة (4)ة مغلقة فى ”۸ . 
(ب) الداخل (ه)410 -"لم مفتوح ف #0 ويحتوى كل فثة مفتوحة © حيث 
GSA‏ 
(ج ) الإقفال رم)ون بم --م مغلق ی8 ویکون محتوياً فى کل فة مغلقة ۴ 
حيث AGF‏ 
4 - (ج ) نفرض أن ۸>۴ ونفرض أن (4)طل ۸= ۸ هو إقفال 
ألفئة 4 . وضح أن (4)>( 4)ط . اعط مثالا لتوضح أن التساوى يمكن أن يظل 
صحيحاً » ومثالا يوضح أن التساوى کن أن يفشل . 


كه 


٤‏ - (د) نفرض أن 8 ,4 فثتين جزئيتين من ءج , وضح أن الحدود لكل الفئات 
ANB, A\B, AUB‏ 
يكرن غترياً فى .(8)طلا(هاط . (إرشاد : -((ه)6)©6-ه - لماه ). 

٤‏ - (ه) تكون فثة ۸7> ۸ منلقة فى ”8 إذا وإذا فقط كانت 4ك (م)ط 
تكون فئة “828 مفتوحة فى ° إذا وإذا فقط كان @=(06)8 8 

4 - (و) إذا كانت (€9)۸° A‏ › وضح أن داخلها (هم)مام -0م وإتفاها 
(4)ط 0 ۸ = ۸ ينصيان أیضا إلى 2)F°(‏ وأن (ته)ء - (م)ء عثهاء 

٤‏ - (ز) إذا كانت (مه)وعم وكانت 0< (4)م > أثبت آنه توجد 
خلية منلقة K>۸‏ محيث إن 260 كل)ه . 

44 - (رح)إذا كانت ۸۶> ۸ » نعرف المحتوى الداخلى واللارجى افئة 4 بأنها 

cx(A) = sup c(U), c*(A)=infc(V), 
ويؤخذ الد‎ ٠ ,4 حيث يؤخذ الد الأعلى على فئة كل للاتحادات المحدودة لكلايا حجوية فى‎ 
. 4 الأسفل على فئة كل الاتحادات المحدودة للحلايا تحتوى نقطا من الفئة‎ 
أثبت أن (ه)”» > (ك)يه 2 وأن 4 لها محتوى إذا وإذا فقط كان‎ )( ٠ 
. (4)*م = (4م)يم » ف هذه الحالة تكون (4)ء هى هذه القيمة المشتركة‎ 
(ب) إذا كانت 8 ,4 فتين جزئيتين غير متصلتين للفراغ “8 ¿ وضح أن‎ 
c*A UB) ع‎ c*(A)+c*(B) 

(ج ) أعط مثالا لفئتين غير متصلتين 4,8 حيث إذ(8 نا ه)”» = (8)* = (۸)* 0۶ 

4 -(ط) نفرض أن 0٤×‏ ونفرض أن ۴> فو مكعب بنصف 
طوله هو "2 ومركزه 0 . عند ۸٤۸‏ تقسم ا . إلى شبكة مس6 طوهسا ”2 
المكون بمجموعة كل المكعبات لى ب1 بطول جازى "2 وبنقط طرفية قياسية زوجية المقام. 
(أى إن » نقط طرفيه على الصورة "8/2 حيث (2 86 

(1) إذا كانت ,1>1 خلية مغلقة وكانت 0 < م > وضح أنه يوجد الارعم 
بحيث أن الاتحاد لكل المكعبات فى .»6 الى تكون محتوية فى ل له محتوى كلى يزيد 
عن ع (ث/)ن والاتحاد لكل المكعبات فى .© الذى يحتوى نقطافى ل له محتوى 
كلى أقل من ع +(7) © . 

(ب) إذا كانت ,ل 4 فا محتوى وكانت 0 < ع » وضح أنه توجد ۸٤٩‏ 
يحيث إن" الاتحاد لكل المكعبات فى ,0 الى تكون محتوية فى 4 لما محتوى كلى يزيد عن 


6.9 


c(4) +e‏ والاتحاد لكل المكعبات ى .0 الذى يحتوى نقطا ی 4 له محتوى كل 
أقل من c(4) +e‏ . 

44 - (ى) نفترض أن 1۴٠‏ خلية مغلقة ونفرض أن © < 1:/ قابلة للتكامل 
على 1 . إذا كانت 1 > 4 لا محتوى ء فإن تقييد الدالة ر إلى 4 يكون قابلا للشكامل 
على 4 . (إرشاد : استخدم تمرين ٤۳‏ ¬ ئ) . 

4؛ -(2) نفرض أن (2)80 46 ونفرض أن ۾ ور قابلتان للعكامل على 4 
وأن 0<(جا)ع لكل ×٤4‏ . إذا كانت (4)/ مسه- 304 ,(4)]/ كصذ- : فإنه يوجد 
عدد حقيقى [51,44] ع سم محيث إن 


م =u‏ أ 


4 - (ل) إذا فرضنا بالإضافة إلى الفرض الموجود بالمّرين السابق أن ۸4 موصولة 
وأن ر متصلة على 4 » حينئذ توجد نقطة 4 >7 عيث إن 


ف إهادل] 

)0, 1( × )0,1( -(م) نفرضأت [۸6۸:(.ر ,»)) هی سرد النقط فى‎ ٤ 
)0, 1( × )0,1( بإحداثيات قياسية لكل ۸6۸ »ع نفرض أن 7 خلية مفتوحة فى‎ 
7 تحتوى على (. ») ونفرض أن .ابلا =6 . أثبت أن © هى فة مفتوحة فى‎ 
أثبت أنه إذا كانت 1(>1)ء > » فإن الفئة‎ )0,1(<)0,1(١©6 حدودها (©)6 هی‎ 
. المفتوحة © ليس ها محتوى‎ 

٤4‏ (ن) - استخدم المصطلحات العلمية الموجودة ف تمرين (4-۷) » نفرض أن 
[0,1]> 4 هى فثة « مثل فثة كنتور » طوها 4# . إذا كانت ]0,1[ K = 4 X‏ 
أن K‏ هى فة جزئية مدمجة من ۸7 » وأن ٤‏ = (K)ط‏ ع وأن کلیس ها محتوى . 

٤4‏ - (س) نفرض أن 8 >6 ونفرض أن ۸ <[ط,ه]:؟f‏ متصلة ويحيث 
أن 0 < (×) f‏ نكل [0 ×٤]‏ نفرض أن ((2)/ > ر >0 ,( = × = :(ر ,)=$ 


تسمى فثة الأحدائى الرأمى للدالة ر. بفحص حدود الفثة م كأثبت أن ها محتوى . أثبت أن 


505 1 1 149| dx = 5 dx 


4؛ - (ع) نفرض أن ۸ > 4 هى الفثة المذكورة فى آمرين ( 6+ - م) وتفرض 
أن ر معرفة على ۴ > [0,1[×]0,1]= 0 باہا 1 = (بر ,)ير عند ۹۸( ) 
وبأن 0 > (ر,«») ر فيا عدا ذلك.وضح أن 4 ليس ها محتوى وأن كر ليست قابلة 
للتكامل على © . لكن » التكاملات المكررة موجودة وتحقق 


0.۸ 


[ {free ax] av = f {f fess) do} عه‎ 


4 - (ف) نفرض أن [0=]0,1[×]0,1 ونفرض أن ۴< 0:/ معرفة 
بأنها 0 = (« ,)ر إذا كانت إما × وإما لر غير قياسية وأن 1/۸ = (لر ,»)ر إذا 
كانت ل قياسية و كانت ۳/۸ = × حيث 0 < ۸ و ” هما عددان صحيحان أو ليان نسبياً . 


وضح أن 
0= 4 ]4 دما لأ >1 ,| 
لکن برك (رر ,»)م إل غير مو جود لعدد قياسى × . 
44 - (ص) نفرض أن ۸ے[ خلية مفتوحة تحتوى (0 ,0) ونفرض أن 8 جه 3:/ 


متصلة على ل . عرف 2ج :يم بالتكامل المكرر : 


F(x - 1! {fre 0 ar} di 


(x y)eJ sie DıDıF(x, y)= f(x, y)= D,D,F(x, y) و ضح أذ‎ 

4 - (ق) نفرض أن ل هى كا فى القّرين السابق ونفرض أن ۸ +[:6 
بحيث إن 222106 متصلة على ل . استخدم هذا ارين لإثبات أن 0,06 موجود 
وسارى 6رهوه .| 


44 - (ر) تنفر ض أن [بطبمه] ٠٠ ١»‏ [رطريه] > J‏ ونفر ض أن © ج :م متصلة . 
نفرض أت [,ط ,په]×۰۰۰×[:ط ريه] > ر[ فى "8 ونفرض أن © جد رن : ري معرف بأنه 

0 

انك ORE‏ بر 1 >( Foy(X2,.:.,‏ 
)غ0( وضح آن ,۴ متصلة عل ربل . 
(ب) أذ ب ل وأى تقسيم : 
x> x >٠٠ > x=,‏ = للفترة [رط ,.ه] © أثبت أنه توجد نقط 
× ف الفترة ‏ [بى*,_ه.*] ميث إن 


fe Xf... D(x — ru‏ ب -ود, ...روط 
( ج) أثبت أن 
d(x... x)‏ زمه x) = 1 (ffe. a, <-5 Xp)‏ ,... يوك x)‏ ىب .بتار 8 
fe... ds...)‏ | = 


0۹ 


( د) اعمل امتداداً للاتيجة حالة الى فها تكون لكل نقطة (مد,...,د*) فى ريق الدالة 
)ا ,... x2,‏ ,)م ج x‏ للفئرة 2 +[ ,ره] متصلة ما عدا إمكانية عند عدد محدود من 
نقط الى عندها ها نهايات طرف واحد . 
4؛ - (ش) (أ) نفرض أن ۴ +[4,06]:م به متصلة حيث (+)8 > (×)» 
لكل [(5يم]ءع» . وضح أن الفئة 
b, a(x) = y = 8(x)}‏ ع yJeR’:a = x‏ ,)ا - 8 
مدبجة فى ۴7 محتوى . 
(ب) نفرض الآن أن 8ح 8:8 ,بد دالتان متصلغان حيث ( ,)8 > (ل ,)ب 
لكل 8ع(ر,») . أثيت أن الف 
R’:(x, y)e B, y(x, y) = z = 8(x, y)}‏ ء (2 D={(x, y,‏ 
مدجة فى :1 بمحتوى . 
(ج) إذا كانت © > ص:, متصلة ء أثبت أن م قابلة للتكامل على 2 وأن 


fr Key a] ao a 
(ت) نفرض أن [رطييه]»:٠٠<[رطبية]-1 ولكل م , . ,1 حار‎ - +4 
. نفرض أن ۸ + [ط ,ه]: بإ هى دالة قابلة للتكامل‎ 
إذا كانت #8 + 1:ب معرفة بأنها (م) م ۰۰۰( ×) ,= (,×,...,×) أثبت أن م‎ 


قابلة للتكامل على 1 وأن 
e<)‏ 


4 - (ث) استخدم نظرية تقريب قير اشتراس لتوضح أنه إذا كانت 
[رطبيه] >٠٠:‏ [رطبيه] -1 وإذا كانت ۸ ج+-1:م متصلة ء فإن 


g= 0 ۰ (see X2. Xp) ax} . dx] dx,‏ ا 


» (خ) نفرض أن #+(ه+ ,0]:ب حيث 0(=0)ب متصلة » غير محدودة‎ - ٤ 
وتزايدية بدقة » ونفرض أن م هى دالا المكسية . حينئذ تكون لل أيضاً متصلة وتزايدية‎ 
. ]0, + ( بدقة على‎ 

(1) إذا كانت 8 ,» عددين ٠.وجبين‏ » قارن المساحة للفترة [8 ,0] ×[» ,0] باساحة 
الحصورة بين محور الاحداثيات ومنحى ب لنحصل على متباينة ينج : 


01. 


af > 8 + 0 


(ب) إذا كانت 1 < ب و 1<م ميث إن 1= (و/1) + (م/1) وإذا كانت 
× =(×)ب وكانت ‏ "= (ر)ل > استخدم متبايئة ينج لإثبات المتباينة 
"م + af = «"/p‏ 
( ج) إذا كانت ...1-1 a,b,‏ أعسداداً حقيقية وإذا كانت 
”مها +٠٠ ١+‏ "إره) = ٠٠١+ |. ۰ A‏ *إرط|) - 8 استخدم امتباي:ة السابقة لاشتقاق 
متبايئة هو ادر 
lab) = AB‏ 


الى حصلنا علها ق مشروع ( ۸ - 8 ) (ب). 


مشروعات : 

4 - ي نفارض أن. “1-2 خلية مغلقة ونفرض أن ۸ ج-1:) محدودة . عند 
0 < » نفرض أن (ه ‏ («)به :1ع »)= .10 حيث (×)رص تدل على تذبذب الدالة كر 
عند × ( أنظر مشروع #م - © ). 

(أ) نفرض أن .2 ها محتوى صفر . نفرض أن  8,-)1,...,12(‏ تقسيم 
من 1 بحيث إن (1) كل نقطة من ى2 تكون محتوية فى داخل إحدى الحلايا ١(‏ > )8 ,...,ر1 
(ن) ارا 2ه درقء+..٠جرنء‏ » (11ن إذا كانت كزع ررم عند 1,...,1 محر 
فإن e‏ >|(و)؟-(٭)| . إذا كانت م تكريراً من .2 أثبت أن 
|S(P; f= S(P.; f)| = a(c() +1)‏ 

(ب) استنتج أنه إذا كانت 2 ها محتوى صفر لكل 0 < » > فإن رقابلة التكامل 
على #7 . 

(ج) نفرض أنه عند قيمة ما 0 < » ٠‏ يكون المحتوى الخارجى 5(<0)*ء 
وضع أنه عند تقسم ما ...)4م من 1 نجد أن 

Û 04 —m)e() = ae*(D,) 
. 1 استنتج أن ٣ر ليست قابلة للتكامل على‎ 

(د) استنتج أن كر تكون قابلة للتكامل على 7 إذا وإذاً فقط كان للفئة .2 محتوى 

صفر لكل 0 <ه» 
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(ه) تذكر أن ...ل -2 هى فئة النقط الى عندها ر ليست متصلة . أثبت أن 
ها مقياس صفر ( بمفهوم تمرين ٤۲‏ - ت ) إذا وإذاً فقط كان لكل قعة .82 محتوى صفر . 

(و) استنتج أن ر قابلة للتكامل على 7 إذا وإذاً فقط كان الفئة 2 لنقط عدم اتصال 
ها مقياس صفر . ( هذه النتيجة هى معيار ليبيج لقابلية التكامل ) . 

4؛ - 8 يدرس هذا المشروع التكاملين العلوى. والسفلى ( المذكورين ىق +٣‏ - ») 
وتكراره! إذا فرضنا أن 8] و ےر خلیتان مفلقيان »> ىلام ح ص » 
ونفرض أن #80 = ۴° > [×1= × . نفرض أن ۴ ج ]1 :/ مدودة , 

(آ) كل ×٤1‏ » عرف ۸<+!:.ع بأنمها (ل,) = (ر) ريم عند 
دعر . نفرض أن ۸:1۴۸ معرفة بأنها التكامل السفل ‏ (ع)۸)×(=1 وأن 
R۴‏ ج 1 :سر معرفة بأنها التكامل العلوى (يج)ن] > («)ر من .م . إذا كانت ۸ أى تقسم 
من 1 »و کانت 5 أى تقسيم من ل » وكان ى كا ۸ = ۲ هو التفسي الناتج من ٤‏ » 
حينئذ أثبت أن 

L(P; fs L(R;۸A) = ع لد :)نا‎ U(R; u) > U(P; f) 
(ب) أثبت أن‎ 
L() ع‎ L(A) > UO) = Uf), Lf = L(u) = U(r) = U(P) 
فإن مر و ۸ قابلتان للتكامل على 1 وأن‎ ٠ & ومن ثم » إذا كانت كر قابلة للتكامل على‎ 


(ج) كل رعر ۰ عرف #رج]ايبم باجا (01/- )يم عند ×٤1‏ 
نفرض أن 8 ج رء'ح وأن 8 حل:'س معرفة بأنها 
(بطانا > تكس \(y)= L(h), ١‏ 
أثبت أنه إذا كانت ثر قابلة للتكامل على كل » فإن “رو ۸ قابلتان للتكامل عند ل وأن 


]دي 


(د) إذا كانت ۸ <+ل:.ع قابلة للتكامل على ل لكل 1× ء فإن سر = 2 


وأن 
عه [fees acs »= [f= | {j fe av)‏ 


بالمثل » إذا كانت ۴ + ۸,:1 قابلة للتكامل على م لكل لعر فإن 
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[fes ace = f f= | {f fo ax} ay 


4 - ”7 نفرض أن ۵>۸ مفتوحة ونفرض أن (29)0 مجموعة من كل الفئات 
رميوع ۸ حيث 0> ۸ سقدم فى هذا المشروع مفهوم الدالة القابلة لجع على (0)® 
« و كثافتها القوية » يقال لدالة ۸ ج (©)0:9 إنها قابلة لمبمع إذا كانت 

G(AUB)= G(A)+ G(B) 
„. A, BERN) و‎ ANB =0. طلما‎ 

(أ) إذا كانت ۸<+2:/ قابلة للتكامل على كل فثة فى 2)42 وإذا عرفنا 
ع F:9(0)¬>‏ بأنها 


F(A)= | f 


حينئذ ۳ تكون قابلة لمجمع على (©)9 

(ب) نفرض أن ۸ ¬(6:9)0 دالة قابلة تجمع ونفرض أن # جب 9:ج . تقول 
إن ج كنافة قوية للدالة © » إذا كان يوجد لكل 0 < 8 وكل فة (9)© 4 »2 0 < 8 
بحيث إنه إذا كانت × مكعباً مغلقاً طول ضلعه أقل من 8 محتوى فى © وإذا كانت 
xeANK‏ « فإن 


G(K) 


eK) - g(x) j<e 


(ج) نفرض أن مم =0 . وضع آن الدالة الحتوية ۸ جه (2)80:ع ها كثافة 
وية محايدة تساوى الواحد الصحيح على 8 . 

(د) نفرض أن ۸ ج(20)©: س دالة قابلة لجمع موجبة الى لاتتغير تحت ثقل الفعات 
[أى أن زمعس ح زم جنم لکل x٤۸, ۸٤9)۸۲(‏ ] . أثبت أن بر ها كثافة قوية 
ثابتة على 7 . 

(6 إذا كانت ۸ ج2:م متصلة وإذا كانت م معرفة كما فى (آ) © أن ۶۴ 
لها كثافة قوية كر على © . 

(و) إذا كانت ۴ <¬ (9)9: © قابلة تمع وها كثافة قوية ۸ ج-92:م وضح أن 
ع متصلة على 52 . ومن ثم تكون چ متصلة بانتظام على كل ۸٤9)0(‏ 

(ز) نفرض أن ۴ +(60:®)0 قابلة ليمع وها كثافة قوية تساوى صفرآ تطابقياً 
على © . وضح أنه إذا كانت × مكعباً مقفلا وإذا كانت 0< ع ء فإنه يوجد تقسم 
للمكعب × إلى مكعبات (ب ,. . . )K,,‏ عیٹ إن (16)ءة = |6)K:(|‏ عند j=1,...,١‏ 
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وإذن ينتج أن |G)K(| = ec)K(‏ . استنتج أن 0 = ()© لکل مكعبات مغلقة .92 16 
( ح) نفرض أن ۴ و ,۴ دالتان قابلتان لمجمع عل (9)0 محيث إنه لكل قيمة ما 
0 < لق نجدأت M-)4(‏ > إزمعسر لکل .2 ,1= ز ,ريوع م 


إذا كانت (۴)۸ =(۴,)۸ لكل مکعب 129 ». أثيث أن (۴)۸(=۴:)۸ لکل 
)ةعم 


الباب الخامس والأربعون ‏ تحويلات لفئات ولتكاملات : 
لاحظنا فى باب م4 أن الروامم المتصلة عل فترة فى 8 يمكن أن تغطى مكعباً مغلقاً 
فى 22 . سنوضح أن هذه الظاهرة لمكن أن تحدث إذا كان الراسم فى صنف € وسوف 
ندرس الراسم لفئات بمحتوى تحت 3© رواسم حال الراسم خطى مهمة بوجه خاص . والنتيجة 
بسيطة بدرجة كافية . فى المالة الراسم غير الخطى » سيتضح أن جاكوبيان الرامم يدل على 
درجة التواء التحويل . 


ستستخدم هذه النتائج لإثبات نظرية تتعلق « بتغيير المتغير » لتكامل على فثة فى "72 
تفحص االات الخاصة للاحداثيات القطبية والكروية باختصار » و نعطى نظرية أقوى تستخدم 
لتحويلات كثيرة تعرض كية رقيقة من الإفرادات . 


ه؛ - ١‏ مفترض . الفئة ۴7 >0 مفتوحة ونفرض أن ”۸ ج 0:س تنتمى إلى 
صنف (07)2 . نفرض أن 4 فة مدودة حيث ©> ۸7 . حيلئذ توجد فئة 
مفتوحة ,€ حيث © > © ,2 ح ۸ ومقدار ثابت 0 < 34 بحيث إنه إذا كانت 4 
محتوية لى الانحاد لعدد محدود من مكعبات مغلقة لى ,© بمحتوى كلى © ء على الأكثر » 
فإن (4)م تكون محتواة فى الاتحاد لعدد محدود من مکعبات مغلقة بمحتوى كلى ‏ به"(2/1 )۷/p‏ 
على الأكثر . 

البرهان . إذا كانت ”92-82 ٠.‏ نفرض أن 1 = 8 ؛ وإلا نفرض أن 
(ل9 ©« , 64 + إع-م|) ]صز!- ق وما أن 4 مدمحة ء فينتج أن 0< 8 . 
(لماذا ؟ ) الآن نفرض أن 8 > |إه - را|: ۴7ع ر =0 عند بعض جرع هم أى إِن,0 
تكون مفتوحة ومحدودة وأن ,©> ۸ » 27-9 وما أن (9)'© ع م » 7© مدجة» 
فينتج أن (© ٤‏ ×: م](*)بو2|[) مده = 34 عدودة . إذا كانت .1لا0٠٠نا1ع A‏ » 
حيث 1 هى مكعبات مغلقة محتوأة فى ,© » حيئئذ ينتج من نتيجة ١ - 4٠‏ أنه عند 
1 € ۷ ,× ايكون 

jlo (x)— (yl = M lx = yl 


نفرض أن طول الضلع للمكعب ,1 هو 27 وتأخذ ‏ مركزاً للمكعب 8 ؛ حينئذ إذا 
كانت راع د » فإن ررم > إإر-«إإ وكذلك .30 مل > |(«)م -(:)ب| أى إن 
(1)© تكون محتواة فى مكعب مغلق طول ضلعه 117 20/70 . ومن ثم ينتج أن (4)م تكون 
محتواة فى الاتحاد لعدد محدود لمكعبات مغلقة بمحتوى كل (Vp M)’a‏ على الأكثر . 


مغ - ۲ نظرية . إذا كانت “8 - 42 مفتوحة ونفرض أن "22 ج 0©:م تنتمى 
إلى صنف ٥)©(‏ إذا كانت 4-42 ها محتوى صفر وإذا كانت 0© > 4 » حينئذ 
(4)م ها ختوى صفر . ١‏ 

البرهان : استخدم المفترض عند 0 < » اختيارية . وهو المطلوب إثباته 

٥‏ -" نتيجة . نفرض أن بر > م ونفرض أن 0>۸ مفتوحة ونفرض أن 
"© ج00 :ل تنتمى إلى صنف (6©00)0 . إذا كانت ۸>0 فة محدودة حيث 
0 ۸ ۰ حینند(4 )ې لطاعتوى صفر ف۸7 . 

البرهان . نفرض أن ”۸× 0-0 بحيث أن 40 منتوحة فى ۴7 » 
وعرف ۴ ج20: ب بأنها 

P(X <<; ب‎ Xas <s Xp) = بال‎ ..., Xr) 
عم . نفرض [0,...,0)× ۸ =۸ عیٹ إن 42-490 وأن‎ ٥')0( وضح أن‎ 
. ۸ مك لا محتوى صفر فى "2 . ينتج أن (۸)م = (۸) ها حتوى.صفر فى‎ 
وهو المطلوب إثباته‎ 

نلاحظ أن هذه النتجية تؤ كد أن الصورة €1 لأى فة محدودة «أقل بعدية أى ها أبعاد 
أقل » لا حتوی صفر 

بما أن الحدود لفئة 4 بمحتوى لطا حتوى صفر » فينتج من نظرية ( ٤٥‏ - ۲ ) أنه إذا كانت 
م ف الصنف "€ فإن ((0)8)4 ها محتوى صفر . لسوء الحظ ((0)6).4م تحتاج إلى علاقة 
بسيطة » بوجه عام » مع ((4)م)6 . هذه الملاحظة تحسن الاهتام بالنتيجتين الآتيتين . 

٥‏ - 4 نظرية . نفرض أن 27 >( مفتوحة ونفرض أن ”۴ د 0:ص تنتمى إلى 
صنف ٥')0(‏ نفرض أن 4 لما محتوى » 7242ل ء وأن ۶0(×)ہل اکل 
× . حينئذ (4) لا محتوى . 

البرهان . ما أن -4 مديجة وأن ب متصلة » حينئذ (47)ب >(۸)ب تكون 
عدو دة لإثبات أن (4)© ها محتوى سنوضح أن ((4))مك ((4)م)ط وأن ((هاطاب 
ها محتوى صقر . 
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عا أن(-4)ب مدمجة » فنجد أن ((ى)ط نا"ه)ب -(47)م >((4)ب)ط حینئذ ١‏ 
إذ كانت ((4)م) 6لا » فإنه يوجد (6)4لا"4 ٤‏ × عیٹ إن («)ب در إذا كانت 
xe‏ »فإ 0(») رل وينتج من نظرية الرامم الفوق ( ١ - 4١‏ ) أن (×)م = لر 
هى نقطة داخلية من (هر)ي >(۸°)م . لكن هذا تالف الفرض بأن ((4)م)0 ٤ل‏ . 
للك نستنتج أن ((0)۸) = ((ه)م)ة 

الآن ء بما أن 4 ا محتوى » فإن حدودها © >(0)۸ فة خالية بمحتوى صفر » 
وإذن ينتج من نظرية (/ه؛ - ۲ ) أن ((5)4)م ها محتوى صفر . 

وهو المطلوب إثباته. 

ه4 - ه نتيجة . نفرضص ”22 > مفتوحة » ونفرض أن “2 ج ©:م للتمى 

إلى صنف (1)52© وإدخالية ى © . إذا كانت 4 لا محتوى ٠» ۸ >0 ٠‏ وكانت 
0 )يل عند 6۸× ۰ حيتذ ((ل)ط)ب ع (()ب )5 . 


البرهان . يكنى أن نوضح أن ((4)ب)ط > ((0)۸)م > لأن النتيجة العكسية قد أثبتت 
أثناء برهان النظرية . نفرض أن (4)ط »× . أى إنه توجد متتابعة (.») فى 4 ومتتابعة 
(.) ف ۵۱۸ » كل مهما يقترب من × . بماأن ي متصلة ٠‏ فإن (بر)ب ج (مداي 
وأن (×)م ج (رر)ي . بماأن ب إدخاليةعل © ٠‏ فإن (4)م »,يراب ومن تم 
(لحامامع )ب . il‏ (له)اماطء ((هاط)ب 


تحويلات برواسم خطية : 

سنوضح الآن أن الفئات بمحتوى ترسم برامم خطى فى الفراغ 8 إلى الفئات محتواها 
هو مضاعف ثابت المحتوى الأصلى . فبالإضافة إلى ذاك » هذا المضاعف هو القيمة المطلقة المحدد 
المناظر لارام الحطى . ( فى هذه النظرية سوف نفترض أن المدلول وخواص أولية لحد الراسم 
خطى فى ”8 مألوفة للقارىء ). ش 

٩ - ٤٥‏ نظرية . نفرض أن (۴°)£ ع1 . إذا كانت (2)89 4م ٠‏ فإن 
c(L(4)) = | det L| c(4)‏ . 

البرهان . إذا كانت £ فريدة ( شاذة أى إنه » إذا كانت 0 د £ امل ) فإن .2 
ترسم ”۸ إلى فراغ جز خطى صحيح من الفراغ. "۸ . مما أن هذا الفراغ الجزئى يمكن أيضاً 
الحصول عليه كصورة لمقدار ما *# ج '۸ :11 حيث م > ” » فينتج من نتيجة ( 40 -م) 
أن 0 = ((8)4)ه لكل (2)80ء ۸4 . ومن ثم تكون النظرية صحيحة لرواءم خطية 
فريدة ( شاذة ) 
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إذا كان £ ليس فريداً ( أى إنه » إذا كانت (0 كحك »> حينئذ تدل نظرية ( 4-48 ) 
عل أنه إذا كانت (”2)1 ع ۸4 » فإن (°)9 » (4).آ نعرف الآن © ج ()۸:9®)۸° 
بہا ((1)4)ء = (4) ۸ . (1) من الواضم أن 0< (4) .2 جسیم (مجر)ووع ۸ 
(1) نفرض أن 8B ٤9)۸°(‏ ,۸ وأن 4088-6 سينئذ 

A(AUB)= c(L(A نا‎ 8(( - c(L(A)U L(B)) 
بماأن £ رامم إدخاى » إذن 1)۸(۸1)8(=0 ومن ثم‎ 
c(L(A)U ((8)آ‎ = c(L(A))+ c(L(B)) = A(A) + A(B) 
؛ فإن‎ ۸ ٤9)۴۸”) وأن‎ x٤ 8” إذا فر ضنا أن‎ )( 
A(x + A)= c(L(x+ A)) = c(L(x)+ L(A)) = c(L(A)) = (A) 
: أنه يوجد مقدار ثابت 0 < .م محيث إن‎ ) ۷ - ٤٤ ( لذلك ينتج من نتيجة‎ 
Ae %(R°) كل‎ ۸(A)=mıc(A) 
ليست‎ 1٤ 78)12"( نبحث بعد ذلك كيفية توقف :71 على (”۸)⁄ © .1 . نفرض أن‎ 
فريدة » حينئذ إذا كانت (”9)1 ع ۸ »> نجد أن‎ 
mı.uc(A) = (له)لاهعلاء‎ = c(L(M(A))) 
= mıc(M(A)) = mımuc(A)) 
ومن ثم یکون بب = ہی یع (”۸)£ 14 ,1 غير الفريدة‎ 

يتب أن نوضح أن |1 )»| - ,س لإجراء هذا سوف نستعمل الحقيقة من الجبر 
المطى الى تقول إن كل غير فريدة (”8)# 1 هى تركيب روامم خطية على الصور 
الثلادث الآتية : 

030 Xp) = (QXı, #2 x,) for some a# 0 (i) 

L(x... x Xie <<, Xp) >). .شر وتو‎ Xp) )ب(‎ 

(ج)( Es(X..., xp) = (X1 + X2, X2, ..., xp)‏ 
لاحظ أنه إذا كانت م هى المكعب النصف مفتوح (1 ,0] ٠٠-١»‏ (1 ,0] ٠ف‏ ؛الفراغ 
"#8 وإذا كانت 0 < » » فإن (1 ,0] ×۰۰ ۰× (1 ,0] × (» ,0] > (1.,)260 ومن ثم ینتج 
أن 

a = c(Lı(Ko)) = mı,c(Ko) = mı, 
Lı(Ko) = (a, 0]x [0, 1) 2٠١ ۰< [0, 1( با مغل » إذا كانت 0 > » › فإ‎ 
وأن‎ 


~a = c(Lı(Ko)) = mı,c(Ko) = mı, 


يدك 


ومن ثم ء فى أى حالة نجد أن | |det‏ = إa|‏ = ريدم 
مما آن Lz(Ko) = Ko‏ © فينتج أن mı, = 1 = [det L»|‏ 
أغيراً » نفرض أن رك و إلى ها الفثتات 
X1 < X2}‏ ,1 كن = 0: (م Aı= {(X1,...,‏ 
A= {x ..., XxX,;):O0 = < > 1, X2 = xX}‏ 
من الواضح أن 4-6 مرخ و «شلارك -ميز . ما أنه يمكن ملاحظة أن 
A}‏ +)0 و ,0 Lz(Ko)= A: U{(1,‏ 
فين أن 
c(Ls(Ko)) = c(42) + c((1, 0,..., 0( + A) = c(42) + c(4)‏ 
c(Aı UA») = c(Ko)‏ = 
ومن تم mı, = 1= |det Lal‏ 
نفرض الآن أن الراسم الخطى غير الشاذ ( الفريد) ب¿ هو تركيب الروامم الحطية 
مط ,... روك وو له إحدى الصور الثلاث السابقة ‏ ما أن 
ML = ML oL. 0 3 ML, ML, ° ° ° My,‏ 
|det L,| |det L»| ٠٠١ |det L,|‏ = 
|(det L,)(det L,) ٠٠١ (det L)|‏ = 
|det (Lı L2۰۰ -oL,)| = |det L|‏ = 
فتكون النظرية قد برهنت وهو المطلوب: إثباته 


تحويل برواسم ليست خطية : 
سوف نحصل الآن على امتداد لنظرية ٠-٠٠‏ للروامم *0غير الحطية . بالطيع » فى هذه 
الحالة لا يحتاج المحتوى الصورة للفئة اختيارية مضاعف ثابت لمحتوى الفئة المعطاة » لكن رما 
يتغير من نقطة إلى نقطة . تدل نظرية جاكوبيان على أنه إذا كانت × مكعباً صغيرا بكفاية 
مركزة × » فإن (()ب) «تساوى تقريباً (>1.)*(]©)16| . هذه النتيجة قاطعة لإثبات 
نظرية تغيير المتغير ات . سيكون من المناسب اصطلاحياً اعتبار الخحالة الخاصة الآتية أولا : 
٥‏ - ۷ مفترض . نفرض أن ۸° > × مكعب مقفل مركزه 0 . نفرض أن © فئة 
مفتوحة تحتوى × ونفرض أن ”۸ ج (1: ل تنتمى إلى صنف (1)52© وأئه راسم إدخالى . 
-نفرض بالإضافة إلى ذلك أن ۶0(×) ر[ عند ×× وأن 


o1۸ 


)45.1( )سا‎ - xl > عاا»‎ forxe K 
حيث © تحقق وله/1 > » >0 . حينئذ‎ 


c(Y(K)) 8 
و‎ < )1+ avp) 


(1-avp)" > 


البرهان . ينتج من نظرية ه+ - + أن (16), لا حتوى ومن نتيجة ٠٠‏ - ه أن 
((6)10)ل = (()ل)ة . إذا کان طول ضلع × هو 27 وإذا كانت (©0)1 6+ » 
فنجد من ( نظرية ٠۰-۸‏ ) أن ۲۷۴ = ||| > م . تدل المتباينة ( ١-٠٠١‏ ) على أن (بد)سن 
ھی على مسافة كيه م © من (>[)م ع × . و إذن لاتقطم الفئة المدجة ((>1)ل)ط-((1)ط)به 
مكعباً مفتوحاً € مركز 0 وطول ضلع «زم/.» - 2)1 . إذا فرضنا أن 4 (على الثر تيب » 
8 ) هى الفئة لكل النقط الداخلية ( على التر تيب » النقط الحارجية ) من (&)ل » حينئد 
8 و 4 ها فثتان مفتوحتان غير خاليتين ومنفصلتين باتحاد ((0:)16) 8291١6‏ ما أن ,© 
موصول فى “2 » فيجب أن يكون إما 4 > © أو 2218© . لکن › ما أن 
004 06 » نستنتح أن (16)س حم C>‏ . بمكن للقاریء بأسلوب ماثل توضيح 
أنه إذا كان م0 هو المكعب المقفل مركز 0 وطول ضلم روه +2)1 © فإن 
.. ع (14)ل . ينتج المطلوب الآن من هذه اأتضمينات . 

ه؛ - ۸ نظرية جاكوبيان . نفرض أن ”1 2 مفتوحة ونفرض أن ز :م 
ينتمى إلى صنف (0)92© » وهو راسم إدخالى على © » وأن 60 (2)رل عند © € × 
نفرض أن 4 ها محتوى وأن 0> ۸ . إذا كانت 0 < ع معطاة » فإنه يوجد 0 < /ه 
بحيث إنه إذا. كانت ك2 مكعبا مقفلا بمركز 4ع وطول ضلع أقل من 27 » فإن 

)45.2( إرسامنا‎ (1) < E < (| (+e 

البرهان . شید 0 < 8 © ,© کا ی برهان مفترض مه - ١‏ . ما أن. 

0 (»)ىآ = («)م2 det‏ لكل .2ع ع » فينتج أن ' ((×)ې5) = , [ موجودة » 
ها أن (()ب<2 6ع3)(م1 (det‏ = ((:)م1.52) det‏ = 1 » فينتج أن 

det مآ‎ = 1/J,(x) for xe Q 
بما أن الرموز السفل ى تمثيل المصفوفة القياسية 1 هى دوال متصلة » فينتج من إدماج‎ 
: × 6©, ؛) أنه يوجد مقدار ثابت 0 < 4£ بحيث إن 34 > مرامآ|| حسم‎ - ۲۱( 


نفرض الآن أن ع » حيث:1 > ع > 0 » معطاة . يما أن الرامم  )×(‏ 2 ج عر 
متصل بانتظام على ,52 › فتوجد 8 حيث 5 > 8 > 0 بحيث إنه إذا كانت © 26×,× 
وكانت 8 > |إود- ,ءا » فإ ۷p‏ M/ء‏ > مرا(*)م2 -()م2|| نفرض الآن 


5ه 


أن ٠4‏ × مسطاة » وإذن إذا كانت 8 > ||2| فإن + × و + تيان إلى ,© ومن ثم 
ينتج من مفترض 1 - م أن 
D(z) = l2l] sup [De (x + t2) De (ll,‏ - ومم- (ه +ع)م| )45.3( 


اا > 
نفرض أن 64× وعرف (۷)2 عند 8 > ||ج|| بأنها 
(()م z2)—‏ +ع)ماسة ‏ رمال 
بها أن *-(()م2) - 1 » فإن المتبايئة ( 40 - ۴) تنتج 


for llzll > 8‏ ا2ا = اه - دعاسا 


نستخدم الآن المفتر ض السابق حيث ولع = لنستنتج أنه إذا كانت ,× أى مكمب 
مقفل مركزه 0 ومحتوى ى كرة مفتوحة نصف قطرها 8 » فإن 
(YK) 9‏ يي م 
(م1+8) < )6 > *(م-1) 


ينتج من تعريف ئې ونظرية هه - 5 أنه إذا كانت ,6 ++ - >1 ء فإن £ مكعب 
مغلق مركزه × وأن ()ء = (8)ء وأن 
((«)م نا + c(v(Kı)) = L,| c(e(x‏ 


EAS 5 (16)م)ء‎ 


ومن ثم » إذا كانت × مكباً مغلقاً مركزه هرح × وطول ضلع أقل من 27 ( حيث 
8/۷ = بر ) » فإن المتباينة ( ه4 - ؟ ) تظل ععيحة . وهو المطلوب إثباته 


تفدر المتغيرات : 


سوف نستخدم الآن نظرية جا كوبيان لنحصل على نظرية هامة الى تعطى الخالة العامة فى ° 
لنظرية تغير المتغيرات ١5 - ٠١‏ . تؤكد النتيجة السابقة أنه إذا كانت ۸ +-[8 ,م]: م 
لها مشتقة متصلة وأنه إذا كانت الدالة ر متصلة على مدى ب ء فإن 

9(8) 
(45.4) 1 اك‎ ie)! 


تختص النتيجة الى سنقررها براسم إدخالى © معرف عل فثة جزئية مفتوحة "۸ ئ0 
بقم ی 29 . ستفرنس أن ٤٥')0(‏ © م وأن مدد يجاكوبيان ا 


o1. 


J,(x) = det [D,e:(x)] 


لا ينعدم على 50 . سيتضح أنه إذا كانت 4 للا محتوى » وإذا كانت ©> 4 » وإذا 
كانت ر محدودة ومتصلة على (4)م إلى .1 : حيئئذ (4)م ها محتوى ويكون 


)45.5( 1 f 1 (f9) 13| 


سيلاحظ أن الفروض تقييدية بدرجة أ كثر قليلا عن الحالة الى فيا 1 = م . ف الحقيقة » 


فى ( ٠٥‏ - ؛ ) لائفترض أن ب إدخالية أو أن 0 كد (×) ”م عند [8 ,]× . إذا حدث 
وكانت ‏ راسا إدخاليا » نلاحظ أن القاثل الصحيح النتيجة ( هغ - ه ) ف الالة 1 م هو 


[t= مالم‎ 


حيث ((0)8,(©)م) هده - 8 » ((8)م,(ه)م)عدز- م . وطبعاً »› إذا كانت. 

0 < (×) م عند م ك × ك »2 فيختزل قانون (ه4 - ه) إلى (ه4؛ - 4 ) ؛ پیا 

إذا كانت 0 > (×) م عند 8 ك عر ك » » فیخبزل قانون( ٥ - ٤٥‏ ) إلى 
م0 [f= f‏ 


)9(8 
ومن ثم تنتج ( +٠‏ - 4 ) أيضاً . التفسير لهذا الاختلاف هو أن التكامل على الفترات فى ۴ 
هو و محدد » بالمعى الذى تعرف به . 
[=f‏ 


لأى عددين حقيقيين «و» . لما يعرف مثل هذا التحديد لتكاملات على :1 


البر هان المعطى يرجع أصلا إلى ج. ت. اشفارتز0*) وهو أولى بمعنى أنه لا يستفيد من أى 
النقائج من نظرية القياس . لكن » المناقشة دقيقة جداً وتستخدم عدداً من خواص أعمق لدوال 
متصلة » ومديجة وفثات مرتبطة » وخواص التكامل . حى أيضاً » النظرية الى ستير هن ليست 
كافية تماما لكل الحالات اطامة الى تظهر وسننمها فبا يل بصورة أقوى تسمح بانعدام 
ويجعل © ° ر غير متصلة على فئة بمحتوى صفر . ١‏ 

ه؛ - 4 نظرية تغيير المتغيرات . نفرض أن ”0>۸ مفتوحة ونفرض أن 
#7 > 0: م تنتمى إلى صنف C)0(‏ ء ھی رام إدخالى على 29 ء وأن 60ت (ع)يل 
() ج۰ت اشفارتز ( ۱۹۴۳۰ س ) تخرج من 0185© وحصل على الدكتوراه من جامعة 
ييل » وهو أستاذ بمعهد كورانت بجامعة نيويورك ٠‏ مع أنه معروف جيدا بعمله فى التحليل 


الدالى » فقد ساهم أيضا فى المعادلات التفاضلية © الهندسية » ولغات الكومبيوتر »> ومظاهر 
متعددة للفيزياء الرياضية والاتتصاديات الرياضية ٠‏ 


o1 


عند 4ج . نفرض أن 4 ها مترى > ۸-0 .> وأن ۴8 جح (۸)م:/ عدودة 


)45.5( يل‎ 17 | el 


البر هان . ينتج من نظرية مغ - + أن (4)م لا محتوى . ما أن اندوال المراد تكاملها 
متصلة + فينتج أن التكاملات فى (ه4 - 0ه) موجودة ؛ يتبى إثبات المتساوية . بفرض 
مم حم . حيث =)f+|f(‏ */ ونفرض (؟-|2)|f=‏ ؟ وباستخدام خطية 
العكامل ۰ بكو أن نفرض أن 0 < () ۶ لكل (۸) ٤‏ ل 


نفرضن الآن أن ,42 کا ی مفترض ه4 - ١‏ ونفرض أن 
:x € ©},‏ مإزلع)بو||) Me = sup‏ 


Mr = sup {f(y):y € o(A)}, 
Mı, = sup {|J,(x)|:x ء‎ A} 


نفرض أن 0 < ع اختيارية ماعدا عند 1 > ع > 0 » نفرض أن 1 خلية مغلقة تحتوى 
على 4 ٠‏ ونفرض أن )۸::1=1,...,M[(‏ تقسم من 1 إلى مكعبات مغلقة غير متداخلة 
بطول ضلع أقل من 27 + حيث 1 هو الثابت فى نظرية جا كوبيان . بفرض أن هذه المكعبات 
امحتوية بالكامل فى 4 هى .>1 .... ,,8 ؛ نفرض أن تلك الى لا نقط فى كل من ۸4 
وتكلها هى ,۸ ....., .6 » ونفرض أن تلك المكعبات الحتوية بالكامل فى مكلة 4 
ھی سكا ,...,,.,»1 . ما أن 4 له محتوى + فيمكننا فرض أن التقسم قد اختير دقيقاً 
بكفاية بحيث إن ۰ 


00 مركن ل ع زماء‎ > e(K)<e 


لمك 


فر ض أن[ ل ...لاز = ورعيث إن م ع . ما أن c(A\B)=c(A)-c(B)<e‏ 


٤‏ فنجد أن 


اك 


0 8 (f*9) |3| | = MrMıc(A \ B) > [MM, Je 


ينتج من مفترض وم - ١‏ آن M1”:‏ م/) > ((8 ۱ 0)۸)- » بحيث إن 


ا 


(ii) |. 1| = IMCE Me 


or 


إذا كانت ز× هی مركز 88 ,... ,ا = » رك » فينتج من نظرية چاکوبیان أن 


3,0] (1-e) < SD < إزون ينا‎ (1 +e 


الآن ما أن 1 > ع > 0 » يتضح أن ”(ع-1) > م1-2۴ +208 +1 > ”(ع+1) لذلك 
مکنا أن نكتب هذه المتباينة فى الصورة 
[c(K:)M,2°]e‏ = الكلاء |3J, (x:)|‏ - ((16)م)ء| (iv)‏ 
الآن بسبب اتصال الدوال المراد تكاملها على الفئة المدمجة 8 » ينتج أئنا مكننا فرض 
أنه لأى نقطة ٤K‏ بر » يكوّن 
ec(B)‏ > | (كل)ء (f*e)(y) |J,(x:)|‏ يل امنا (f9)‏ ا | 0 
( لأنه » إذا كان ضروريا » مكنا تقسم المكعبات ما E‏ تعبات مخيرة ١‏ 
( انظر أمرين ٤۳‏ - ر) . 
ما أن ب راسم أحادى فإن فنتين من ([: ...1 -16(:1)م] تتقاطان عل الأكثر 
فى فئة (16016)ب ها محتوى صفر لأن 0-(616 16)ء , أيضاً » ما أن (٤)ب‏ 
ها محتوى » فإنر قابلة سکام على (1)ي ؛ ومن ثم ينتج من نظرية 44 - ٩‏ (ب) أن 
eB) =2 8 0‏ 
الآن بما أن ع1 موصولة ٠‏ فإن (16)م موصولة . بما أن ار عدودة ومتصلة على (1)م 
فينتج من نظلرية القيمة المتوسطة 44 - ١١‏ أنه يوجد (>ز)ب ع ,م محيث إن 
f(p)c(e(K:)), i=1,...,m‏ 1 8 
ما أن (&)ب٤‏ م ء يوجد € بل وحيدة حیث ۳ ,. ... ,1= 1 ,(()م - :م ومن 
ثم جد أن 


(vi) f= Ê (fee(e(e(K) 


(8)ج) 
لکن ما أن 0 < (ر2)(ب ° ) ء فينتج من (۷ة) أن 
| (كناء |( ,1 (fee‏ بق - (ركلام)ء0 لم6 Û‏ 
[M2 È *e(y0c(K) |‏ = 


5 | ,زر‎ 2 (kK) |e= [MıM,2°c(A)]e 


=1 


of 


إذا ربطنا هذه العلاقة الأخيرة مع (۷) » (91) ء نحصل عل 


(vi) | 8 1 1 
a 


ما أن ع عدد اختيارى حيث 1 > ع > 0 » فإن المعادلة ( ٠٠‏ - ه ) تكون أثبتت 
وهو المطلوب إثباته 


عش )ء("2,لارلة + 1) < 


يربط (نة0) مع (فة) »> (ة) » نحصل على 


= [M,(VpM,)*+ (1+ MıM,2°)c(A) + MıMr]e 


تطسيقات : 


الاستخدام النظرية على تغيير المتغير ات عند 1 < ر يختلف عادة عن التعلبيق النظرية المناظطرة 
عند 1 = مر . مثال ذلك » ی حساب 


1 
/ x(1+ x?) dx 
0 


نلاحظ عادة أنه إذا قدمنا × + 1 = (×)م فإن ×2 = (×) م ؛ ومن ثم تأخذ الدالة 
المراد تكاملها الصورة (>)'”"((×)ب)2 وكذلك 


1 x=1 
fx +x" ax =4 e) | 


x1 
=1 + x) OS 1 


وإذن يكو إجراء التكامل ملاحظة أن الدالة المعطأة المراد تكاملها هى تركيب لدالة ما 
والدالة م » مضروبة فى مشتقة الدالة م . و يمكن إعادة إجراء تطبيقات مماثلة لساب التكاملات 
لأكثر من متغير واحد فقط ف الخالة الى فا حد ايخاكوبيان ثابت ( أو بسيط جداً )مثال ذلك» 
تكامل على الصورة . 


(رمه 2x-3y)‏ رهج [fee‏ 
ممكن إجر اه بادخال التحويل الخطى (ر3- ×2 ,ر2 + ×) > (ر ,)ب هنا 


86 1 -عه-ه--21‎ 
(x, y) = det [J ا‎ 3-4--7 


وأيضاً نجد أن 


of 


[fre +2y, 2x 3y) d(x, رر‎ [Ire (ن‎ du 5( 


A +4)‏ 
هذا العکامل الثانى ر ما يكون أبسط إذا كانت (« ,)ير أبسط [ مثال ذلك ء إذا كانت 
[(۸)0(»)ج = زه »)مر ٠‏ أو إذا كانت (4)ب بسيطة ( مثال ذلك » إذا كانت خلية ) . 
وخلا ف ذلك » رى لا يبسط التحويل الأشياء بدرجة كبيرة جداً . 
استخدام تمطى أكثر النظرية هو حساب تكامل متعدد ر ملاحظة أن الفئة 8 هى 
الصورة لفئة أبسط 4 ( مثال ذلك ٠‏ خلية ) تحت راسم مناسب © . 
وه - ٠١‏ أمثلة . ( ) نفرض أن 2 تدل على المستطيل الذى رؤوسه (2 ,2) ,(0 ,0) 
(1,1-) ,(1,3) » أى إن » المنطقة محدودة بالخطوط الى معادلها هى 
عاج يرو 2+ 2 ايو ,4+ ير د ير y=»,‏ 
إذا أخذنا + - ير 4ه و ×+ بر دن فإن هذه الاطوط تصبح 
uU=0, 0=4, u=2, 0=0‏ 
ومن ثم » إذا كانت ب هى الرامم (ل ,×) - (ن )ي ع حينئذ © ترمم الللية = م 
[4 ,0] × [2 ,0] = ۸ إلى 0 . سنترك للقارىء إثبات أن 
o)‏ ساك Ku + oll!‏ ,د - مكار ] | = [free ac‏ 
م 


A 


(ب) نفرض أن ٩‏ ح 27 هى فئة النقط فى #7 المعطاة ما يل 
uo < 4}‏ < 1 ,9 < *ن- ةي ع D = {(u, v):1‏ 
وإذن 2 محدودة بأربعة قطوع زائدية . إذا عرفا (ل ,×) ج (0 »):4 بأنها 
x=u 2 y= uv‏ 

سينئذ من الواضح أن /و ترسم هذه القطوع الزائدية فى مستوى (« ,ب) إلى الطوط 1= × 
4 - ر ,1= ر ,9=× ف المستوى (بر,) . مع أن مي ليست إدخالية على جميع <R‏ 
فهى إدخالية على الفثة (0< ن ,0<نا: (ن .ن)] - © وآن (أه + 2)1 =(ن )بل . 
وبالإضافة إلى ذلك (0 < .8 ع + : (ن {)x.‏ - (0)سن 


ومن ثم عرف م على إن < ر ,8 عع :زر ب)) إل ۴ حي فإن تكون عكس ب 
مما سبق يتضم أن © ترسم المستقمات 4= ر ,1 ح ر ,9= x‏ ,1= بر إلى القطوع الزائدية . 
4ع ور ,1 عو ,9= p0‏ شير ,]= u—u‏ 


oto 


على التر تيب » وأن الفئة 2 هى الصورة نحت ب لغلية [4 ,9[×]1 ,1] = 4 . يوضح حساب 
مباشر أن ب تكون على الصورة (« ,/) = (« ,)ب حيث 
(x +4 2 1/2‏ دن 5 1/2 22 4+ x +(x?‏ 3 
إ 2 |-ه ا[ 2 | -» )459( 


ينتج من هذا أن 4۳+ ») = 0 + u‏ بحيث إن 47+ = )ر Jx,‏ . 
[ تنتج هذه الحقيقة أيضاً من المتطابقة 4y‏ + تعر = 40° + (تن - 7( = )02 + (u‏ ] 


أى إن 
رمه [fe o) a, o) | | e‏ | 


م 


حيث أعطيت [4 ,1,9[<*]1] = A‏ حيث (7 ,ان و (ل )ا فى ( هع د و) , 


الاحداثيات القطبية والكروية : 


من المناسب غالا تعيين النقط فى المستوى 2 بإعطائها « إحداثياتها القطبية » نتصور عادة 
المستوى كا لكل م نالإحداثيات الكار تيز ية ( المعطاة بخطين رأمى وأفق ) والنظام القطى . ( المعطى 
بأشعة من نقطة الأصل ودوائر مركزها المشتر ك هو نقطة الأصل ) وعل التعاقب » يمكننا اعتبار 
الإحداثيات القطبية كراسم ۸7 ©(0 ,) إلى “#8 ©(8,2) الممطاة بما يل 
(x, y) = (r, 0) = (r cos 0, r sin 0)‏ )45.7( 
يسمى أى زوج من الأعداد (r, 0e R‏ ی zi (x y)=(rcos6,r sin 0( ù}‏ 
الاحداثيات القطبية للنقطة (نز ,*) . نتطلب عادة 0 < م ؛ حى إذا تحقق هذا » فإن لكل نقطة 
(2 ,*) فى 22 فثات كثيرة عددها لالا للاحداثيات القطبية . 


مثال ذلك » إذا كانت (0 ,0) = (لر ,×) » فإن (0 ,0) هى فة إحدائيات قطبية 
لنقطة (0 ,0) لكل 9٤۴‏ ؛ إذا كانت (0 ,0) ع (ز ,×) و كانت (0 ,م) هى فئة 
إحداثيات قطبية للنقطة ( ,×) ء حينئذ لكل 762 يكون الزوج (527 + 0 ,”) هو أيضاً 
فئة إحداثيات قطبية للنقطة (ر ,*«) . 


إذا كانت (0 ,0) حت ( ر ,×) فيسمى الزوج ( الفريد ) الوحيد (0 ,م) حيث 
١<0, 0 = 8 > 2‏ بالفئة الأساسية للاحداثيات القطبية للنقطة ( بر ,× ) . أى إن الدالة م 
تنتج راما إدخالياً من (27 ,0] × ( ٥‏ + ,0) إلى ((0 ,0)) 2 . وتعطى أيضاً راا من 
(25 ,0] × ( » + ,0] إلى 82 لکا ليست إدخالية حيث إنها ترسل كل النقط 
27 >9 > 0 ,(8 ,0) إلى (0 ,0) لاحظ أيضاً أن الجاكوبيان هو 


ككلم 


cos 0 —r sin 0 


)45.8( ,)اول‎ 0) = det Ki Û 2F GOK. 
= r(cos 8)?+ r(sin 0) = Fr 


الذى ينعدم عند 0 = م . 


من الواضح أن © ترسم الخلية [27 ,0,1[×]0] > 4 فى المستوى (0 ,) إلى 'وحدة 
القرص (1 = ”ر +*×:(ر ,»)) = 2 لكن ما أن م ليست إدخالية على 4 وبا أن 
بل تنعدم عند 0 = ۶ >٠‏ فلا بمكانا استخدام نظرية تغيير المتغيرات ( ٩ - ٠‏ ) لتحويل 
تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


نلاق صعوبات ماثلة للاحداثيات الكروية فى 7 نتذكر تعريف إحداثيات كروية براسم 

1 : حيث‎ p:R +R 
(45.9) (r. 0, ¢) = (r cos 08 sin ¢, r sin 8 sin ¢, r cos ¢} 

تسمى أى ثلاثة من الأعداد 8 €( ,0 ,۲) مححيث إن (0 ,0 ,)0 =(2 ,ر (x,‏ 
تسمى بفئة الاحداثيات الكروية للنقطة (2 ,< ,×) . يحتاج الشخص عادة 0 < م » لكن حى 
بهذا التقييد يكون لكل نقطة فى 27 فثات كثيرة عددها لانهائى من إحداثيات كروية . 

مثال ذلك » إذا كانت (0,0.0)-(2 ,بر.») فإن (ي ,0 ,0) هى فئة إحداثيات 
كروية لجميع عم هءم6م + إذا كانت (2(*)0.0,0,نان*) وكانت (©,50) 
هى فثة إحداثيات قطبية للنقطة ( 2رر ,×) ء فإنه لكل ۸٤2‏ 060 > الثلاثيات 
(r, 0 + (2n + Dr, ¢ + (2n + 1)7)‏ و +2nr)‏ ب (r 0+2mr,‏ هى فئات بإحداثيات 
كروية لهذه النقطة . 


إذا كانت z(‏ ,ر ,×) محيث إن (0 ,0)£<(ر ,×) » حينئذ يسمى الثلائى الوحيد (0 ,0 ,7) 
حيث > >0 ,0>2 > 0 ,0< بالفئة الأساسية للاحداثيات الكروية للنقطة 
(2 ,ر ,×) . أى إن الدالة می تنتج راا أحادياً . من (7 ,0) × (27 ,0]× +٥(‏ ,0) إلى 
R0, 0, (:  » 2(‏ . فوقيا التقييد على ۵ إلى [ ,2[2]0 ,0] × +٥٥(‏ ,0] يعطى 
راساً فوقياً إلى جميع ”1 لكنه ليس أحادياً » حيث يرسل كل النقط (ه ,0 ,0) إلى (0 ,0 ,0) 
وأنه » إذا كانت 0 = ي أو » » حينئذ كل النقط (ف ,0 ,م) ترسم إلى (ف 08 م ,0 ,0). 
لاحظ أيضاً أن 


cos 6 sin ¢ -+ sin 0 sin ¢ 7 cos § cos 1 


)45.10( Jor, 0, ¢) ع‎ det 0 @sinp rcos0 sin 7 sin 0 cos 
cos ¢ 0 -, sin p 


sin 4‏ دع 


يفن 


لاحظنا حالا أن ري ترسم اللي [+ ,0] »[2 ,1[×]0 ,0] = ۸ فى الفراغ ‏ (ن ,4 ,م 
إلى وحدة الكرات (1 > 2+ ”ر+”*z(:x‏ ,ا ,)) - 22 لكن بما أن © ليست آحادية 
عل 4 وأن مل تنعدم عند 0 عد في صق 2م اء فلا يمكننا استخدام نظرية تغير المتغيرات 
٩ - 40(‏ ) لتحويل تكامل على 2 إلى تكامل على 4 . 


سنقدم الآن نظرية تمكننا من معالجة الصعوبات الى نلاقيها فى استخدام الاحداثيات القطبية 
والاحداثيات الكروية وهى مفيدة غالباً فى « تحويلات » أخرى « بإفرادات أو شواذ » سيلاحظ 
أن النظرية لاتتطلب كون ب أحادية على الفئة 4 » مع أنها أحادية على 4° . 


١١ - ٥١‏ نظرية تغيير المتغيّرات ( صورة أقوى ) . إذا فرضنا ”۴ 22 مفتوحة 
ونفرض أن”2 ج22 : © تنتمى إللصنف (52)*©. نفرض أن م2 فئة مفتوحة بمحتوى بحيث إن 
92 925 وعيث إن م أحادية على © . نفرض أن ©> 28 فة إدماجية محتوى صفر 
محيث إن 0 ۶ (×) ہل عند ع 12.1»ع × . نفرض أن © > ۸ ها عتوى > 07> ۸ » وأن 
© + (كر)ب:] محدودة » وآن ر متصلة على (8 )| 4)م . حينئذ 


)45.5( f, f7 j eel 


البرهان . ما أن (6)920 و (4)ظ مدمجتان ولمما حتوی صفر © فیمکننا فرص آنا 
#تويان فى ٤‏ ؛ وإذن 92,18 15" . ما أن ير و 4 هما محتوى » والفئة ۴ ١‏ هر 
لها محتوى ؛ وبالإضافة إلى ذلك » ما أن مغلقة » فإن 911 -"(15١لى)‏ بحيث إن 
0 »)يل عند "(ص اهر)ع ير . لذلك بتطبيق نظرية ( 4-40 ) على E‏ | كر » نستنتج 
أن (5١4)ب‏ ها محتوى . ينتج من نظرية ( هغ - ۲ ) أن (8)ب ها محتوى صفر » وما أن 
NE)‏ شام ١ E) U‏ هام -((8 م ه)لا(8 ١‏ 4))م = (۸) فإن (4) ب ها عتوى 
با أن ر محدودة على (0)4 ومتصلة ماعدا عل فئة جزئية من (0)72 » فنستنتج أن ر قابلة للتكامل 
على (0)4 . وبالإضافة إلى ذلك » ما أن ب" ر متصلة ماعدا على فثة جزئية من £ > فنستنتج 
أن أء3| )۴٠١(‏ قابلة للتكامل على 4 . يتبى أن نوضع أن هذين التكاملين متساويان . 

نطبق الآن مفترض ( 40 - ١‏ ) على م تحصول على فة مفتوحة محدودة ,© حيث 
ع كع رقع8 وثابت 0 < ,4ق » مخاصية أنه إذا كانت 2 محعوية فى اتحاد عدد 
محدود لمكعبات مغلقة فق ,52 محتوى 0 < بن على الأكثر فإن (72/)م تكون محتوية فى اتحاد 
محدود مناظر لمكعبات مغلقة بمحتوى. 1(0 ول) على الأكثر . 

نفرض الآن أن 0 < ع معطاة ونحصر £ فى اتحاد محدود .لا المكعبات مفتوحة فى ,© 
حيث ع >(.,11)© وبحيث إن الاتحاد W,‏ لإقفالات المكعبات فى .ا تظل محتوية فى ,© . 


oA 


حينتذ ع > (/17)» و ينتج من مفثر ض (ه )١-4‏ أناع”(,34 م /۷) > (,/[9)م)ء = ((.)م)ce‏ 
الآن نفرض أن ١],‏ ۸ = 8 محيث إن 8 لما محتوى . الآن ما أن ع 80 مفتوح و حتوى 
(م6)©9 و 5 ء فنستنتج أن 2018 > 8 نطبق الآن نظرية تغيير المتغيرات ( م4 - ه) 
على E‏ 1201 ,8 بدلا ءن €2 ,4 لتحصل على 


|g f= j el 


لاحظنا الآن حالا أن (. U‏ ۸ ش)ب > (8)ب | (4)م وإذن 


2 1 ا 2 


((ءلآ Mrc(e(A N‏ = | 1 و 


< (Vp M:)"Mre 
بالمشل تجد أن‎ 
(f. ee) el= f Foe) el | > ييل‎ f*1 
= M,Mıc(A N U.) > MMe 
ينتج أن‎ 
| f, f7 |, Cee) el | = IVP MDM, + MMe 
ما أن 0 < ع اختيارية » فينتج المطلوب وهو المطلوب إثباته‎ 


لإحداثيات قطبية ‏ نأخذ م2 كفئة مفتوحة محتوى متو فى (27 ,0) × (ه+ ,0) لإحدائيات 
كروية نأخذ و52 لتكون فثة مفتوحة بمحتوى محتو ی (7 ,270()0 ,0) × (+ ,0) 


تمردنسات : 

ه؛ -(أ) نفرض أن ”42-8 فئة مفتوحة ونفرض أن f:0+۸“‏ تحقق 
شرط لبشتز على © ؛ أى إنه » عند قيمة ما 0< ٠‏ تكون إلا - || M‏ > |(«)ث,- (*)م|| 
لكل ×٤2‏ . إذا كانت 16242 مكعباً بطول ضلع 0 < ى » أثبت أن (۸) ار تكون 
محتوية فى مكعب بطول ضلع وول . أثبت أنه إذا كانت 0> ۸ فة مدمجة بمحتوى صفر » 
فإن (4) ر ها محتورى صفر »> وإذا كانت ©>8 فة مدمحة بمحتوى » فان (8) ر 
ها محتوى . 

ه؛ - (ب) اعتبر راسم الاحدائ القطبى (0 صن ,6 وم  )»‏ (0 ,)م =( (x.‏ 
المعرف على 8*2 » وسلو كه على الفئة [10.1[<10,27- 8 . استخدم نظرية ( م4 - 4 ) 


0۹ 


ممصول على معلومات تكد للمرة. الثانية أن الصورة (4)ب = 2 » الى هى وحدة القرص 
}1 ع ”+ ةع :زر )دم لما محتوى . افحص الطريقة الى فا تر سم م حدود الفئة 
4 . أثبت أن حدود 2 هی الصورة تحت ب لجاتب واحد فقط للفئة 4 » وأن الجوانب الثلاثة 
الأخرى الفئة 4 ترسم إلى داخل 2 . 

0~ (ج) اعتبر الراسم (x, y) > (u, ù) = (sin u, sin wo)‏ المعرف على 
۴ . حدد الصورة لحدود [ ,]×[ ,!-] - 8 تحت ل وحدود (8)ل . أثبت أن 
معظم » مع أن » ليست جميعها “ماما » النقط الحدودية للمنطقة (8) هى صور لنقط داخلية 
من 8. 

# إذا عل أن المساحة لقرص دائرى (1 > *بر+**:(ز,*)) تساوى‎ (3) - s0 
أو جد المساحتين لقر صين قطاعى ناقصين معادلتاها‎ 

(es: = 1) (1) 

1), y):2x”+ 2x + ترك‎ = 1١ (ب)‎ 

) 2x +2xy + ةبرق‎ = )× + 2y (+ )× = ( : إرشاد‎ ( 

to‏ - )»( نفرض أن 8 هى الفئة.[2 ك ر + ع > 1 ,لا = 0 ,× = (x, y(:0‏ نفرض أن 
بره ,ر +×=» محيث إن 8 هى الصورة تحت الراسم (0 ,نه ¬ )u‏ > (ن ,)م = (x, y(‏ 
لشبه الماحرف u}‏ ع هع 2,0 عه > 1:(ه 4 ) - © < أثيت أن م احادية على كل من ۸7 
وأن 1-(2 ,)مك . استنتج أن 


[| ررحم‎ ac. = [fuat له‎ 


م - (و) نفرض أن (2 > u‏ -ه > 2,0 > 0+ u»‏ > 0:(ن )=8 باستخدام 
التحويل (ل +× ,ر - »)= (ند,ن) +( ,<) » احسب التكامل 


d(u, vw)‏ سساح وير مم 
(j) to‏ احسب التكامل المكرر . 


i” dy} dx 


مباشرة . حينئذ استخدم التحويل 2 *+ - ل ,») = (ن ») جا (ر,×) لساب هذا التكامل . 
مه - (ح) احسب مساحة للمنطقة الحدودة بالمنحنيات 


n 


2 = لر ,در ,2= ر× ,1= ر× 


بتقدم متغير ماسب لأمتغير . 


of. 


) (= ط) تفرض أن 2ه ج22 :ين معرقة باجا (قررج × ,ر - »)= زر يديل‎ ( - ٥ 
والصورة المكسية‎ ٠ لاحظ أن الصورة المكسية تحت لي لط المستقم 0< م = » هى قطع زائد‎ 
تحت و لط المستقم 0<ع-0 هى دائرة . أثبت أن ا ليست أحادية على ۴7 » لكن‎ 
{(u, vu): > lul} هو رام أحادى وفوق إلى‎ Q={(x,y):x>0,y >0} تقييدها إلى‎ 
افرض أن م هی عكس تقييد ©| و وأثبت أنه إذا كانت م >-> ط> 0>4 » فإن ب‎ 
. فرسم المستطيل [4 ,ء] ×[ط ,ه] = 4 إلى المنطقة‎ 


( ع c= x*+y?‏ بزع ثبو - تع = y):a‏ ,ع«)! - (ه)م 
وضح أنه إذا كانت ۴ ج 0:/ متصلة ء فإن 


(frees acs IRE pdr 


بوجه خاص » نجد أن ٍ 
-ف)له - 4= [fo ac. = [fia‏ 
٥‏ (ى) - نفرض أن ۴ ج ۸ :ل هى كا فى القرين السابق . أثبت أن ۷ ترم المنطقة 
المثلثية (× ك لرك 1,0 ك ×> 2(:0 ,«)) =4 إل المنطقة المثلثية 
u}‏ —2 > ن عي ,1 ع su‏ 0: (ن A= Y(A={(u,‏ 
هنا ر×8 =(ر ,»)3 . إذا كانت (0,2) ×(0,2) =0 وإذا كانت كر متصلة على ,۸ 
استخدم نظرية ( ه4 - ١١‏ ) لإثبات أن 
)» ,40 الج سانا f ffe, y)‏ - رس o) ac‏ مار | 


وق حالة خاصة » أثيت أن 

| ربدازقررج ت مارت‎ as, فاه | | = زر‎ aa.) 

ه؛ - (ك) نفرض أن 8 >» تنتمى إلى [:0,27] ونفرض أن ۴ <-[8 ,0]: 8م متصلة وحيث 

إن 0 = (۸)0 عند [8 ,»] 0€ . نفرض أن )0( > H={(0,r)e R?:« = 6 = 8, 0 =r‏ 
هى فئة الاحدا الصادى من # ( انظر تمرين +٤‏ - س) ٠‏ محيث إن ۴# هما محتوى . المنحى 
القطى المتولد من ۸ هو المنحى لى 82 المعرف بأنه (0 هنو (0) ,6 وم (8)8) ج 0 وأن فئة 
الاحداڻى الرأسى القطى هذا المنحى هو الفئة 

H, = {(r cos 4, r sin 9( ع‎ R:a < 0 < 8,0 <r < 2)0(( 


o1 


لاحظ أن H,‏ هى صورة 8 نحت الراسم القطى ( العكنى ) (© r) = (r cos 8, r sin‏ ,8)رب 
واستخدم نظرية ( ه4 - ١١‏ ) لإثبات أن 


[((o)* do‏ 1- وقتاء 


ه؛ - (ل) نفرض أن >ه ونفرض أن ۴ +[ ,ه]:۴ متصلة حيث إن 0<(×) f‏ لكل 
[ط e],‏ × . کا ی تمرين ( 44 - س ) » نفرض أن ((*7)0 > ر =0 ,6 = × = ه:(( ,) - ,$ 
هى فئة الاحداثى المادى لدالة حر . نفرض أن ۴ > :م معرفة بأنها 
y, 0( > (x, y cos 6, y sin 0)‏ ,)ىم ونفرض أن ,× هى الصورة [27 ,0] × ,$ تحت .م 
( تسمى الفئة ب « با مجسم الدوراف الناتج من دوران فثة الاحدا الصادى ب5 حول محور 
× » استخدم نظرية ( ه+ - ١١‏ ) لإثبات أن 


0 


c(X)=r| (f(x))? dx 


٥‏ - (م) نفرض أن ظط ۾ > 0ونفرض أن ۸ <+[ط ]:۴ وأن بو ھی کا 
فى القّرين السابق . نفرض أن ۸° ج۴ : ,م معرفة بأنها )0 y, 0) = (x cos 4, y, x sin‏ ,)رم 
ونفرض أن ,۷ هى صورة [5,]0,25 تحت ,م . ( تسمى الفعة إلا « بالجسم الدورافى 
الناتج من دوران فئة الاحداثى الصادى ,> حول محور ر») . استخدم نظرية ( 11-46) 
لإثبات أن 


(¥= 2r ال‎ dx 
(ن) بالتحويل إلى إحداثيات قطية » أثبت أن‎ - ٥ 


[fee d(x, =1 - 5م‎ 


CR 


Ca = {(x, y):0 = x, 0 = y, x+y” > 12(  ثيح‎ 


(ب) إذا كانت (1 > ر > 0 ,1 > > 0:(ر,))= ,8 ٠‏ أثبت أن 
")معد 
(ج ) من الحقيقة الى تقول إن © £ ۽8 > +0 ا 
(f*4) =3‏ 
ومن ثم ينتج أن لإ = بل e‏ مي 


فرق 


+ - (س) نفرض أن (4 > ”ر4×7+9:(ر ,)) -8 . استخدم تغيير متغيرات 
مئاسباً لحساب 


[e dl (=1 (5-م-‎ 


05 y, 2(:0 = +2 "ر + ني رطع‎ > z >)1- لاحظ أن الفعة 23ر - تج‎ (2)-te 
هى « قطاع مخروطى مقطوع بوحدة الكرات » و الفراغ ۴7 . اوجد هذه الفثة كالصورة‎ 
]0, 1[× ]0, تحت رامم الإحدائى الكروى © لخلية [ج2[<*]0,1‎ 

() أثبت أن الحتوى هذه الفئة فى 87 يساوى 2(/3/يه - 5)2 . 

(ب) أوجد امحتوى هذه الفئة باستخدام راسم الإحداق الرأمى الأسطواى 

T:(r, 0, (ج‎ > (x, y, 2( > (r cos 8, r sin 0, z) 
ه؛ - (ف) نفرض أن 0 < ۾ ونفرض أن 4 هى تقاطم الفثين‎ 
{0 رلا‎ 2:x? + y+ 2? = 4a} 9 {x y,z):z >= a} 

(i)‏ استخدم راسم إحدای کروی لإثبات أن 5۸۵/3 =(4)ء 

(ب) استخدم راسم إحداڻی صادى أسطوانفى لإيجاد قيمة (6)4 . 

ه؛ - (ص) نفرض أن 8 هى تقاطع الفنتين 

ey لو (2 عمجت رجا(‎ {u yy2):x ty? تل‎ <22} 

(أ) استخدم لرام الإحداث الرآسى الكروى لتوضح أن 40/2-3(/3)ج -(8)ء 

(ب) استخدم راسم الإحداق الرأمى الأسلواق لساب (8)© . 

ه؛ (ق) - نفرض أن إ۲ > إء|: ۴ ٤‏ »)= (8,)۲ هى الكرة بنصف قطر 0 < م 
فى الفراغ ۴۶ . سوف تحسب الحتوى )ره من )م8 . 

(أ) استخدم تغيير المتغير ات لإثيات أن (1)رنه” = (7)رنه 

(ب) إذا كانت 3 < م »ء عبر عن تکامل (1),© كتكامل .كرر واستخدم جزء (1أ) 
لإثبات أن 

{f a ar} de‏ ]نيه - (1)يه 
م/1(27):_,ه = 
(ج ) استنتج أنه إذا كانت 2/6 = م زوجية » فإن !6“ -(1)ره . إذا كانت 


26-1 = م فردية » فإن !(24)/!'”"س_*4 - (1),ه بدلالة دالة جاما »> نجد أن 
(1+م"1/*"م > (1),س 


رفن 


رد) آثبت النتيجة الشبير ة 0 > ((1)ره) صن 

٠‏ - (ر) سوف نحصل على تتيجة ارين السابق بطريقة مختلفة . نفرض أن €۸ م 
ونفرض أن ۴ + 0:۸ معرفة بأنها 
(cos 0,, sin 0, cos 02, ..., sin 4 sin 0, ۰° sin 0,-, cos 0,)‏ = ),0 , . . . رر4)” co(0)=‏ 

(أ) آثبت أن 1 > (6)|| وأن 1=ا(0)|| فقط عندما 8-0 أو 6-7 
لقيمة ما من ص ,...,1=ز 

(ب) أثبت أن ھی راسم أحادى وفوق ‏ (ج ,0)»١١٠<<(ج‏ ,0)= ترج  )0,‏ مرات 
عددها م إلى الداخل x<1}‏ 8ع 21 لوحدة الكرات (8,)1 . أثبت أيضاً أن » 
قرسم "[7 ,0] فوقياً إلى وحدة الكرات لكن ايست أحادية على الحدود . 

(ج ) بحساب قيمة جاكوبيان الراسم © » نحصل على 

J,(0) = (1) (sin 0,)° (sin 4(" 2٠٠٠ (sin 6,-,)(sin 6,) 

J.(0)#0 for 0€ (0, 7)" ومن ثم‎ 

(د) استخدم قانون حاصل ضرب واليس للتكامل 44 *(0 ه1:) 7 الذى حصنا عليه 
ی مشروع ( ۴١‏ - 7 ) » استنبط.التعبير ات المحتوى (1),ه فى المثال السابق 


مشروع : 

+٥‏ (») - هذا المشروع مؤسس على مشروع ( 44 - 17) ودنا باقتراب تبادلی 
لنظرية تغيبرات المتغيرات ( ه+غ - و) أن نفرض 0>۸ مفتوحة » ونفرض أن 
"8 + 0: تنتمى إلى صنف (01)42 أحادية على 52 ومحيث إن 3,)×(#0 كل 4ع 
التبسيط » نفتر ض أيضاً أنه يوجد 0 < ۸ بحيث إن M lx — yl‏ = جم - رمز 
عند .© € J‏ ,د 

(أ) إذا كانت 8 ج (0)®:‰ معرفة بأنها ((ه)م)ء -(4)© عند ۸٤3)0(‏ 
فإن 4 تقبل الجمع على (©) وها كثافة قوية تساوى إرل| . بالإضافة إلى ذلك عند قيمة 
ما 0 < ,0ق ء نجد أن M,c)4(‏ > (4)© لکل (۸€9)0 . 

(ب) إذا كانت ١‏ دالة محدودة قابلة للتكامل على كل فثة (4 )م » عندما (9)9 © 4 » إذا 
كانت 8 > (0)®:¥ معرفة بأنبا 


a=], f 


o 


فإن ¥ تقبل الجمع على (0)© . بالإضافة إلى ذلك » عند قيمة ما 0 < و » ند أن 
|¥(A4(| McA)‏ لكل (9)0 46 . 

(ج ) إذا كانت تر دالة محدودة ومتصلة على (52)© » وإذا كانت # معرفة كا فى (ب) 
أثبت أن لها كثافة قوية تساوى ‏ إمك| (ب٠۴)‏ 

(د) إذا كانت ر كا فى (ج ) ء أثيت أن 


1 5 (f°) |3| for Ã e 2(0) 


ofo 


ار اأجسع 
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ارتسادات لتمرينات مختنارة : 


نحث القارىء على عدم النظر فى هذه الإرشاد ت مالم يكن محرجاً » يحتاج كثير من القرينات 
إلى البراهين » ويوجد أكثر من حل واحد صحيح » حى إذا أعطى القارىء نقاشاً مختلفاً كلية 
فر ما يكون نقاشه صعيحاً تماماً . لكن » لكى نساعد القارىء على فهم المادة العلمية وتطوير مهارته 
الفنية » نقدم بعض إرشادات وبعض حلول . سيلاحظ وجود تفصيلات أكثر للمادة المذكورة 
فى الأبواب الأولى . 


باب () : 


١-(د)‏ حسب تعریف 83۸4 ^۸ . إذا كانت 428 فإن مع 8مم 
أى أن ه-408ك وبالىکس › إذا كانت 4 - 408 فإن 0824م ومن ثم 


ينتج إن 82۸ 


{x :x € A۸ -(ه» و ) الاختلاف المعاثل المقدارين 8 و 4 هواتحاد الفثتين (8 × لمه‎ ١ 
{x:x& A and xeB} » 

١-(ح)‏ إذاكانت × تنتمى إلى ,۸ل ٤۸‏ فإن عع وأن به ل ×٤‏ لذلك » 
xeE‏ ,4 € × عند قيمة واحدة للمقدار تر . على الأقل يدل هذا على أن ب4 6 5ع 
لقيمة واحدة للمقدار ثر ٠‏ عيث إن 

ENUA,s U(ENA) 

يبر هن الاستنتاج العكسى بعكس هذه الخطوات . يعامل التساوى الآخر بلمثل . 

١-(ل)‏ إذا كانت ,([3 ع زر:ره)())6 عع .ء فإن .(لعز:ر4)) »© . هذايدل 
عل أنه يوجد ke‏ بحيث إن .4× . لذلك (يه)» ×٤‏ ومن ثم (دء [:(به)6]لاء< 
یبر هن هذا (,6)4 لا > (ب4 ()6© . يبر هن الاستنتاج المكسى بعكس هذه المطوات . برهان 
المتساوية الأخرى ماثل . 


هق 


باب 00 : 


؟<(أ) إذا كانت (» ,©) و (© ,4) تنتمى إلى ع › فإنه توجد 8,8 فى 8 
نحيث إن 49 (a, b) 4 (a,‏ تنتمى إلى 1 وأن (b, c)s(D', c(‏ تنسمى إلى .g‏ ما أن و 
دالة » فإن "م = م ؛ با أن ع دالة » فإن م عمل 

۴ - (ب) لا. كلا من (1 ,0( و (1-— ,0( تنتمی إلى € 

۲-(د) أفرض ×3=(×)چ f)»(= 2x,‏ 

۲ -(ھ) إذا كانت (' ,ظ) (b, a),‏ تنتمى إلى >٣‏ فإن (6,'ه) ,(ط,4) تنتمی ل 
إلى ر . ماآن كر غير أحادية ء فإن ي = م . ومن ثم تكون "٠ر‏ دالة . 


؟-(ز) إذا كانت (»)/=(») فإن ×= مازع =( »)8 =× ومن ثم 
تكون ر غير أحادية . 


؟ - (ح ) استخدم تمرین ( ۲ - ز ) مرتين. 


باب (۳) : 
+ -(أ) افرض f(n)= n2, ne E‏ 
۴٣‏ - (ب) افرض 0عم ,1(/2+م)- مار 
+ ~ )ج( أفرض ‏ لازعم ,1+مد رمم 
٣‏ -(ه) افرض ١ع"‏ .([40-.4, . حينئذ لكل فثة 4م نقطة وحيدة > لكن 
(لاعم .مالا لانمائية . 
+(و)- إذا كانت 4 لانهائية و كانت (ل8,:8©2]- 8 فة جزئية من 4 ء» 
حينئذ الدالة معرفة بأنها . 
f(x) > Daan, x=beB‏ 
=X, xe A\B‏ 
هى راسم أحادى وترم 4 إلى [ ط4٠۸‏ فوقاً . 
+ -(ح) إذا كانت f‏ راساً أحادياً يرم 4 إلى 8 فوقياً ارقا د 
8 إل © فوقياً » حينئذ تكون ”ع راساً أحادياً برعم 4 إلى © فوقياً . 


باب (؟) : 
4 -(ز) اعتبر ثلاث حالات : 38+2 -م ,1+ )3= p= 3k, p‏ 


of. 


باب (0) : 


ه-(!) ما أن0 <52 ,0 < ۾ » فإن م-ةوجتم تدل على أن 0= *ط=”ه 

ر إذا كانت © + 1 حم حيث 0 < 24 فإن : 1 
=1+a=c‏ مم +1 = c"=(1+a)"‏ 

ه-(ز) لاح ظأن 2 = 2 > 1 . إذا كانت *2>» عند K<1‏ » فإن 

"EN لكل‎ n<2" وإذن‎ k+1 2k <2. 2* صرب‎ 

ه - (ح) لاحظ أن و( -ط) =(" ۰۰۰4+ "ط)(-)= هط ٠‏ حيث 

.P >0 
{sg y)iy= +x} (م)=—o‎ 


- (ن) مربع برؤوس (±1 ,0) ,(0 ,±1) 


باب 00 : 
٩‏ -(آ) إذا كانت »)دم » فإن الى xı =sup‏ 
ذا كانت لبي مدر A =x...‏ وإذا كانت x...‏ طناك ا وضح أن 
xe‏ ,نا sup‏ هو أعل 4 .` 
5-(ج) افرض (2 >2 : 0 ع بر =$ 
-(ه) ف الحقيقة sup A UB = sup {sup A, sup B}‏ 
٦‏ -(ح( إذا كانت (لاءنريلاء *×:(ر {f(x‏ من - 5 فإف  /)+(>5‏ ميم 
f(x (( >> 5 iij, xeX,yeY‏ لجميع xEeEX‏ 
ومن ثم 5 > (لاء :(»)]] sup‏ . وبالعكس . إذا كانت 0 < 8 فإنه توجد 
ا ,× عحيث إن (ور,ه)/ >ع-5 وإذن (,),>ء-5 ويكون: 
S ~e > sup {fı(x):x € X}‏ ما أن 0 < ع اختيارية » فنستنتج أن : 
sup {fı(x):x e X}‏ ع S‏ 
A-۹‏ ما أن f(x) = sup {f(z):z eX},‏ » فينتج أن : 
f(x)+ g(x) = sup {f(z2):z € X}+ sup{g(2):z e X}‏ 
لذلك يكون × ع sup {f(x)+ g(x):*‏ أقل من أو يساوى الطرف الآمن . 
بالمثل » إذا كانت ×٤×‏ ء فإت : 


inf {f(2):2 € X}+ g(x) = f(x)+ (م)ع‎ 


إذا استخدمنا ( ٩‏ -ی ) » نستنتج أن 
inf {f(z2):z € X}+ sup {g(x):x € X} = sup {f(x)+ g(x):x € X}.‏ 

تبر هن المطلو بات الأخرى بطريق ماثلة . 
باب 00 : 

۷“ (ب) نفرض أن ۸ ٤۾‏ ؛ إذا كانت ۸ه فإن 8> وإذن ه ,۾ > غم >غ 
ما خالف الفرض وإذن “عه وماآن عه اختيارية فيكون 'لم ك4 . ما آن 
'4>م ع فإنه توجد xe‏ حيث '4>*>ي .ما أن ×> فيجب أن يكون 
ع لکن ما أن xe A‏ نستنتج أن AXA’‏ 


- (ج) افرض : 
B={x:x < 1} and A'={x:x > 1}, B'={x:x >1}‏ ,(1 > ع : 2 د م 


-(ه) إذا كانت ,رع لكل 8 ٠‏ فينتج تناقض لخاصية أرشميدس 5-1 . 
۷-(و) إذا كانت ,عع لكل # » فينتج تناقض لنتيجة ۷-٩‏ (ب) . 


۷-(ح) كل عنصر ی ,۴ له مفكوك ثلاثة . أول رقم فيه هو إما صفر أو 2 . النفط 
فى الفتر ات الأربع الجزئية من ر۴ طا مفكو كات ثلاثية تبدأ كالآق : 


إلى آخره 

لا (ى) إذا كانت ۸ كبيرة كبر كافياً فإن » ۾ -ط > ”1/3 

- (ك) قريباً من ١‏ كالمطلوب . 
باب () : 

- (ه) لاتتحقق خاصية ۳-۸ (11) 

۸-(ح) الفئة رك هى الداخل للمربع الذى رؤوسه (±1,0) ,(±1 ,0) والفثة ر5 
هى الداخل للمريع الذى رؤوسه (±1 ,1-) ,(1,±1) 

a=1 Np, (=1 م-(ك) خذ‎ 

۸-(ل) هذ 1= 0 .م/a=1‏ 

م - زم) ‘yl = 8 lellyl = {Z lx} sup yl = xl llyll. iie‏ ءا لکن 
اعاعا م = ار »| وإذا كانت (1,1,...,1)= =× . فإننا نصل إلى التساوى . 

۸ - (ن) العلاقة المنصوصة تدل على أن 


ot 


xl + 2(x ١ زجاع رم‎ = lx رادج‎ - (lll + yD? 
=x +2 “لادلا + ااا اعلا‎ 
ومن ثم |<ا||]- ر٠× ويظل شرط التساوى الموجود فى نظرية ( ۸ - ۷ ) قائماً‎ 
. بشرط کون المتجهات لا تساوى صفراً‎ 
م + جلا . فإن العلاقة المذكورة تظل‎ =| +2)» ٠ م -رع) ما أن ارا +(ر‎ 
صحيحة إذا وإذا فقط‎ 
(ف) تسمى فئة كه #دبة إذا وإذا فقط كانت تحتوى جزء الخط المستقم الواصل بين‎ - ۸ 
: ع حينظ‎ x. ۷٤K, أى نقطتین ى . إذا كانت‎ 


دن - 1( t+‏ ع إإجلان =1( + زعا ؛ ع اج - 0+ x‏ 

كذلك 0 3ه عند 1 > > 0 . النقطتان (±1,0) تنتميان إلى 
K4‏ » لكن نقطة المنتصف (0 ,0) لاتنتمى إلى م . 

م-(ص) إذا كانت ,× تنتمى إلى .016 ء فإن اكع ر,+« لكل ©». ومن 
ثم (yek.‏ -1)+ى نکل a‏ ومنها ينتج أن ۴٠‏ مدبة . اعتبر الاتحاد لغتر تين غير 
متصاتين . 


باب (5) : 
-() إذا كانت 6× ء افرض («-1,«)/مزدم حينئذ » إذا كانت 
-> ادر ء تحصل على + ×> ر> مدير وما 1 م +ير> بر>م-» > 0 محيث إن 
© ©2 . إذا كانت 0 = 2 » فإنه لايوجد عدد حقيق 0 < ۶ بحيث إن كل نقطة بر فى 1[ 
تحقق + > || تنتمى إلى . بالمثل عند 1 = 2 . 

ه-(ب) إذا كانت ×٤6‏ » عذ |ء|-1اد-ء . إذا كانت 8ع . خذ 
)اداح 1 r = inf {llxll,‏ . إذا كانت z=)1,0(‏ إذن لكل 0 < م ء توجد نقطة بر 
فى (6)۴ ععيث إن ۲> || - راا 

٩‏ - (ز ) أسرد النقط فى الفئة المفتوحة الى جميع إحداثياتها أعداد قياسية . حينئة استخدم 
خطوات البر هان لنظرية ( ١١ - ٩‏ ) مستخدماً كوراً مفتوحة مركز ها عند هذه النقط القياسية . 

٩‏ - (ح) ناقش كا فى الآرين السابق » لكن استخدم هذه المرة كوراً مغلقة 

و-(ط) خذ المكلات واستخدم ٩‏ .اح . 

٩‏ - (ى) الفئة 40 هى اتحاد مجموعة جميع الفئات المفتوحة فى 4. ومن ثم أى فلة مفتوحة 
۸ = 6 بحب أن تكون محتوية فى 49 . حسب تغريفها يجب أن يكون ۸٥٤۸‏ . ينتج أن 


رذن 


"مح "99 4) . ما أن 4° مفتوحة وأن 40(9) هى الاتحاد لجميع الفعأت المفتوحة فى 9» 
يحب أن يكون “0لم) "لم . وإذن 40 = °(4°) . ما أن A°>4‏ و 8ءع6ه8 
فينتج أن : 08 ۸> ۸°۸8 »۰ نکن ما أن ۸08 مفتوحة فهذا يدل على أن 
)4°NB()A NB)‏ .ومن زاوية أخرى تكون '(4208) فة مفتوحة محتوية فى 
8 بك ؛ وإذن 'هع'(8مه) s‏ ©“8ع(8صمه) ء وما A°NB°‏ ح"(8 مم) 
وبالتالن (8 0 4)= 08° ۸° .ماأن 8° مفتوحة › فإن ”8 )R°)°=‏ 

نفرض أن 4 هى فئة جميع الأعداد القياسية فى (1 ,0) وأن 8 هى فثة كل الأعداد غير 
القياسية ى (1 ,0) . حينتذ 4= 8° 4° . ب (0,1) (A UB)°=‏ 

. ٩ ى » أوخذ المككلات واستخدم‎ . ٩ (ل) ناقش کانی‎ - ٩ 

و-(ن) إذا كانت | = م » خذ © =۸ نی ۴° » خذ 00 . 

و-(س) افرض أن 4,8 مفتوحتان فى 8 . نفرض أن ۸×8٤(ل×)‏ بحيث 
xeA‏ م yeB‏ . توجد 0< ٣‏ بحيث إنه إذا كانت |x'-x|<r‏ فإن 0 < ورمع'د 
حيث إنه إذا كانت و>|ر-'ر| وأن 68ر . افرض الآن (ء ,)٤«1=؛‏ الكرة المفتوحة ` 
الى نصف قطرها م تكون محتوية ى 8 × 4 . المكس يكون مشااً . 

: )٠١( باب‎ 

٠-(ج)‏ إذا كانت × نقطة حشد من 4 فى عج وكان N‏ جوارا من ل > 
حينتذ 1> ||×- راإ: "204268 محتوى نقطة # ديهم ,۸عبه . تحتوى الفئة 
la}‏ < اعد »|| N 01 € R°‏ نقطة برعديه لمعيه وأيضاً ره ديه أ كل هذه الطريقة . 

۰ -(و ) کل جوار × يحتوى نقطاً كثيرة عددها لا نان للفعة 8 ل) 4 . ومن ثم 
إما 4 أو 8 (أو رما كلهما ) يحب أن يكون له عدد لا تاق من العناصر فى هذا الحوار . 

باب (11) : 

neN عند‎ 6. ={(x y):x”+y*<1-1/n} -(أ) افرض أن‎ ١ 

. REN عند‎ Gy, = {(x. ») : × + (ب) افرض أن [2 > ر‎ - ١ 

۱ (ج ) -افرض أن (.4=)6 غطاء مفتو حا الدالة ۴ وافرض أن (6=€6)۴ » 
أى إن © مفتوحة فى ”8 . إذا كانت[6] ل ي = ,ي ٠‏ فإن ,4 غطاء مفتوح للفئة × » حينئذ 
يكون الفئة ۸ غطاء جز محدود إ6 ,... ,و6 ,© ,6) . وإذن يكون [.0 ,... ,و6 G.,‏ 
غطاء جزئيا من © للفئة ۴ . 

١١‏ -(د) لاحظ أنه إذا كانت © مفتوحة ى 2 » فإنه توجد فئة جزئية مفتوحة 


© من ۴ بحيث إن 2م ,ص - 6 2 . استخدم نظرية هاين بورال - بالتناوب . 


كن 


١1-(ه)‏ نفرض أن (,94-140© غطاء مفتوحا لوحدة الفترات المغلقة ل فى :1 
اعتبر تلك الأعداد الحقيقية × حيث إن المربع [×,0]× [» ,۵| يكون محتوياً فى الاتحاد 
لعدد محدود لفئات ى © وافرض *× هو أعلاها . 

۱۱ -(ز) افرض أن ۸6۸ ,ع.ر . إذا كان يوجد فقط عدد محدود من نقط 
فى ( ٤٢:س‏ ء حينئذ.يحدث واحدة منها على الأقل غالباً مرات عددها لا نمال وتكون 
نقطاً مشتركة . إذا ٠‏ كان يوجد نقط كثيرة عددهاأ لا نهائى فى الفئة المحدودة [(.*1 ع حينئذ 
توجد نقطة حشد × . ما أن اطع ىد mz=n le‏ وماآن.F‏ مغلقة » فن ,۴ع × 
لکل neN‏ 

. ۴ فإن × نقطة حشد للفثة المغلقة‎ ٠ 4)»,۴(=0 -(ح) إذا كانت‎ ١١ 


۱۱-(ی) لا. افرض F ={ye R":lly - xl = r}‏ » حينئذ كل نقطة من 
۴ تقع على نفس المسافة من × . 

: إذا كانت‎ . ×٤۴” -(ك4) افرض أن © فة مفتوحة وافرض أن‎ ١١ 

° فإن 44 فة مفتوحة فى‎ H={y-x:yeG} 

١١‏ -(م) . اتبع النقاش فى ١١‏ ۷ » ماعدا استخدام خلايا مفتوحة بدلا من كور 

١١‏ -(ف) افرض أن (0)6.:"۸6]) = © ١‏ حيث .6 مفتوحة ف الفراغ 
.R‏ المكلة .#۴ للفئة ,© فة مغلقة لا تحتوى أى فئة جزئية مفتوحة غير خالية » حسب 
نظرية + - ٠١‏ . ومن ثم تكون الفئة لعناصر غير قياسية هى اتحاد عائلة معدودة لفئات 
مغلقة لا تحتوى أى واحدة مها على فثة مفتوحة غير خالية » لكن هذا يخالف تمرين ١١‏ .ع . 


باب (1۲) : 


۲ - (ب) افرض أن 8 و 4 قطع عند [«إنان =€ . حينط A N C'‏ 00م B‏ 
غير مرتبطین » غير خاليتين ع وهما اتحاد "© جب أن تحتوى إحدى هاتين الفشتين على × » 
افرض أنها 8. ما أن 8 فئة مفتوحة ء فتحتوى أيضاً نقطاً من © أى إن 6* ((06)811© 
لکن حينئا تكون 81١42(‏ ,۸ . قطماًمن © . 

۴ - (ه) عدل برهان النظرية 4-095 . 


-(ز) حسب نظرية ۱۲ - ۸ ء تكون الفثتان © ٥,‏ فترتين . من السبل 
ملاحظة أن € × ,© محدبة أى أن ۲ -(ه)تطيق. 


oto 


باب 197) . 
۴ - (أ) اختير الوضع الحندسى (×رر-)= 12 بدلالة (لر ,) = 2 . 
١‏ -(ب) لاحظ أن )8 sin 4, x sin 0 + y cos‏ ب - 0 cz = (x cos‏ > وهذا يناظر 
دورأن عكس عقرب الساعة بزاوية نصف قطرية 0 . وحول نقطة الأصل . 


۴ -(ج) ترسم الدائره -إء- 2| إلى الدائرة , [و| - إ(ط + عه) - | يممكننا كتابة 
طانم وام دع وتحسب 7Z‏ مآ x= Rez, yJ‏ بدلالة u= Rew, = Im w‏ . 
بإجراء هذا نجد من السبل ملاحظة أن المعادلة م = نزم + +4 تتحول إلى ممادلة فى الصورة 
)دوق عيرم . 

١‏ -(د) تترك دائرة كا هى ثابتة بواسطة مم إذا وإذا فقط كان مركزها يقسم 
على احور الحقيى . الحطوط الى تركت ثابتة بواسطة ج هما فقط المحور الحقيق والحور التخيل . 

١‏ -(ه) ترسل دوائر مارة بنقطة الأصل إلى خطوط بواسطة # . ترسل كل 
«الخطوط الى تمر بنقطة الأصل إلى دوائر ءارة بنقطة الأصل » ترسل كل اللطوط المارة بنقطة 
الأصل إلى خطوط مارة بنقطة الأصل . 

۴ - (و) كل نقطة من © » ماعدا نقطة الأصل » هن الصورة تحت ع لعنصرين من 
© . إذا كانت Reg)z2(=k‏ ء فإن »)= ?ر x‏ . إذا كانت Img(z)=k‏ › 
فإن ‏ - ر×2 . إذا كانت ١‏ -إ(ع)و| »ء فإن 0< ۾ وأن ۷k).‏ =|ع| 


باب (؟١1)‏ : 


4-(ب) لاحظ أن 4ع 11 یں 


0 = ||| = (د) ندينا || × - .دما = |ااعاا‎ - ١+ 

)-1,7( ما أن الفترة‎ lim )x.,/X۸( >۲ > (ط) افرض أن ع بحيث إن1‎ - ١4 
لكل < ۸. وضح‎ 0> x../×. >۲ هی جوار هذه الہاية » فتوجد € ع1 محيث إن‎ 
.۸ <2 060 عند بض‎ 0>. >C الآن أن‎ 

4 - (ك) اعتبررس) و (1/0) . 

» ) -(ل) التتابعات (آ) » (ب) » (ه) » (و ) تتقارب ؛ المتتابعتان (ج‎ ١4 
. د) تتباعدان‎ ( 

)-1, عیٹ إن ۲ > م > ("!ج) زا . ما أن الفترة (م‎ ۲٠۴ -(م) أفرض أن‎ ١4 
بحيث إن >":« >0 »وما “0>«.>7 لكل‎ K٤ جوار هذه اللباية » فتوجد‎ 


.n=K 
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١ : )1٥( باب‎ 


هر -(آ) اعتبر ديري ,استخدم مثال 6١1-ه(ج)‏ ونظرية 1(5-16). 
٠‏ -(ج) (أ) تتقارب إلى ١‏ . (ب) تتباعد . ( و ) تتباعه . 

8# (د) افرض لاح‎ - ٠٠ 

<0 -(و) اعتبر حالتين : 0-ير و‎ ٠ 

6 -(ز)نمم 

١٠‏ - (ح ) استخدم الإرشاد فى ( آمرین 5-01٠‏ و). 

٠٥‏ (ل) لاحظأن "52> .×> ظط 


باب (15) : 
۹ -(1) بالاستنتاج يكون 2> .>1 عند 2 < ۾ . بما أن : 
(-ة)/(_د- ب = در فإن المتتابعة مطردة . 
1 - (ج) المتتابعة رتيبة ومحدودة . الباية هى ‏ 1+40('2(/2)+1) 
١‏ - (د) المتتابعة ¥ تتناقص باطراد ومحدودة . 
5 (ه) يسمى عنصر × من (») يز «قة» ل إذا كانت .><ير 
مندما 6م < 7 . 
إذا كانت هناك قم كثيرة لا نهائية بأدلة ,... > وم > ,م » فإن المتتابعة (ي) 
القمم متتابعة جز ية متناقصة من ¥ . 
إذا كان يوجد فقط عدد محدود من قم بأدلة ... >k,‏ ...> ,) » افرض أن .<" 
ما أن .كد ليست قة » فتوجد ,۳<۳ بحيث إن بكرلا 
بالاستمرار بهذه الطريقة نحصل على متتابعة جزئية متزايدة بدقة (,.*) من > . 
١‏ - (ز) المتتابعة تزايدية »> ۸/)۸+1(>1 ك ,× 
5-(ك) توجد ×٤×‏ عیث إنه إذا كانت ٤‏ < ۾ » فإن: 
L-~e < ul Xx. = L+e‏ 
استخدم الآن نقاشاً مشابهاً للنقاش الموجود فى مرين ١ - ٠۴‏ . 
در-رم) (Î)‏ مء م 
(ج) إرشاد : ((1+م)/1+1)(ه/1+1) - رسرة + 1) 
(د) € . 


ot¥ 


١‏ ( ع ) - أوجد أن ٤‏ ,ر محيث إن 1/۸ +4 > ءا - | , إذا كانت (ہل) سنا ر 
فإن 4 = إإر- »اا 


باب (1۷) : 
۷ -(أ) الحميم. 
1۷ -(ج) إذا كانت جع د » فإن البايات:؛ إذا كانت 2 >< » فإن الباية صفر . 
۷ -(ه) إذا كانت 0= × ء فإن الباية = ١‏ ؛ إذا كانت 0 دع ٠‏ 
فإن الهاية ‏ صفر . 
۷ -(ز) إذا كانت 2/ > 0>٠‏ و ×x<0‏ » فإن 0<(:-7/2) . ويكون 
(ع-2/) nx z tan‏ لكل n> n,‏ » الى مہا ينتج أن : .7/2 = ×۸ rl2—e > Are tan‏ 
۷ -(ح) إذا كانت 0 < × ؛ فإن ٤>1‏ ۷ - (ی) لیس ضروریاً . 
۷ -(م) اعتبر المتتابعة ( 1/7) أو لاحظ أن :< دااءا 
۷ -(ع) نعم ۷ -(ف) نعم . 


: )1۸( باب‎ 
±1 مد-(اأ) () ±1 . (ب) 0 . 21 (د)‎ 
u, (X + Y) = sup {x, + ١ : ىذ‎ peN, psmmùÎ -(م) افرض‎ 6 
zm} > sup مدأ‎ in = m}+ sup بر‎ in > m} = 0, )06( + (لا) من‎ = 0, (X)+ (¥) 


(x+y)*=inf {u (X + Y):meN} > 0,(X)+y* وإذن‎ 


ما أن هذا يكون صميحاً لكل ٤۸,‏ » نستنتج أن * ر + * x‏ = *(ر+x)‏ 
۸ -() (آ) ص ± . (ج) + ,0. 


باب (19) : 
ور - (ھ) إذا كانت ك ثرء فإن .)1/۸( + x;‏ = (1/5+ 1)ن 9 اا > بد 
الآن اجمع . 
۹4 -(ط) إذا كانت ل تزايدية وغيرها تقاربية فى #2 ع فإن ر غير محدودة . 
14 -(ك) (أ) لا يوجد . (ب »ء ج) كل اللاثة متساوية . 
( د) البايتان المكررتان مختلفتان واللهاية المزدوجة غير موجودة 
(ه) اللباية المزدوجة تساوى نباية مكررة واحدة . 
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( و ) المايتان المكررتان متساويتان » لكن الهاية المزدوجة غير موجودة . 
١9‏ -(ل) افرض أن ۸= م “إذا كانت 8-1 وأن 0>-.م إذا كانت 1< ۸ 
4-(0) ف (ب عجءه). 
۹ - (س) طبق نتيجة ¥14 إلى m, € N}‏ : )ناه = x‏ 
19 -(ع)افرض 60-.< عند >8 وأن "”/")1-( = x.‏ عند m zn‏ 
باب )۲١(‏ : 


))1 ت 0 © خذ #=(ء)8 . إذ كانت 0 < 4 » استخدم التقدير 
|x al |x|‏ 


EV Va 
, ٩-۲۰ (ب) استخدم مثال ۲۰ ¬ ه (ب) ونظرية‎ - ٠ 
. ٩ = ۲۰ -(ج) استخدم تمرين ۲۰ - (ب) - ونظرية‎ ٠ 
(ه) أثبت أن [41-ع|-|©م- مرا‎ - ٠ 


- لسكا 


. (و) كل عدد حقيى هو جاية متتابعة لأعداد قياسية‎ - ٠ 

lim (h(y,.) = -1 lim (h(x.))= 1 (ى) توجد متتابعتان (ہل) ,.(<) بحيث إن‎ - ٠ 

٠‏ -(ل) أثيت أن (0)/-0)/ f)a+(-f)a(=‏ . إذا كانت ر مطردة على 
۴ فإنها تكون متصلة عند نقطة ما . 

٠‏ -(م) أثبت أن 0= (0)ير وأن مم = (۸) عند ۸6۸ . أيضا 
f (n) = ne dil « f (n) + f (~n) =0‏ عند lk, neZ‏ أن f(min)= mf(1/n)‏ 
فينتج بأخذ ۸=" » أن f=‏ » إذن f) = cm)‏ . الآن استخدم * 
اتصال گر . 

٠‏ -(ن) آما 0 = (0)ع ونی هذه الحالة 0 = (×)ع لكل × فی 8› أو 1 = (0)م 
وق هذه الحالة ((0)ع ¬ g(a + h)- g(a) = g(a){g()‏ 
باب (۲۱) : 

f(1, 1= (3,1, -1(, f(1,3)= (5, 1, -3( )ج(‎ ۱ 

١-(د)‏ متجه (ع ,ط ,4) فى مدى الدالة كر إذا وإذا فقط 4-28+6-0م 

١؟‏ -(ز) إذا كانت 0 = ۸ ء فإن (0,0)=(ے f),‏ . إذا كانت 0 كد ۸ 
فإن الحل الوحيد المعاداتين 


0۹ 


ax + by =0, cx + dy =0‏ 
هو (0 ,0) =(ر,x)‏ 
١‏ -(ط) لاحظ أن (9)م-(*)8 إذا وإذا فقط كانت 0=(ر- )ع 
١‏ -(ع) لاحظ أن (0)؟ <٠٠‏ واستخدم متباينة شفارتز . 


باب (۲۲) : 


۲ -(ج) إذا كانت 0 < (م×) f‏ › فإن (0< ر: =)y 6R‏ ۷ جوار (مx)‏ ا . 

۲ - (ح) افرض أن0 = 2 ,ی) ر إذا كانت 0 = ای فين 1 = © ,مار > 
إذا كانت 0 حو اى . 

۲ (ل) افرض أن معامل أكبر قوة موجب . أثبت أنه يوجد يد>0>, 
يث إن f)‏ > 0> )زر 

۲ - (م) افرض أن ”× =(م) ۶ . إذا کانت 1< مء فإن )/ > >0-(1)0 

۲۴ -(ن) إذا كانت 0 < (6)/ر » فیوجد جوار من م تكون عليه کر موجبة » 
ومن ثم 1ل صو . بالمثل إذا كانت 0 > ©) کر . 

۲ - (س) ما أن كر متزايدة بدقة ء وأن 5 > © ء فإن /ر ترسم الفترة المفتوحة 
(ط ,4) فى مط أحادى فوق الفتر ة المفتوحة (() كر ,(۵) ) › الى منها ينتج أن 1 f‏ متصلة . 

۲ -(ع) نعم . افرض أن 8 > » ثابتة وافرض أن () ر > (6)ثر. إذا كانت 
e‏ بحيث إن 6 > > ۾ ءفإنه إما ( 1 ) (4) كرح (م)ير > )c( > f )۵( )i1(‏ رراء 
أو (11) (©)ثر > (ه) كر حالة (1) مرفوضة من الفرض . إذا كانت( ن ) » فإنه توجد ري 
فى (6,5) بحيث أن () “رح (ي»)ثير » وهذا مخالف . حينئذ تظل ( اة ) ععيحة بالمثل 
(0)ر > () ر وأن ر متزايدة بدقة , 

۲ - (ف) افرض أن ع متصلة وافرض أن رى > رع هما النقطتان فى 1 الى عندها 
تصل چ لأعلاها . إذا كانت يم >0 » اختّر عددين ر ,© يحيث إن ر >> يم > رن > ,4 > 0 
افرض أن م تحقق (0)م>#>(ه)عم . حينتذ توجد ثلاثة أعداد رط بحيث إن 
bı <C:‏ كيه <c < D2<‏ رط > يه وحيث (ط)ع = م » ما بخالف الفرض . لذلك » 
بحب أن يكون 1 = رمو 0 ح ىم . استخدم الآن نفس الفط من المناقشة عند النقط الى 
عندها تصل ج لأدناها لتحصل على تخالف . 

۲ -(ق) لاحظ أن (07105 ليست مدمجة . أيضاً م ليست متصلة عند (0 ,1) . 


00۰ 


باب (59) : 
۴ - (أ) الدالة فى مثال +٠‏ - ه (أ» ب » ط ) متصلة بانتظام على #ر . 
؟؟ - (ز) الدالة مم محدودة ومتصلة بانتظام على [م ,0] . 
؟؟ - (ط) إذا كانت (2) متتابعة فى (1 ,0) حيث 0+ .× حينئذ ((8)]) هى 
متتابعة كوشى و لذلك تكون تقاربية فى 8 . 


, xER عند‎ f(x)=sinx, (جاع‎ > ik )4( - *؟‎ 


باب (51) : 

4 - (ب) خذ (/ («/1)) حيث ار كافى مثال ۲۰ - و (ز) . 

4 - (ج) أحصل على الدالة فى مثال ٠‏ - ه (ح) بهذه الطريقة . 

4 (ه)- (أ) التقارب منتظم على [1 ,0]. 

(ب) التقارب منتظم على أى فثئة مغلقة لا تحتوى 1. 
(ج) التقارب منتظم على [1 ,0] أو على 1< ,(م+ ن] 

4 (ى)- ينتج أن ر متزايدة باطراد . حيث كر متصلة بانتظام ٠‏ إذا كانت 0 < ع » 
افرض أن 1= ,×> ۰۰> كر ع0 بحيث إن >( f)‏ -(×)؟ وافرض أن رم 
محيث إندإ ذا كانت ب = ۳ فإنء >|( f.)‏ -(5)/| . إذا كانت ( ,. . . ,1 ,و1 nz suP‏ 
أثبت أن م3>|م)م-2©)/| لکل ×٤1‏ . 


4+؟-(ق) أى كثيرة الحدود ( أو ماية منتظمة لمتتابعة كثيرات الدود ) تكون 
محدودة على فار ة محددة . 
باب (60) : 

٠؟-(ز)‏ (ب) إذا كانت 0 <6 ٠»‏ فتوجد 0 <()8 ميث أنه إذا كانت 
c<x<c+8(e), xe D(f)‏ فإن.ء > |f)x(- b|‏ 


(ج) إذا كانت (.») أى متتابعة فى (كر)2 عيث إن .> وكانت 
(م)سناتء فإن ((,»)/ر) lim‏ دام , 
e‏ ¬ )ى( (أ) إذا كانت 0 < 4 ء فإنه توجد 0 < محيث إنه إذا كانت + < ب 
وكانت ×٤ )f(‏ » فإن 34 < (×) f‏ . 
(ب) إذا كانت 0 > 4 » فإنه توجد 0 < 8 بحيث إنه إذا كانت 
0<|x—ce|< 5‏ فإن f(x) <M‏ . 
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1. مده ()م وضع ()متصنا-‎ {f(x):x >r} (ل) (أ) افرض أن‎ - ٥ 
٠ x< 71)8 ( بالتنارب إذا كاتت 0 < ع فإنه توجد (8) :7 محيث إنه إذا كانت‎ 
ميوا‎ )/)( : + <+(- L|< حينقذ ع‎ 

٠‏ -(م) استخدم مفثر ض 78 وول 

ه؟-(ن) اعتير الدالة | × |/1 س = (×) گر عند £0 × » 0 = (0) کر . 

۵ -(ع) اعتير مثال ۲۰ - ٩‏ (ح) . 

ه؟- (ص) ليس ضرورياً . أعتبر “بر > (2)/ عند x61‏ 

6 -(ق) نىم . 
باب ۲۷) : 

۲١‏ - (ب) أثبت أن مجموعة ك لكثيرات الحدود فى × 608 تحقق فرص نظرية 
سيون -فير - شتراس . 

۹ -(ھ) إذا كانت 0-س/مر-0)م ۰ أولا قرب كر بدالة ۾ تتلاثى على 
بض فترات [2 ,8 ل ۲] و [8 ,0] . حينئذ اعيبر × هزة/(*)ج =(×)۸ عمد 
(م,0)ء << + h(x)=0‏ عند # ,0 = ير . 

5 (ط)- اعتبر (×/1) ۸ھ = (×) f‏ عند 0 كج ب . 

(ك)- استخدم نظرية هاين - بورال أو نظرية غطاء لبسيج كا فى برهان نظرية 
الاتصال المنتظم . ١‏ 

؟ - (ن) (أ) نطاق مدمج ء متتابعة متساوية الاتصال بانتظام لكن غير محدودة . 

(ب) نطاق مدمج » متتابعة محدودة لكن ليست متساوية الاتصال بانتظام . 
(ج( نطاق ليس محدوداً » متتابعة محدودة »ومتساوية الاتصال بانتظام . 


باب (۲۷) : 

۷ -(د) لاحظ أن 0 = (0) ”ع وأن (1/8) 5مع- (1/2) مله 2x‏ = (٭) 8 
عند 0 گج × . 

ا نعم . 

۷م -(ل) مکنا كتابة 


IO)-f)_x=e f()-f() y=c f(y)=f(e) 


La x + i | y-c 


oo 


۷ -(ق) (ب) إذا كانت 0 حد ط ء حينتذ عندما ۸٤۸‏ تكون كبيرة بكفاية بإعطاء 

٠» × <‏ فإنه توجد 7< ,ا عيث إن 
2/اطا اله = (x‏ = الم" (fCO)—f(n)/x| = [(x = n)/x| {f‏ 
باب ۲۸) : 

8 -(و) بين جذور "م المتتالية تكون كثيرة الحدود مطردة دقيقة . إذا كانت 
مد جذراً تكراريا مفرد الكثيرة الحدود من “م ٠‏ فإن م هى نقطة نباية عظمى دقيقة 
لكثيرة الحدود م . 

۸ -(ح) للدالة ر جذور مكررة عددها # عند كل من :1 + ح عر ؛ الدالة “كز 
لها جذور مكررة عددها #1 عند كل من 1+ ح ×> ولما جذر بسيط داخل 
(1,1-) ؛ الخ . 


۲۸ - (س) إستخدام مرين ۷~ س 


باب (55) : 

و -(د) إذا كانت 0 < ع » فإنه توجد أعداد قياسية ۲۸ ,... ٠٠,‏ فى [ بحيث إن 
f) >‏ إا كانت ۸*× . افرض أن ۲ تقسيا بحيث يكون طول كل من 
( على الأكثر ,2) فترات جزئية تحتوى واحداً من الأعداد .5....,75 أقل من 8/278 . 
أثبت أن 28 = (ع f,‏ ;8)۶ = 0 

و -(ى) إذا كانت (×) گر = (×) رگ عند (ہ»,...,)× وکانت 0 < ع »› 
افرض أن م هى تقس بحيث أن طول كل من الفترات المزئية المحتوية على واحد من 
...ده أقل من 8/2۸4 ٠‏ حيث ارما رالا مده < 24 . باستخدام نفس النقط 
الوسطى ٠‏ نحصل عل > |(ع ٤,‏ :5)2-(ع رگ بص)و| حيث ×=(×)ع عند لع × 

8 -(ن) افرض أن (685)©© + حينئذ تكون تر قابلة للتكامل عل [» ,4] » 

. إذا كانت ريم هى قيد يم عل [© ,4] » فينتج من ۲۷ (ن) أن ويم متصلة على 
[ے ,4] ؛ باعل للقيد رع من ع على [6,8] . ينتج من نظرية وم - م أن يجي قابلة 
للسكامل على [ء ,ه] وأت ”جر قابلة لعكامل على [8 ,6] وأن 


ffe:‏ عه[ | سمه 


افرض الآن أن (8)02(*)/ = (18902) عند م > × ک ۾ وأن («)ئع()] - («)لع1) 
عند 8 ك × ٥>‏ . 


۹ (ع) - إذا كانت 58 > ||| وإذا كانت © تكريراً ۲ » حينئذ 5 > [2|] . 


oof 


۹ -(ص) إذا كانت 0 < چ٠‏ افرض أن .نك روه 22 ١‏ هو تقس ل 
بحيث إنه إذا كانت .۲۶2۶ ء وكانت ( :5)۶ أى حاصل جمع ريمان المناظر ٠‏ حينئة 
)| .افرض أن يإ[ || < 84 » رافرض 4۸۸4/ع = 8 . إذا كانت 
Y«)‏ .بولا Q = (Yo,‏ تقسيا بعمود 5 > |[0|| » افرض أن .۶ل ۵ -*0 ء محيث 
إذ 0*2۶ وبحيث يكون ها على الأكثر #1 نقطة أزيد من نقط © . أثبت أن 
((:5)0*:7-5)0 2 محتزل إلى (2)0-1 حداً على الأكثرفى الصورة : 

| | >8 حيث‎ ١ ((ماز- )اه‎  -«2 


باب (.0) : 


٠‏ -(ج) إذا كانت 0 < چ معطاة » افرض ٥‏ كا فى برهان .م ل م . إذا 
كانت م أى تكرير من م8 فإن 


الداع - نمع Z f(0) fol‏ = زو |S(P.; f g)=S(P; f,‏ 
حيث (8)68>إءنه- »| وإذن يكون المقدار 4ع سائدا هذا المجموع . 


الآن استخدم معيار كوثى . 
۰ -(ه) حساب مباشر يعطى 
“0 - قل = (fuer ax)"‏ 
وبالسكس » م-20 <(2)/ على فترة جزئية ما من [0 ر4ه] . 


° -(ح) إذا كانت m > /)2( > M‏ عند 8 > < > »ه فإنه يوجد 4 حيث 
M‏ > 4 ك :: بحيث أن 


F(a) = [fag = A{s(8)= (e0.‏ رهام 


× e ]0, 1[ عند (1,0-]عع و أن 1 = (×) گر عند‎ f)x*(= -1 -(ط) افرض أن‎ ٠ 


. (ى) استخدم نظرية القيمة المتوسطة 5-010 لحصول عل(۴)۵ - (ط)۴‎ - ٠ 
. كحاصل جمع رمان لتكامل کر‎ 
فإن‎ 2 xeJ -(م) إذا كانت 4 > ()/ ع م عند‎ ۰ 


nf 3 م‎ 3 Mf. 
. استخدم الآن نظرية بولتزانو ۴۲ س4‎ 


oof 


١‏ -(ع) الدالتان 4-ج رم أحاديتان ومتصلتان . التقسمات لفترة [4 ,6] هى 
تناظر أحادى مع التقسيات للفترة [ط ,4] وحواصل جمع ريمان - اشتلتجز للتركيب ع ار 
بالنسبة إلى مج فى تناظر أحادى مع تلك الدالة كر بالنسبة إلى م . 

م -(ت) () 34. (ج) 9 . (*) 5/2 . 

باب 010 : 

١‏ -(4) ما أن ٤f,‏ -()./-(2)./ فيمكننا استخدام نظرية ١م‏ - ۲ لتحصل 

عل 8 :ا - )1 -(*)7 لكل ×٤3‏ . أثيت أن =f‏ م . 
"١‏ -(ق) استخدم نظرية #٠‏ ¬ و إلى ( ۲-۴۳۱ ) حيث 4-"(م - 8) = (۸)2 . 
١م‏ -(ت) أثبت أن الدالتين 8و © متصلتان . يكون الباق من البرهان کا فى 
+ 
١‏ -(خ) الدالة كر متصلة بانتظام على رل × ل . 
وم - (ذ) افرض أن 4>- »يع  8:)0(=0,‏ عند 1 > × > 160 = (×)ر8. 
باب 00 : 

۲ -(د) (أ)ء(ب)ء(د)ء (ه) تقاربية. 

۲ -(ه) (أ) تقاربية عند 1-<؟ ,م (ب) تقاربية عند 1س < ولام 

۲-(و) (أ) » (ج ) تقاربيان مطلقان ١.‏ (ب) تباعدية . 

۲ -(ز) () تقاربية مطلقة إذا كانت 1 + م < © 

(ب) تقاربية إذا كانت 0< ي وتقاربية مطلقة إذا كانت 1< 4. 
باب (۴۴) : 

مم -() إذا كانت 8> 0>1 فإن xe” >× e”‏ 

۴۳ - (ب) استخدم اختبار درشلت ۳۴ ¬ ٤‏ . 

۴ -(ج) (أ) تقاربية بانتظام عند 0 < < |٤|‏ . 

(ب) تباعدية إذا كانت 0 ك + وتكون تقار بية بانتظام إذا كانت0< 6< .١‏ 
(ج) » (ه) تقاربيتان بانتظام لحميع + . 
۳ -(و(. Var‏ 
باب (۴6) : 
٤‏ - (ج) جمع الحدود ف المتسلسلة "(1-) ,25 لتنتج تقاربا إلى ١‏ - وإلى صفر . 
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4" -(ز) اعتبر (-م(1-) <. لكن ء اعبر أيضاً الالة حيث 0 < يه . 
4* -(ح) إذا كانت 0 < 5 يه › فإن a+b‏ ع '(مه)2 
4م - (ط ) أثيت أن (1/1 4+٠ ٠ ١+‏ )يه > bı +b,+۰--+b,‏ 
4 - (ى) استخدم تمرین وم - و (1أ). 
4 -(4) وضح أن +ه+٠٠٠+به+ب»‏ محدودة من أسفل بالمقسدار 
(ميه2+:--+يه2 + ,)4 ومن أعلى بالقدار : 
عوج لله ميم "2 +٠٠ ٠+‏ يه2 + يه 


4 ( س ) - اعتبر حواصل الممع الحزئية برى حيث ۸ > ۸ > 2/#استخدم معيار کوشی . 


: )۴٥( باب‎ 

هم -(ج) (أ) » (ه) تباعديعان . (ب) تقاربية . 

ه؟ -(د) (ب) » (ج) » (ه) تباعدية . 

. -(ز) (أ) تقاربية . (ج ) تباعدية‎ ۴٠ 

هم (() إذا كانت 1 > م فإن rm‏ -(70+1) و1 > 71 عندما لالع تكون 
كبيرة بكفاية أثبت أن المتتابعة (0 ع10 )»١‏ متزايدة . 

باب ۳۷) : 

.م -(أ) استخدم اختبار درشلت . 

5م - (د) (أ) تقاربية . (ب) تباعدية . 

5*-(ه) (ج) إذا كانت (.ه) < تقاربية مطلقة » كذلك تكون )8 . إذا 
كانت 0= به ماعدا عندما تكون 813872 قريبة من 1 + » فيمكن أن نحصل عل مثال عكسى 
(د) اعتبر 2( ه10 )1/۸ = a,‏ . 

5" (ط) إذا كانت < m‏ » فإن s=+1‏ ؛ إذا كانت ۾ ع يج فإن : 

0> مسإ إذا كانت ۸< ™ »> فإك 1- جييى 

دع -(ك) لاحظ أن خم تام < 2mn‏ 


باب (۷) : 


× -(أ) (أ) » (ج ) تتقاربان بانتظام لكل × (ب) تتقارب عند 0ج‎ "٠ 
فى مكلة أي جوار 0= × (د) تتقارب عند 1 < × و بانتظام عند‎ x وبانتظام عندما تقع‎ 
.© <1 حيث‎ × <0 


كمه 


۷ - (ج) إذا كانت المتسلسلة تقاربية بانتظام » فإن 

|e, sin nx +۰۰ ۰+ ca, sin 2nx|<e, 

بشرط أن تكون ۸ كبيرة بكفاية . أحصر الآن الانتباه بحيث تقم × فى فترة تحقق 

nsk<2n عند‎ kx>} 

1/e(g) < o (Î) (z)- rv‏ < )و(1. 

لام - ( ل) استخدم نظرية الوحدوية ۳۷ = ۱۷ . 

۷م -(ن) أثبت أنه إذا كانت ,۸٤م‏ > فإنه توجد كثيرة حدود ,۶ بحيث أله 
إذا كانت 0 كد عدء فإن (×/1) e۴,‏ =(ں) f“‏ 

م - (ر) المتساسلات )” A(x) = 8 (a,x"), B(x)= X (b,x"), and C(x) = 8 (cx‏ 
تقار ب لدوال متصلة على 8 دن نظرية الضرب بام -- م » نجد أن (×)8 («)4 = («)0 
عند 1 > برك 0 » ومن الاتصال جد أن (8)1 (4)1 = (1)€ . 

۷ - (ش) متتابعة حواصل المع الحزئية تزايدية على الفثرة [1 ,0] . 

٣۷‏ -(ت) إذا كانت 0 < ع ۰ فإن مع > إءه| » عند [١‏ < 6 . قم حاصل 
الممسع E (anx")‏ إلى حاصل جمع على N‏ ا احير وحاصل جمع عل .A>N‏ 
باب (۴۸) : 

۸ - (ب) (ب) إذا كانت 0=.ه »› فإن 

F(x +27) = 80 dı - roar ff di 
= F(x)+0= F(x) 
xe FR لكل‎ 

۸ -(ه) (ج ) احسب (2)0/ بطر يقتين . 

۴۸ - (ز) (أ) إذا كانت ,6 متصلة » فإن “سم د(ج-),6 »ء لکن ما أن م 
ها دورة 27 حينئذ 53 = (2) 60 = (7۸ -) #40 . 


2 _ 4 | ذه‎ 22 cos 4X  »05 61 
ط)- 525 ع‎ (+ 
7 ساك‎ e E, 9 رس‎ 


1, 2] ؤم _'2 وم‎ 32 COs 5X 
نو [ وچ‎ 


2 1 3 

[cos2x cos 4x , cos 6x‏ “م 

ھ ee‏ ب 
E)‏ 


oo 


8 [sin 2x 2 مله‎ 4x 3 sin 6x, 
0 ف[‎ 8(- 4 


8(sin x sin 3 ره ماه‎ 
عات‎ 3 [| 2 


۸-(0) (د) استخدم مرين ۲۸ = ز (ب) , 


4 [sin ğrx__ Sin TX ا‎ x 
4 معن ()[ ...عمف سم س‎ 


ب تجا “لے 110 -] 2ن 


nr‏ بحرن 


۸ -(ق) استخدم نظرية فيجر ۳۸ - 1۲ نظرية ١١‏ - سمي 
م -(ر) عدل برها مم = لد مم = ١‏ 


باب (69 : 
5» - (ز) لدينا. :زه )| - | + »| = |(0 ,0) © -(د )6| محيث أن : 
0- بوره رمعم ٭ اذا كانت (0,0)#(رب) ۰ فإن: 
x)= 2x sin )2<2(-: - x7 cos (2x37‏ ,<) 10,0 
وهى غير محدودة عند 0< × . 
4 (ل) 2b, 2c) (Î)‏ ,24( تؤميم؟ 
)ج ( Venofs= (be, ac, ab)‏ 
۹-(م) ( )31⁄2 ۰ (ج) صفر , 
۹ - (س) (أ) عند (2 ,1) يكون [(2- )4 +(1- )2 = 2:2-5 رر ب)) 
(ج) عند (1 ,1) يكون [2(//2- ر + ×)- = ۷/2 - 2(:2 ,ر )) 


۹ -(ف) (آ) عند 0 = 1 يكون 0 = 2 ,0= لا = غ : (2 x,y,‏ > عند 1 = 1 
يكون }1+39 =2 ,2 +1 - y‏ رو +1 = {(x,y,zJix‏ 


(ج) عند ۸ ۾ =1 يكون +s}‏ 5د ع ,2= بر ,28~ = ع : (ه {(x, y,‏ 
19 -(ق) (ب) عند النقطة (3 ,1 - ,3) مناظرة إلى (2 — 1) = (4 ,ئ)نجد أن 


S, = {(x, y, 2):x = 3+ (s-1)+(t-2),y = -1+ )6-1( (~2), 
z= -3+2)s-1(- 4)1 -2([ 


(د) عند النقطة (0 ,0 ,1) المناظرة إلى (* 3 ,0) = (ئ ,ى) نجد أن 


ooh 


(t~ r)}‏ = 2 رود بو 1 ح ={(x,y,2):x‏ وى 
۹ -(ت) لاحظ أنه إذا كانت ع2 ùli yeR',‏ #5 - :2 يا ب ع زع ,)0 
صحيث أن N, 2 = yl? +z?‏ 


باب (۰)) : 


F(0 =2(3t+ 13+ 22:-3(2- 261-6 (Î) ١ 
D,F(s, t) = (sin s cos t + sin t)(~sin زو‎ + (cos s + sin t}(cos 5 cos )+0( -(د‎ ۰ 


DıF(x, y)= f(xy)y, DF(x, y)= f'(xy)x -(ز)(آ)‎ 


D.F(x, y) = f' (t~ y)(2x), D:F(, y)=f'(x*—y%(-2y) (3) 
(4) 4 


(ب) ما أن مه(ه) f‏ و + ... + Df )c( ce,‏ = () 8 فيتتج 
من علاقة أويلر أن : 


)عع = tg() = (t(D, f(tc) +٠٠ ١+ (tc,)D,f(te) = kf(tce)‏ 
لذلك يكون “© =()ع لماذا ؟) لثابت ما € . ما أن© = (1)چ = )ير › 
فنستنتج أن f(te)= g(t) = t"f(c)‏ 


وشا كوت اة من خرجة + , 
۰ -(م) ما أن 


[B(x + u, y رسع‎ - B(x, زير‎ - (B(x, (ه‎ + B(u, y))| 
= |B(u, o) > M lull lol) = $M (lul + lull) = 4M (u, o) 


ينتج أن (ر »)8 + (ن .»)8 موجودة وتساوی (ا س)(ر ,)28 


ug(c))= ug'(c) (&) - ٠ 


Dg(c)(u)=(ugi(c),...,‏ عند uER‏ > ينتج من 
قاعدة السلسلة أن 


Dh(c)(u) = Df(g(c)}(Dg(c)(u)) = Df(g(c))(ug’(c)) = uDf(g(c))(8'(e) 
د )نا‎ Df(g(c)\(g'(e)) lay 

۰ - (ف) إذا كانت(يكر,... وكر) = ؟ فإنه توجد نقط وعم عیٹ أن : 
( - 5) »ارط = -f;)4(‏ (5) ;۶ افرض الآن أن £ ا تمثيل المصفوفة [(),/ر] 


٠‏ -(ص) بنظرية ۱۲ - ۷ تكن لأى نقطتين نى © اتصاا بمنحنى مضلعى يقع 
داخل © . طبق نظرية القيمة المتوسطة على كل ضلع من هذا المتحنى . 7 


D.f(x, y) = y(x?- y2) + (ش) فى الحقيقة 7( + »)ر×4 + ' ر‎ - ١ 
D,f(0,0)=+1 Rk ء‎ Dy,f(0,0)=-1 


٠‏ - (ث) إذا كانت ۴° جح رع +1 ,ع-): م معرفة بأنها ((ه - ط)٤‏ + f)‏ = (۲)ب 


00۹ 


فإن (ه-6)((ه — a  e'((=Df(a + t(b‏ ((0)يب ,...,()رب) -(0)م 
حيث (( = )1 + ) رگ = (4)رب ) ولاحظ أن )ب = (0)رب -(1),ب 


باب )2١(‏ : 
۱ - (أ) استخدم تمرین ۲١‏ .ع . 
£ -( 5( هنا 0= )0( .Y. Df‏ 
4١‏ -(ه) اعتبر تمرين لال اج » ۲۲س 
4١‏ -(و) اعتر تمرين ٤۰‏ .ل . 
+١‏ -(ى) أوجد النباية العظمى النسبية قرب 0 . 
+١‏ -(ف) (أ) عند (2 ,1,1) يكون ‏ [2=2- 2y‏ + »2:2 ,ر ,))ء8 
(ج) عند (2 , 2 ,4) يكون (4 = 22 - y, 2(:× + 8y‏ ,»)= +$ 
+١‏ -(ق) إذا كانت f‏ ,0 متلاشيان على فثة مفتوحة » استخدم نمرين 4٠‏ - ق . 
إذا کانت #0 ہر رع)مر,2 حینئذ اعتبر (ر,(ر)؟)=(ر ,)5 قرب (20رى*). 
١؛‏ -(ر) إذا كانت 0عو(م)ع,2 ؛ حينئذ اعتير (ر ,0) + (2)م =( )© 
4١‏ -(ت) وضح > كا فى برهان 9ه - ٩‏ ء أنه إذا كانت 2/ > |إرا| حينئذ 
يوجد متجه ×٤۴‏ حيث 1ك ||| بحيث أن (#)را = ر . 
١‏ -(ث) إذا كانت "عر ع افرض أن 0-م+: وأن 
Xas = Xn = (f(x) = fxn) (xn = Xn-))‏ 
وضحء كاف برهان ١؛‏ - ٠ ٩‏ أن (») سنج موجودةوأن «-(2)/ 
باب (9)) : 
۲ -(أ) (أ) نقطة ركوب عند (0 ,0) 
(ب) نماية صغرى نسبية دقيقة عند ( # ,2 -) . 
( ج) نقطة ركوب عند (1 - ,0) » نباية صغرى نسبية دقيقة عند (3 ,0) 
( و) نقطة ركوب عند (0 ,0)» نباية صغرى نسبية دقيقة عند (1 - ,0)» 
(0,2) . 
؟؛-(د) إذا م تكن كر ثابتة »> حينئذ إما الأعلى أو الأ للدالة ر على 
(1 > اء|: ۸ + - 25 ليس صفرا . بما أن 5 مدجة فإن هذا الأعلى أو الأدنى يكون 
عند نقطة 5ءء . الغرض يلغى إمكانية كون 1 > ||ءا| . 


01. 


۲ - (و) (آء د) نهاية صغرى نسبية عند (0 ,0) . (ب » ج © ه) نقطة ركوب 
عند (0 ,0) ١‏ ( و ) نجاية صغرى نسبية دقيقة عند (0 ,0) . 1 
۲ -(ز) نقطة ركوب عند (1 ,1) . 
۲+ - )ج( القرود لها ذيول . 
+ —-)ط( 7 er‏ -)4 .7 
۲ - (ق) () نہاية عظمی = ۱ ۰ تحدث عند (0 ,1 + ) ؛ بأنها صغرى = 2-1 
تحدث عند (1 ± ,0) . 
(ب) اية عظمى = 3 » تحدث عند (0 ,1) » قيمة صغرى = 1 - »> 
نحدث عند (0 ,1 س) . 
(ج) ناية عظمى عت 4 » تحدث عند (1 ± ,1) » نهاية صغرى = 1 س 
تحدث عند (0 ,1 س) . 
( د ) باية عظمى = 1 » تحدث عند (5/2 ,0) » قيمة صفرى = 1س 
تحدث عند (2/2 - ,0) . 
۲ - (ش) نهاية عظمى = 1 ء تحدث عند (1 ,0 ,0) » نهاية صغرى = و/5 » تحدث 
عند .4,3,9-) 


باب (9)) : 

۴ -(ب) إذا كانت لاع م معطاة» افرض أن .”(1-”۸<)2 إذا كانت 
الأطوال الحانبية ية / فى 88 هى ,يه ٠000‏ ديه > ,»>0 افرض أن «/.ه = ٥‏ 
فإن تكون / محتوية فى اتحاد (1+[ع/مه])١٠٠(27)]4:/6[1+1‏ مكعبات يطول جانبى 
© » وله محتوى كل أقل من ()20=(به ٠...‏ ,)2 . حينئذ ء إذا كانت 2 محتوية 
فى اتحاد الخلايا محتوى كل أقل من ع » فإنها تكون محتوية فى الاتحاد لمكعبات بمحتو ىكل أقل 
من 28 . 

۳ -() لا. 

tr‏ -(ح) إذا كان الإقفال يك هو ,[مط ,رية] ٠١ ١»‏ [ررط ررره] عند ب1 ,...,1= ز 
وإذا كان ,رط ,مه] »ا ٠‏ ٠<ا[رط‏ ,,۲=]۵ » افرض أن رط هو التقسم للفترة 5,1 ,1©] الذى 
نحصل عليه باستخدام النقط ...رل١‏ ,... ,1 > ز: بط ,ررم ء وأن ,۶ هو تقسيم الفترة 
[ط ,مه] الذىنحص عليه باستخدام 21 ,... ,1= [: رط ,ريه تنتج التقسيمات ,2 ,... ,۴ تقسيا 
للخلية 1 . 

۳+ -(ط) احصر 2 ف الاتحاد لعدد محدود من خلايا مغلقة ى 7 محتوى کل 
أقل من ع استخدم الآن ٤٣.‏ . ح . 
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tr‏ -(ي) أحصر ‏ ف الاتحاد لعدد محدود من خلايا مفتوحة فى ]1 بمحتوى كل 
أقل من ۾ . استخدم الآن 4# .ح . 

۴ -(4) نكون متتابعة تقسمات من 7 إلى مكعبات بطول جانب 2-08 بتنصيف 
متوال لأضلاع ۲ . بإعطاء مكعب 1 ح K۸‏ يطول جازی مر » احصر × فى الاتحاد لكل المكعبات 
الموجودة فى التقسيم النوف الذى تقاطعه مع ع هو فثة غير خالية . إذا كانت « كبيرة بدرجة 

آن 2> 1+8/2) ء فإن هذا الاتحاد محتوى كل أقل من (©26)2 . 

۳ - (ل) استخدم (م+ - ز )۰ ۳ - (م) استخدم ( ٣ء‏ = ل ). 

۳ - (ص) أولا اعتير الالة ۾ = كرء ثم اعتبر *(ع ير ) . 

۴ -(د) افرض اعا ٫ااگا<‏ ۸۷ ما أن ۾ ركر معصلتان بانتظام على ٤‏ + 
إذا كانت عم دقيقة بكفاية » حينئذ ۾ ر تختلفان بمقدار أقل من 8/234 على كل × 
وبحيث أنه لأى 1ع,م »> يكون (©2(2)1/ع) = |(كن)ء(,م)ع (رم)] lxfg =X‏ 
وإذن نجد أن 


| | كحي‎ ronson] > | حملي[‎ resene) 


+ |Z fele g()Je(K)| = )عه‎ 


۴ - (ت) (د) إذا كانت 7 مدمجة ومحتوية فى اتحاد الحلايا المفتوحة ...رول وبل 
فاا تكون محتوية فى الاتحاذ لعدد محدود من هذه الخلايا . 


باب (6)) : 
4 -(ب) (أ) إذا كانت (5)4 »مه » فإنه إما أن تكون 6 نقطة داخلية من 
4 أو تكون نقطة داخلية من (6)4 . فى أى حالة > يوجد جوار للنقطة © منفصل عن 
(هاة » وإذن ((4)م)© مفتوحة . 
٤4‏ -(ج) فى شال ( 4۳ - ۲ (ز) › يكورن ‏ 8$(=1×1)= $ لكن 
1}U{0, 1}x<1‏ ,1140 ع b(IxD‏ 
4 (د)- ما أن 8 )AN8B( eA‏ ء فينتج أن 
A NB N(€(A)U 6)8((‏ ع N(€(ANB))‏ -(8 م ه) - زه م مان 
<(6)8)ن-(ه) 6©) 8-6 AN‏ = 
N b(B)) < b(A)Ub(B)‏ ح-م4) نا (زهاط م -8) = 
٤‏ (ى)- إذا كانت 0 < ع » افرض أن ,۶ تقسم مثل الذى فى تمرين ٤۳(‏ ع ) 
وبحيث أن الاتحاد الايا فى .۴ الذى يحتوى نقطاً فى (5)4 محتوى كل أقل من ارا 2/2 
استخدم الآن تمرين ( 4# - ع ) إلى قيد الدالة عر إلى 4 . 


ككم 


4؛ -(ك) ماأن Mg»)‏ = اع( )/ > اعم عند ,۸× ع فينج أن : 
ng = a f <M‏ . إذا كانت #0و,ل غذ '(8م)(18,)- م 


+ -(ن) الفعة ٤۸‏ = ()م ليس ها محتوى صفر . 
4+ -(ص) لاحظ أن F(x, y)= $ {8 f(s, £) ds} dt‏ 


باب ))٥(‏ : 
ه؛ -(أ) افحص البراهين 46 - ٠١‏ مغ ٤‏ . 
ه؛-(د) Gr (Î)‏ 
ه؛ -(و) ?)1— (e‏ 


. (ح) افرض أن *×/ر = ن رر×=» . المساحة تساوى 2(/3ه00‎ - ٥ 


1 
ن‎ ١ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan _ibrahem‏ 
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عضو 
فة جزلية 

أعداد صحيحة 

أعداد طبيعية 

فترة الوحدة 

الأعداد المركبة 

تقاطع 

إتحاد 

فشة خالية 

فة شاغرة 

غير مر بوطة 

غير متقاطعة 

خاصية المائلة 

خاصية التبديل 

خاصية التر افق 

خاصية التوزيع 

إتمام أو إ كال 

حاصل الضر ب الكار تيز ى 


Glossary 
Introduction 
Elements 

Set 

Theory 

Class 

Collection 
Aggregate 
Ensemble 
Section 

Member 

Subset 

Proper subset 
Integers 
Natural numbers 
Unit interval 
Complex numbers 
Intersection 
Union 

Empty set 

Void set 
Disjoint 
Non-intersecting 


Idempotent property 
Cumımulative property 


Associative property 
Distributive property 


Complement 
Cartisian product 
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الأزواج المرتبة ( الثنائيات المرتبة ) 
اختلاف مټاثل 

دالة 

دام 


قيود 

امتدادات 

ت ركيب 

رتبة 

دوال إدخالية أو دوال حقنية 

دوال عكسية 

فرع 

دوال فوقية 

دوال تناظر أعادية 

نوق 

وحيدة 

فلات منبية أو فثات غير محدودة 
فئات غير منتبية أوفئات غير محدودة 
معدو دة أو قابلة للعد أو محسوية 
جيدة الثرتيب ( حسنة الثرتهب ) 
الاستنتاج الرياضي 

القطعة الابتدائية 

ناز لية عددية 

معدو دة ( قابلة للمد ) 

أعداد منطقة أو أعداد قياسية أوأعداد جذرية 


ككم 


Ordered pairs 
Symmetric difference 
Function 

Mapping 

Formula 

Bxplicit 

Graph 

Domain 

Range 

Into 

Image 
Transformation 
Restrictions 
Extensions 
Composition 

Order 

Injective functions 
Inverse functions 
Branch 

Surjective functions 
Bijective functions 
Onto 

Single 

Finite sets 

Infinite sets 
Countable 
Well-ordered 
Mathematical induction 
Initial segment 
Denumable (Enumerable) 
Countable 

Rational number 


الطريقة القطرية 
رقم من صفر إلى ٠‏ 


باهيه 
بدهية الاختيار 
ج . كانتور 


راسم أحادي 


الفصل الأول 


نظام 

المواص الجبرية 
المواص المرتبة 
خاصية الإتمام أو خاصية الإكال 
خلايا متدا خلة 

حقل 

عملية ثنائية 

أعداد غير قيانية أو أعداد غير جذرية 
مضبوط أو دقيق 
خاصية واحد من ثلاثة 
لقيمة المطلقة 

متباينة المثلث 

الأعلى ( الملو ) 

لادی 

مأخوذة أو مفتر ض 
الإسقاطات 

إرشاد 

دالة أسية 

اللوغار يم 

القواطم ( القص ) 
متشا كل 


لايا 


Diagonal procedure 
Digit 

Axion 

Axiom of choice 
George-Cantor 
One-one 


System 

Algebraic properties 
Order properties 
Completeness property 
Nested Cells 

Field 

Binary operation 
Irrational numbers 
Strict 

Property of trichotomy 
Absolute value 

The triangle inequality 
Suprema (Supremum) 
Infima 

Lemma 

Projects 

Hint 

Exponential function 
Logarithm 

Cuts 

Isomorphic 

Cells 

Intervals 


oY 


Open rays ععاعات: مقتوحة‎ 


شعاعات مغلقة Closed rays‏ 
خلية مفتوحة Open cell‏ 
حلية مغلقة Closed cell‏ 
متداخاة - متشابكة - وكرية Nested‏ 
متباينة بر نول Bernoullis inequality‏ 
خاضية :ار شید Archimedean Property‏ 
قاطع ديد کانید Dedekind cut‏ 
رونکر Kronecker‏ 
الفصل الثانى 
قراغ المتجه Vector space‏ 
فراغ العمودى Normed space‏ 
فراغ حاصل الضر ب القياسى Inner product space‏ 
حاص ل الضرب القياسى- حاصل الضرب العددى Inner product‏ 
مضاعف Multiple‏ 
علية - مر كبة Tuple‏ 
من العليات أو المر تبات P-tuples‏ 
حاصل الضر ب العددى أو غير ب نقطة Dot product‏ 
أحداثيات Coordinates‏ 
مر كبات Components‏ 
متطابقة متوازى الأضلاع Parallelogram identity‏ 
عمودی Orthogonal‏ 


Perpendicular ودی‎ 


Convex عدب‎ 


مترى أو قياسى ا Metric‏ 
المثرية النفصلة Discrete metric‏ 
فئة شاملة 2 7 Entire set‏ 
جيرة - جوار - متا حمة 0 Neighborhoods‏ 


نقطة داخلة Interior point‏ 
نقطة حدو دية Boundary point‏ 


oA 


نقطة خارجة 

إقفال 

نظرية بولزانوفير اشكر اوس 

متباينة شفار تز 

متباينة كوشى - بونيا کوفسکی - شفار تز 


متطابقة لاجر انج 

متباينة كوثى 

متباينة هولدر 

متبايئة مینک وسکی 

«تباينة شيشف 

مستطيل 

منتوازى السطوح 

نقطة الشد أو المجموع أو التجميع أو الترام 
أو نقط المنقود أو السباطة 

نقط التجميع أو التجمع أو الت رکم أو الترام 
أو نقط العنقود أو السباطة 

عائلة أو فصيلة 

نظرية هين بورل 

مدمحة - دامجة ب محكة 

الإدماج س الإحكام 

غطاء 

إدوار د هاين 

أميل بوديل: 

هرا مت 
لبسج 
كو نتور 
نقل 
نغلرية طبقة بير 

الفغات المتصلة ( الموصلة - المرتبطة ) 
رينه لويس بير 


منحنى مقلع 


Exterior point 
Closure 
Bolzano-Weierstrass Theorem 
Schwarz inequality 
Cauchy - Bunyakovskii - 
Schwaz inequality 
Lagranges Identity 
Cauchys Inequality 
Holders Inequality 
Minkowski Inequality 
Chebyshev Inequality 
Rectangle 
Parallelepiped 


Cluster points 


Point of accumulation 

Family 

Heine-Boral theorem 
Compact 

Compactness 

Covering 

Eduard Heine 

Emile Borel 

Hermite 

Lebesque 

Contour 

Translation 

Baire Category Theorem 

Connected Sets 

René Louis Baire 

Polygonal curve 


0۹ 


نظام العدد المر كب 


عنصر محايد 

كارل فريدرش جاوس 
الجيوديسيا ( المساحة التطبيقية ) 
الرواسم المكسية 

الدوال الهو لومورفية 


حی أو استقرافی 

تقارب 

أنغرادية - و حدة 

متساوى الرتبة ( أو الدرجة ) 
متتابعات جزلية 

مجموعات مؤتلفة من المتتابمات 
توافيق 

معايير أو مقاييس 

رتابة ( وتيرة واحدة ) - باطراد 
«عيار كوشثى 

متتابعات كوثى 

متساسلة توافقية 

ضرب عددى 

العمود الأعلى 

الدالة النبائية 

الملو الها 

نای » مشى 

متتابعات غير محدودة 

مهايات لانبائية 


.لاه 


Complex number system 
Real part 

Imaginary part 
Identity element 

Carl Friedrich Gauss 
Geodesy 

Inversion mapping 
Analytic function 


الفصل الثالث 
Inductive‏ 
Convergence‏ 
Uniqueness‏ 
Coordinate‏ 
Subsequences‏ 
Combinations of sequences‏ 
Combination‏ 
Criteria‏ 
Monotone‏ 
Cauchy Criterion‏ 
Cauchy Sequences‏ 
Harmonic series‏ 
Shuffled sequence‏ 
Vector sum‏ 
Scalar multiple‏ 
Supremum norm‏ 
The limit function‏ 
The limit superior‏ 
Dual‏ 
Unbounded Sequences‏ 
Infinite limits‏ 


رتبة مقدار 

مكافئة 

أقل رتبة مقدار 

سائدة 

جموع سيزارو 
متتابعات تذبذبية 
قابلية الجمع 

متتابعة المتوسط الساف 
أمثلة مضادة 
المتتتابمات المكررة أو المعادة 
المتتابعات المزدوجة 
نظام - مجموعة مرتبة 


صنف ( طائفة ) 


دوال متصلة ( مستمرة ) 


الدالة الشابعة 
الدالة المتطابقة ( التطابقية ) 
الدالة الّر بيعية 


دالة درشلت غير المتصلة 
محصلة دوال 

تركيب أو إنشاء 

دالة كثيرة الحدود 

ئا اج 


مصفوفة 
المواص الكروية 


نظرية القيمة المتوسطة لبولتز انو 


Order of magnitude 
Equivalent 

Lower order of magnitude 
Dominated 

Cesaro summation 
Oscillatory sequences 
Summability 

Sequence of arithmetic means 
Counter-examples 

Iterated sequences 

Double sequences 

Array 


الفصل الرابع 
Class‏ 
Continuous Functions‏ 
The constant function‏ 
The identity function‏ 
The squaring function‏ 


Dirichlets discontinuous 
function 


Combinations of functions 
Composition 

Polynomial 

Sine function 

Additive function 

Jump of 

Exponential function 
Matrix 

Global properties 


Bolzanos intermediate value 
theorem 


الام 


فصيلة - عائلة 
النقط المقابلة من الكرة الأرضية 
خط الاستواء 

شرط لبشاز 

تقلص - انکاڈ 

الإسراع 

تذبذب - ذبذبة 


تبادل 


Family 
Antipodal points 
Equator 
Lipschitz condition 
Contraction 
Rapidity 
Oscillation 
Interchange 
Approximation 
Step function 
Weight factors 
Theory of inference 
The deleted limit 
Semi 
Classical 
Equicontinuity 
Diagonal process 


الفصل الخامس 


متغير أت متعددة ( عديدة ) 

تكاملات معتلة 

نظرية القيمة المتوسطة 

رمم بیانی = خط بيافى - مخطط بياف 

نماية عظمى نسبية 

دالة زوجية 

دالة فردية 

حاصل جمع تلسكوف (مقر الي متداخل أوصال) 
تعدد وأحد 

تعدد ن 


دالة الجيب 


كلاه 


Several variables 
Improper integrals 
The mean value theorem 
Graph 

Relative maximum 
Even function 

Odd function 
Telescopic sum 
Multiplicity one 
Multiplicity n 

Sine function 


دالة جيب الام 

دالة جيب الزائدى 

دالة جيب القّام الزائدى 
محدبة 

نقطة الوسط 

ثرا کیب » تداخل 
انقسام - تقسم 

دقيق 

تكرير 

تكاملية ( المطلوب تكاملها ) 
المكاملة 

خطية ثنانية 

الإقفال أو الإغلاق 
تكامل 7 محدود 

غير مشتقة 

مشر وعات 

بارامتر - كية متغيرة القية 
متغير - يمكن تخييره 
تفر 

تكاملات مكر رة أو تكاملات م دة 
متوسط مر بع 

تحويل - نحول 

صلف 

دالة جاما 

النظرية الموجبة 

سائ فال 

مكرر ( معاد ) 

دالة بيتا 

أسلوب فی 

قوانين الإضافة 

قوانين المضاعفة 

ساسلة 


Cosine function 
Hyperbolic sine function 


Hyperbolic cosine function 


Convex 

Midpoint 
Overlapping 
Partition 

Fine 

Refinement 
Integrand 
Integrator 
Bilinearity 
Closure 

Indefinite integral 
Anti-derivative 
Projects 
Parameter 
Variable 

Change 

Iterated integrals 
Mean-square 
Transformation 
Kind 

Gamma function 
The undulatory theory 
Dominated 
Iterated 

Beta function 
Technique 
Addition formulas 
Duplication formulas 
Chain 


نفك 


دالة مولدة 
متسلسلات متقاربة 
متسلسلات توافقية 
إختبار تكثيف 
مباية حادة 
متسلسلات متر ددة ( أو متناوبة ) 
متسلسلات مزدوجة 
متسلسلات قوى 
إنفراد ( وحدة ) 
أبل القابلة للبمع 
كثيرة الحدو د مثلثية 
جوهر (قلب) 
مودي 


متوسطات موزونة 


الفصل السادس 
Generating function‏ 
A symptotic series‏ 
Harmonic series‏ 
Condensation test‏ 
Sharp limiting‏ 
Alternating series‏ 
Double series‏ 
Power series‏ 
Uniqueness‏ 
Abel summable‏ 
Trigonometric polynomial‏ 
Kernel‏ 
Orthonormal‏ 
Weighted means‏ 


الفصل السابع 
دالة مألوفة (دالة خطية مضاف إليها مقدارثابت) Affine‏ 
رة Rank‏ 
المشعقة الانجاهية Directional derivative‏ 
إزاحة Argument‏ 
الحدار Gradient‏ 
دوال ضمنية Implicit functions‏ 
بطلان Nullity‏ 
يحتسماز Spen‏ 
مستوى مستو Level plane‏ 
نقطة حرجة Critical point‏ 
نقطة راكية Saddle point‏ 
راكية نطاطة Monkey saddle‏ 


الفصل الثامن 


على شكل منحرف ( ماسة ) Diamond-shaped‏ 
تكرير عام Common refinement‏ 
دالة جمعية أو دالة إضافية Additive function‏ 
كثفافة قوية Strong density‏ 
إحداثيات قطبية Polar coordinates‏ 
إحداثيات كروية Spherical Coordinates‏ 


ا 
١ش‏ 008 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/@hassan _ibrahem‏ 
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فهرس آبجدی 


(f) 


آبل » ب 
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